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AVERTISSEMENT. 


Le  troisième  volume  de  la  Théorie  analjtique  du 
Sjsteme  du  monde  devait  paraître  au  commence- 
ment de  cette  année.  Des  difficultés  typographiques 
résultant  du  grand  nombre  de  formules  qu'il  con- 
tient et  du  format  que  j*aî  adopté ,  ont  retardé  jn^ 
qu'à  ce  jour  sa  publication.  Il  me  parait  donc  juste 
de  prévenir  que  quelques  parties  de  ce  livre,  qui 
étaient  entièrement  neuves  lorsque  l'ouvrage  fut 
composé,  ont  pu,  par  ce  retard  indépendant  de 
ma  volonté,  se  trouver  déjà  développées  dans  des 
Mémoires  particuliers,  lors  de  son  apparition.  Tel- 
le est,  par  exemple ,  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires,  la  méthode  qui  donne  les  coefficiens  du 
développement  en  série  de  la  fonction  perturbatrice 
par  le  moyen  des  quadratures.  M.  Poisson  n'avait  fait 
qu'indiquer  cette  méthode ,  je  l'ai  présentée  ici  avec 
assez  d'étendue  pour  ne  plus  exiger  que  des  subs- 
titutions numériques;  à  peine  alors  l'avait-on  re- 
marquée, et  aujourd'hui  elle  a  déjà  reçu  d'importantes 
applications. 

J'avais  espéré  aussi  que  ce  volume  comprendrait 
à  la  fois  la  théorie  des  perturbations  planétaires  et 
celle  des  marées  ;  mais  la  place  que  la  première  a  oc- 
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cupée,  les  développemeas  quelle  a  demandés,  les 
exemples  numériques  que  j  ai  cru  nécessaire  de  don- 
ner, ne  m'ont  plus  laissé  l'espace  que  la  seconde  exi- 
geait. Je  serai  donc  obligé  de  reporter  cette  théorie 
dans  le  quatrième  volume ,  qui  contiendra  en  outre 
celles  de  la  Lune  et  des  Satellites.  Ce  volume  ne  se 
fera  pas  attendx'e ,  et  j'aurai  rempli  l'engagement  que 
j'ai  pris  de  passer  en  revue  dans  cet  ouvrage  les  prin- 
cipales parties  de  la  théorie  du  système  du  monde. 

Dans  un  supplément  au  second  livre,  qui  paraî- 
tra en  même  temps  que  le  troisième  volume,  j'ai 
réparé  quelques  omissions  qui  m'ont  été  indiquées 
dans  la  théorie  des  perturbations  planétaires. 

Ai-je  besoin  de  rappeler  ici  ce  que  j'ai  dit  dans 
l'Introduction  de  cet  ouvrage  sur  le  but  que  je  me 
suis  proposé  en  le  composant?  Je  n'ai  voulu  ni  refaire 
la  Mécanique  céleste  ^  ni  simplement  la  commenter. 
La  première  entreprise  m'eût  paru  trop  ambitieuse , 
la  seconde  trop  modeste.  J'ai  voulu  rassembler ,  dans 
un  même  livre,  les  travaux  faits  par  les  géomètres, 
depuis  cinquante  ans,  pour  perfectionner  la  théorie 
du  système  du  monde ,  et  qui  se  trouvent  répandus 
dans  des  Mémoires  épars.  Laplace,  comme  tous  les 
génies  créateurs,  avait  en  général  préféré  ses  mé- 
thodes à  celles  qu'auraient  pu  lui  fournir  ses  devan- 
ciers et  ses  contemporains  ;  moi ,  dont  la  seule  ambi- 
tion était  de  composer  un  ouvrage  utile,  j'ai  toujours 
préféré  la  méthode  la  plus  simple  et  la  plus  générale,  et 
lorsque  j'ai  introduit  quelques  formules  nouvelles,  c'est 
que  leurs  avantages  étaient  bien  démontrés.  Toutes  les 
fois  que  les  cas  l'ont  exigé,  j'ai    appliqué  à  des 
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exemples  particuliers  les  théories  générales ,  pour  en 
rendre  l'intelligence  plus  facile.  Souvent,  en  traitant 
le  même  sujet  que  Tillustre  auteur  de  la  Mécanique 
céleste ^  il  ma  fallu  marcher  sur  ses  pas.  Mais  j'ai 
mieux  aimé  m'exposer  à  tous  les  désavantages  de 
cette  position  y  que  de  chercher  un  ordre  d'idées  moins 
logique  et  moins  rationnel.  Enfin ,  j'ai  presque  tou- 
jours adopté  les  mêmes  notations  que  notre  grand 
géomètre.  Cette  uniformité  dans  les  notations  est 
un  moyen  de  faciliter  beaucoup  l'étude  des  applica- 
tions de  l'analyse  aux  sciences  naturelles  :  une  langue 
écrite  doit  donner  d'autant  moins  de  peine  à  com-* 
prendre,  que  ses  caractères  sont  moins  nombreux 
et  mieux  arrêtés ,  et  je  ne  connais  rien  qui  prouve 
plus  la  stérilité  de  l'imagination,  que  cette  manie 
trop  fréquente  d'inventer  des  signes  nouveaux  pour 
rendre  des  idées  communes.  Les  jeunes  géomètres 
qui  liront  mon  ouvrage  ne  seront  pas  dispensés 
pour  cela  d'étudier  la  Mécanique  céleste;  mais  je 
crois  que  je  leur  aurai  facilité  cette  tâche,  et  s'ils 
trouvent  que  j'ai  fait,  sous  ce  rapport,  un  travail  utile, 
j'aurai  atteint  le  seul  but  que  je  m'étais  proposé. 

J'ai  cru  devoir  entrer  dans  ces  détails,  parce 
que  quelques  personnes,  pour  la  plupart  étran- 
gères à  la  science ,  quoique  ce  ne  soit  pas  celles 
qai  en  parlent  le  moins,  m'ont  paru  n'avoir  pas 
bien  jugé  mon  intention  ;  mais  je  dois  dire  en  même 
temps  que  j'ai  eu  la  satisHaction  de  voir  qu'au  con- 
traire les  hommes  qui  connaissent  bien  l'état  actuel 
de  l'astronomie  théorique  m'ont  compris ,  et  c'est  à 
leurs  encouragemens  que  j'ai  du  le  courage  de  pousser 
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jusqu'au  bout  cette  difficile  entreprise.  On  me  per- 
mettra d'en  citer  ici  ^  poor  preuve ,  la  lettre  suivante , 
qni  m'a  été  adressée  par  un  illustre  géomètre,  dont 
la  perte  récente  ajBlige  encore  la  science.  Je  prie 
qu'on  veuille  bien  ne  la  considérer  que  comme  une 
approbation  donnée  à  mon  ouvrage  sous  le  rapport 
de  son  utilité,  et  qu'on  me  rende  la  justice  de  croire 
que  je  sais  mieux  que  personne  ce  qu'elle  peut  avoir 
àt  trop  flatteur  pour  ma  vanité. 


Paris,  20  décembre  i834« 


Paris,  ce  4  Novembre  iSag. 
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^  On  doit  se  rappeler  quHl  existait  plus  que  de  la  froideur  entre 
Lbckhdee  et  Laplace  ,  et  certainement  c^est  plutôt  Thomme  qui  parle  ici  que 
le  géomètre.  Sans  doute  on  peut  éclaircir  aujourdliui  quelques-  unes  des 
parties  de  la  Mécanique  céleste ,  mais  c^est  en  protestant  de  son  res- 
pect et  de  son  admiration  pour  ce  monument  ^élevé  aux^sciences  mathéma- 
tiques et  astronomiques. 
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v«itte«t  «n  kliiiidti  «ll«   rctfnluiit  dû  Pacttoa  <k  Venu*    et    île  Ju- 
piter      n*  97 

Ait  irax^iMM  tëonlûfct  do  Torbo  icrres4r«,  d«  l'c<|vaieiir»  «i  da  la  Jonitnciir 
de  l'tmBkét.  ApplioilieA  deafonaoka  ^«i  Ua  déutmiBCBt  aax  obaenraûons 
Uê  plw  jnei«nacaqtti  MNia  a^mt  |>anrcniict.  Dctermioation  de  demëpo- 
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nagk  dniil ne  98 

CBAPOBEXVL  Tkéerùdeêtm P"««  4^ 
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Satnme.  —  In^lités  aécnJaires  des  inclinaisons  et  des  nœuds  surlVclip- 
tiqnefixe  et  sur  Tédiplique  vraie,  en  ayant  égard  aux  termes  de  Tordre  da 
carré  de  la  force  perturbatrice n^  tôt 
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IfiB  mégaKtéà  Ae  Sainme  sont  les  plus  ronsidérablos  du  système  planétaire. 
—  Recheiche   de  la  limite  à  laquelle  il  faut  porter  Tapproximation  dana^ 


XX 


XAfiLË  DES  MATIÈRES. 


le  calcul  da  ra  jon  Tectear.  —  IiH%alités  de  la  loDgitade,ct  do  rajoo  ▼cctear 
indcpendantcs  des  CTcentricités.  InéçaMtés  de  Ja  loogitnde  et  da  rayon 
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SYSTÈME  DU  MONDE. 


LIVRE  SIXIÈME. 


TTiéorie  de^  Mouvemens  planétauvs. 

La  détermination  des  inégalités  auxquelles  peuvent 
être  soumis  les  mouvemens  des  corps  célestes,  soit  en 
vertu  de  leurs  attractions  mutuelles ,  soit  par  l'action 
de  toute  cause  étrangère  aux  forces  principales  qui 
les  animent,  est  sans  contredit  Tohjet  le  plus  impor- 
tant de  la  théorie  du  système  du  monde.  Nous  avons 
donné  dans  le  second  livre  les  inégalités  indépen- 
dantes des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
et  celles  qui  dépendent  de  leur  première  puissance  : 
ce  sont  en  effet,  en  général,  les  plus  considérables, 
et  celles  par  conséquent  auxquelles  il  importe  prin- 
cipalement d'avoir  égard,  (^pendant  il  peut  arriver 
que  parmi  les  inégalités  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  d'un  ordre  plus 
élevé ,  et  même  parmi  celles  qui  sont  de  Tordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  il  s'en  trouve  que 
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quelque  circonstance  particulière  rende  sensibles,  et 
auxquelles  il  soit  par  cette  raison  indispensable  d'avoir 
égard.  On  ne  doit  donc  regarder  les  résultats  auxquels 
nous  sommes  parvenu  dans  le  livre  II  qpe  comme  une 
première  approximation  des  mouvemens  planétaires, 
et  elle  ne  suffirait  pas  aux  besoins  de  TAstronomie, 
dans  l'état  de  perfection  où  cette  science  est  aujour- 
d'hui parvenue.  Nous  allons  par  conséquent  revenir 
sur  cet  important  objet,  et  nous  donnerons  dans  ce 
livre  l'expression  analytique  des  principales  inégalités 
planétaires  provenant  des  diverses  causes  qui  troublent 
les  mouvemens  elliptiques  des  planètes  autour  du  so- 
leil, de  manière  que  ces  formules  étant  réduites  en 
nombres,  les  tables  qui  en  résulteront  puissent  at- 
teindre à  toute  l'exactitude  qu'exige  la  précision  des 
observations  modernes. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


Déwloppement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série 
ordonna  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inr' 
clmaisons  des  orbites  jusqu^ aux  termes  dépendons 
de  la  septième  puissance  de  ces  élémens* 

I .  Nous  avons  donné  dans  le  n®  8i  du  second  livre, 
l'expression  de  la  fonction  perturbatrice  R  développée 
jusqu'aux  termes  de  Tordre  du  carré  des  excentricités 
inclnsiveroent  ;  mais  on  est  obligé  de  porter  plus  loin 
ce  développement  à  mesure  qu'on  veut  atteindre  à 
un  {Jus  haut  degré  d'approximation  dans  la  théorie 
des  roouvemens  planétaires.  Nous  allons  donc  nous 
occuper  d abord  de  cette  pénible  opération. 

Considérons  Faction  réciproque  de  deux  planètes 
m  et  m' en  mouvement  autour  du  soleil.  En  désignant 
par  R  la  fonction  ((ui  exprime  cette  action,  on  a, 
n*  48  du  second  livre 

Xy  Y  y  z  étant  les  coordonnées  rectangulaires  de  m  re- 
latives à  trois  axes  fixes  passant  par  le  centre  du  so- 
leil, rson  rayon  vecteur  dans  son  orbite,  et  x\y ,  /, 
r'  exprimant  les  mêmes  quantités  relatives  à  ml .  Si 
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Ton  nomme  p  la  distance  des  deux  planètes  entre 
elles,  en  sorte  qu'on  ait 


la  valeur  précédente  pourra  s'écrire  ainsi  : 


Sous  cette  forme  on  voit  que  R  ne  dépend  que  de  la 
distance  des  diflerens  corps  du  système  entre  eux  et 
à  Forigine  des  cooixlonnées,  et  que  cette  fonction  est 
totalement  indépendante  des  axes  auxquels  on  rap- 
porte les  niouvemens  de  ces  corps. 

Cela  posé,  pour  plus  de  simplicité,  prenons  pour 
plan  desx^  un  plan  passant  par  la  commune  inter- 
section des  orbites  de  m  et  de  m,  et  pour  axe  des  a: 
cette  intersection  même.  Si  l'on  nomme  cTangleque. 
le  rayon  r  forme  avec  celte  droite,  i^'  Tangle  formé 
par  cette  même  droite  et  par  /',  Ç  et  ^'  les  inclinaisons 
respectives  des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe, 
on  aura 

j:=  r  cos  i^,  j^  =  rsin  i^  cos  cp,  z  =  r  sin  i/sin^, 
o/sr'cosi^',  ^'=r'sint^cos^',    z=/sini^'siti^'. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  qu'on  nomme  y 
rinclinaison  mutuelle  des  deux  orbites ,  et  qu  on  ob- 
serve que  (p' — ?=>  en  faisant,  pour  abréger, 

1  —  COS7  =  2 sin*  j7  =  l  A* 
V= — r/  sin  V  sin  i^'=ïr/[cos  ;i^  +  i^')  —  cos  (/ — i^)]  ; 

en  sorte  que  A  représente  le  double  du  sinus  de  la 
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mohië  de  l'angle  que  forment  entre  eux  les  plans  des 
orbites  des  deux  planètes,  on  troavera 


R  =  mf 


rcos(/— »>)       '    «  ^n 


^     -s 


r^J 


fonction  qni  ne  dépend  jdns  qne  de  Tinclinaison  ma* 
tnelle  des  orbites  et  de  la  position  respective  de  m  et 
de  n/  par  rapport  à  la  ligne  des  nœads. 

Soit  n  la  longitude  du  nœnd  ascendant  de  Torbite 
de  n/r  comptée  sur  l'orbite  de  m  à  partjr  d'une  ori* 
gine  fixe  ;  pour  rapporter  à  la  même  origine  les  angles 
V  et  f^,  que  nous  avons  supposés  comptés  sur  les  plans 
des  orbites  respectives  des  deux  planètes,  à  partir  de 
leur  commune  intersection ,  il  suffira  de  substituer 
i^ — n  et  i^  —  n  à  la  place  de  i^  et  de  i^  dans  les  ex- 
pressions précédentes.  L'angle  /  représentera  alors  la 
distance  de  la  planète  m'  a  son  nœud ,  comptée  sur 
l'orbite  de  m'  et  augmentée  de  la  longitude  de  ce 
nœud,  comptée  sur  le  plan  de  l'orbite  de  m,  de  la 
même  origine  qoe  l'angle  i^. 

La  fonction  que  nous  avoas  désignée  par  V  de- 
TÎendra  ainsi 

V  =  i  rr  [cos  (i/  +  i^'  —  20)  —  cos  (y'  —i^)]; 

et  c'est  cette  valeur  qu'il  faudra  substituer  dans  l'ex- 
pression précédente  de  R ,  qui  n'éprouvera  pas  d'autre 
ahération. 

Cette  expression  conservera  la  même  forme ,  quel 
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qpe  smt  le  plan  passaoC  par  le  oenlre  éa  mAéû ,  anqnel 
on  rapporte  le  moaTemeat  des  deux  planètes»  ponnra 
qa'on  exprime  les  coordonnées  jc,  y  y  z,  af  ^  etc.,  rela- 
tives à  ce  {Jan ,  en  fonction  des  coordonnées  polaires 
de  m  et  de  m'  ;  elle  a  donc  tonte  la  généralité  dont 
elle  est  susceptible. 

2.  D  nous  sera  nécessaire  dans  ce  qui  va  suivre  d'in- 
tiodoire  dans  la  fonction  R  les  variaMes  qui  déter^ 
minent  la  position  du  plan  mobile  de  l'orbite  de  m 
par  rapport  à  nn  plan  fixe  quelconque,  quantité 
qu'elle  ne  renferme  <}u'implicitement ,  sons  la  fonne 
pfécédente.  Foor  cela,  nommons  ^  et  ^  les  inclinai^ 
ions  respectives,  et  n  et  II'  les  longitudes  des  noeods 
des  orbites  de  m  et  de  ni.  Sur  ce  nouveau  plan,  on 
aura 

cos  y  =  cos  Ç>  cos  ^'  -f-  sin  ^  sin  ^'  cos  (n' — 11).^ 

En  substituant  donc  dans  R  à  la  place  de f 

A*  =  2  (i  —  cos  >)  sa  valeur,  cette  quantité  se 
trouvera  exprimée  en  fonction  des  angles  ^,  ^^  n 
et  n',  relatif  à  un  plan  fixe  quelconque  passant  par 
le  centre  du  soleil* 

Si  Ton  rapporte,  comme  nous  l'avons  £adt  n**  86, 
livre  U,  le  mouvement  de  m  au  plan  de  son  orbite 
primitive,  l'inclinaison  ^  et  laogle  II' — Il  seront  de 
l'ordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on  pourra  né- 
gliger leur  carré  quand  on  fera  abstraction  des  quan- 
tités du  second  ordre  par  rapport  à  ces  forces.  En 

nommant  donc  y  ce  que  devient  y  relativement  à  un 
temps  quelconque  compté  de  l'instant  qu'on  a  choisi 
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poar  époque,  00  aora  ^'zn  y  ^  et  par  couaequenl  : 

cos  y  =  cos  ^  -f-  sin  ^  sin  y. 

D  fimdra  donc  dans  Texpression   de  R  sobstitoer 
a(i— «oa^^'-^iif  sin^)  à  la  place  de  A^;  en  nommant 

R  la  fiHKrtkm  résultante,  on  aura  ainsi  : 

L^/r*-fr^*— arr^cosC»'— v)— A*V-J-28in^sînVV 

p; '— ;^•pl+«n*«n>î7îJ• 
0n  peut  observer  d'ailleurs  que  si ,  pour  plan  fixe 
des  JCjTp  on  prend  un  plan  passant  par  Tintersection 
oommune  des  deux  orbites,  et  ayant,  relativement  à 
chacune  d'elles ,  la  même  inclinaison  que  le  plan  de 
Torbite  primitive  de  m  ^  on  aura  : 

iif^=artXM(y — H),    j^=r'sin(*''— n)co8y,    z''^'%\\\{y — n)siiiy. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  Texpreâsion  (1) 
de  R,  et  qu'on  néglige  le  carré  de  sin  ^,  quantité  du 
second  ordre  par  rapport  aux  forces  perturba trices, 
on  retrouvera  l'expression  précédente,  et  cette  ex- 
pressîoo,  d'ailleurs,  d'après  ce  qu'on  a  vu,  est  indé- 
pendante de  la  supposition  que  le  plan  fixe  passe  par 
la  commune  intersection  des  orbites  de  m  et  de  ni! . 

On  conçoit  maintenant  que  si ,  dans  les  deux  fonc- 

tioDS  R  et  R,  les  variables  r,  r\  i^,  i/,  et  la  constante 
n,  araient  les  mêmes  valeurs,  en  sorte  que  la  valeur 
de  la  fonction  A  fut  la  seule  altérée  eu  paissant  de  Tune 
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à  l'autre,  on  déduirait  immédiatement  l'expression 

du  développement  de  R  de  celui  de  R,  en  substituant 
dans  ce  dernier  A*— 2  sin  yS^  à  la  place  de  A*;  mais, 
par  l'effet  du  déplacement  de  la  commune  intersection 
des  orbites  y  les  quantités  v,  if'  et  'TT  ont  des  valeurs 
différentes  dans  les  deux  fonctions.  Commençons 
donc  par  déterminer  les  accroissemens  que  subissent 
ces  angles  lorsqu'on  passe  de  R  à  R, 

Pour  cela  considérons  1^  triangle  sphérique  com- 
pris entre  le  plan  de  l'orbite  primitive  de  m,  celui  de 
son   orbite  mobile ,  et  le  plan  de  l'orbite  de  m!. 

Les  trois  angles  d^  ce  triangle  seront  ^,  ^  et  i8o* — y 

et ,  en  nommant  eTlI  le  côté  opposé  à  l'angle  y ,  par 
les  règles  de  la  trigonométrie  sphérique,  on  aura,  à 
très  peu  près 

!l^    -et      J^n  +  îiî^^ 

sin  y  sin  ^ 

pour  les  deux  autres  côtés  respectivement  opposés 
aux  angles  y  et  ^. 

Maintenant,  i^ — FI,  compté  sur  le  plan  fixe,  est 
l'angle  que  forme  le  rayon  r  avec  la  ligne  des  nœuds 
de  l'orbite  de  m',  sur  l'orbite  primitive  de  m.  Si  l'on 
projette  sur  ce  dernier  plan  le  nœud  de  l'orbite  de 
m' sur  le  plan  mobile  de  l'orbite  de  m^  l'angle  compris 
entre  m  et  ce  même  nœud  sera  égal  à  l'angle  v  —  Il , 
moins  le  mouvement  de  la  ligne  des  nœuds  pendant 
le  temps  t^  compté  sur  l'orbite  de  m'  et  projeté  sur 
le  plan  fixe ,  c'est-a-dire  que  cet  angle  sera  égal ,  à 
très  peu  près,  à 


DU  SYSTEM  K  DU  MONDE.  9 

-_        sin  ^fn 
p  — •  n r- —  C08  y. 

D'ailleors,  la  longitude  de  rinterseclion  de  Torbite 
de  m' arec  Forbile  mobile  de  m  ^  comptée  de  la  même 

origine  que  les  angles  i^,  /  et  II,  est  II  -|-    °       , 

L'angle  t^,  ou  la  distance  angulaire  de  m  à  la  droite 
fixe,  d*oii  les  angles  sont  comptés,  devient  donc, 
relativement  à  Forbite  mobile , 

V  -1-  — T-^^ —  (I  —  C08  y). 

Et  en  désignant  par  i^,  i^'.  Il,  ce  que  deviennent  les 

quantités  t^^  v  et  II,  relativement  à  la  fonction  R ,  on 
aura^ 

c  —  n=i^— n  —  (1  —  cos  >) 


i/— ir=«/— n  — 


sin  y  UQ  y 


8in  y 

Cest-à-dire  qu'en  passant  de  la  fonction  R  à  la  fonction 
R,  Tanglei^croitrade — {i—cosyf-^^ — ,  etlanglell^ 

qui  désigne  la  longitude  du  noeud  de  Fori^ite  de  m' 
sur  l'orbite  mobile  de  m .  de    ?     -,  ^[I  étant  le  mou- 

8in  y  ' 

vement  pendant  le  temps  t  du  nœud  de  l'orbite  mo- 
bile de  m  sur  le  plan  fixe;  enfin  la  fonction  A  recevra 

Bill  "^  ' 

l'accroissement '-  S"  (p.  En   négligeant  donc  le 

carré  de  S^  et  de  J^n  on  aura 


à 
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R  =  R  —  «rn  sin  ^  tang  i  7  ^ 


+ 


dsf 
^tl  sîn  ^     dK         ^  sin  y   dR 


êïiïY       dn  A         dfA* 

A  la  place  de  «Tn  et  de  ^ç^  qui  détermioeat  les  va- 
rtations  de  Forbite  mobile  de  m  relativement  au  plan 
fiite  de  son  orbite  primitive ,  on  peut  introduire  dans 
Fe^pfesston  précédente  les  quantités  p^tq,  que  Ton 
considère  ordinairement  dans  les  formules  du  mou- 
vement troublé ,  et  qui  sont  des  fonctions  données  de 
ces  mêmes  quantités  cTn  et  cT^.  En  effet  si^  comme 
dans  le  n?  ^5  du  second  livre  ^  on  fait 

ptatf.  sin  9  sin  EI^      q  z=^  J".  sin  ^  cos  11^ 

en  effectuant  la  différentîation  et  en  supposant,  pour 
plus  de  simplicité  y  n  =  o  dans  les  résultats ,  ce  qui 
revient  à  prendre,  comme  nous  le  ferons  dans  la 
suite ,  l'intersection  commune  des  deux  orbites  pour 
l'origine  d'où  les  angles  sont  comptés,  on  aura 

p  =  sin^cTn,       q  =  J^, 

et  par  conséquent  : 

R  =,  R  -  p  tang  -y  -+  ^^ 

dR. 

Cette  valeur  est  celle  qu'il  faudra  substituer  dans 
lesformulesdes  n""  44  ^^4^  ^^  second  livre,  qui  déter^ 
minent  les  variations  différentielles  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  de  m  autour  du  soleil  troublé 
par  l'action  de  m\  et  l'on  voit  qu'il  sera  facile  de  dé- 
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daîre  par  la  diffërentiation  des  difierens  tenues  de  R 

les  termes  correspondans  de  R,  ce  qui  dispensera 
d  effectuer  le  déyeloppenieat  de  cettedefo  ière  fonction. 

3.  Cela  pose  y  si  Ton  développe  l'expression  de  R 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  A,  on 
aura  : 

Lt//*  +  /*  — arr  cos  (/  —  *')  ^  J 

•hw'-^A»V( ^-^ -,  —  4il 

a  ^[r^+f'*  — arr' cos  (•  —  p)]*         ^   ^ 


^4 


[r*  -f  /^»  —  arr'  eoe  (/  —  v)]» 


-4-  etc.  ; 

série  dont  la  loi  est  évidente.  Les  inclinaisons  des 
orbites  des  principales  planètes  l'une  sur  l'autre  étant 
de  très  petites  quantités,  on  n'a  point  considéré ju#«- 
qu'ici  dans  leurs  perturbations  les  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  inclinaisons  supérieures  à 
la  quatrième,  et  l'on  verra  en  effet  d^ns  la  suite,  que 
ces  inégalités  doivent  être  tout-à*£ût  insensibles.  Nous 
nous  bornerons  donc  désormais  à  considérer  les  trois 
premiers  termes  de  la  précédente  série. 

Par    les    formules   du    mouvement    elliptique^ 
on  a: 


I 


l 


l 
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^=  I  +i  c*—  (e  —  g  c»  +  —  e5)cos(7i«+É— «) 

—  ^^  c^  cos  5  (  /i<  +  6  —  û>)  +  etc.. 


-|-  ^-  e*  —  ^7  e*  j  sîn  2  (ti^  +  6  —  a») 

^^  e*  sîn  5  (  Tii  +  6  —  û)  )  +  etc. 

Le$  angles  n^  +  é  et  &)  étant  supposés  comptés  de 
la  même  origine  qne  l'angle  i^,  les  valeurs  donneront 

cdles  de  -p  et  de  p'  en  marquant  d'un  accent  les  let«- 

très  n,  c,  $  etù). 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  R ,  cette  quantité 
deviendra  fonction  des  longitudes  moyennes  nt-i^e, 
n't  4**  ê'  des  deux  planètes ,  des  longitudes  des  péri- 
kiélîesy  des  demi-grands  aices,  des  excentricités  et 
ée  rinclinais^  mutuelle  des  orbites  ^  et  l'on  pourra 
la  développer  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  d'angles 
«proportionnels  knt^^i  et  n't  +  t,  d'après  les  pi'in- 
cipes  établis  n^  4^  du  second  livre. 


^ 
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Poar  cela ,  on  supposera  d^aboid  les  orbites  cirai- 
laires,  ce  qui  donnera  r=fl,  r'zzialf  i^  =  ii^+€, 
i/  =  /i'^  -|-  c'y  et  par  conséquent, 

'{ '' ' ^-^] 


^.,«v : 5. 


En  nommant  .V  ce  que  devient  V  dans  la  même 
hypothèse  y  c^est-à-dire  en  supposant  : 

V'=  ^  aa' [co8  (ni  +  ni4- •'—•— an)  —  cof  (n'i — m +  /— 1)] . 

On  donnera  ensuite  à  a,  a',  nt  +  i^  n't  +  6^  des 
accroissemens  au,  du,  v  et  i^\  qui  comprendront  les 
termes  des  valeurs  de  r,  /,  if  et  v',  qu  on  a  d  abord 
négligés  ;  en  sorte  qu'on  aura  : 

et  il  sera  facile  de  développer  R  en  série  convergente 
par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de  e ,  e'  et  y. 

En  effet ,  faispns  comme  dans  le  n*"  48  du  second 
livre. 

[/i*  +  a'^  —  2ad  cos  {n't  —  nt  +  «'  —  i)]"  » 

—  AiCOB  {n't  —  nt^tf  —  €) 

=  i  2A«>cosi(/i7  — /iz  +  f'  —  i) 

[a*  +  rt"  —  2017'  cos  (n't  —  71^  +  é'  —  i)]"î 

—  ^,  =  i  2B«>cosi(7i'/— /i/+^_i). 
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Supposons  de  plas, 

la*  +  a'»  —  aoo'  cos  (n't  —  nt-\-i'  —  «  )]"  • 
=  -  2  Ct'ï  cos  i  {n't  —  nt+i'  —  «), 

La  caractéristique  S  devant  s'étendre  à  toutes  les 
valeurs  entières  de  i  positives  on  négatives  y  com- 
pris zéro  f  en  observant  qu'on  a  généralement  :  . 

sin(/<  +  /)2A«cosi(n'<  — n<4-€'  — é) 

=  2  At'ï  sin  p  (/i'<  —  n«  H- e'— «  ) +/«  +  n 

cos  (/<  +  /)  2  A«cos  i  (n't  —  nt -f  i'  —  e) 

=  2  AW  cos  [i  (n't  —  nt  +  i'  —  e)  +ft  +  Z] 

sm  (ft  +  l)  2i*^'AW sin  /  (n't  —nt+t'  —  s ) 

=  —  2i*»*'A<»cos  \i(n't-'nt+i'—i)+Ji-\-ll, 

Jt+l  étant  un  angle  et  g  ua. nombre  entier  quel-* 
conques ,  et  de  même  pour  les  fonctions 

2  B^'^  cos  i(^n!t---nt+c  —i) 
et  2C^^  cos  i(^n't  —  nt-\-i'^î  ), 

La  fonction  R",  en  substituant  pour  V  sa  valeur, 
et  en  faisant,  pour  abréger,  n't — w^  +  é'  —  ^=(X 
deviendra 


cns  loe 


^.  ^x4a«fl'«2.C('-»  cos  (t«  -h  4/ït  -f-  4«  -  4n). 


On  pourra,  dans  cette  formule ,  supposer,  quel  que 
soit  I, 
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Par  cette  nouvelle  notation,  les  quantités  A^, 
A^î^,  A^y  seront  toutes  trois  des  fonctions  homogènes 

de  a  et  a'  de  la  dimension  —  i ,  ce  qui  donnera  i 
la  fois  plus  de  régularité  et  de  simplicité  aux  for- 
mules. Nous  ne  faisons  toutefois  qulndiquer  cette 
notation  à  ceux  qui  voudraient  s'occuper  du  dévelop- 
pement de  la  fonction  R ,  et  nous  continuerons  à  con- 
sidérer les  quantités  B^^  et  O^  pour  conserver  Tana* 
logie  des  formules  suivantes  avec  celles  du  second 
livre. 

Cela  posé  ,  on  pourra  regarder  Z  A^^  tos  id 
comme  une  fonction  donnée  des  trois  quantités 
a^  t^  et  a^  que  nous  supposerons  variables.  Or, 
si  Ton  nomme  z  une  pareille  fonction  »  et  que  les 
variables  devenant  simultanément  a  -f-  ou  »  d  ^a'ii^ 
flt-J-  i^^ —  ^,9  on  désigne  par  (im^m^f  le  coeflScient  do 
produit  a"a'*  iTvl*  (  s^;^  v'^Yj  dans  le  développement 
de  la  fonction  résultante ,  ou  sait  qu'on  aura  généra- 
lement : 

dnf^  da*  dttf 


^^*"^"^'  (i  .2.3. .  .m)  (i.a.3. .  ./i)  (i  .2.3.  ../>; 

On  déterminera  par  cette  formule  les  coe(E-' 
ciens  des  difierens  termes  du  développement  de  la 
fonction  2  A^^  cos  la  ;  en  remplaçant  ensuite  u^vl^ 
^1  et  <^^»  par  leurs  valeurs,  on  développera  les  proK 
dnîts  successifs  jrtf'*(i^^—  ^y  en  séries  ordonnées 
par  rai^port  aux  excentricités  des  orbites  et  prolon- 
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gées  jusqu'aux  puissances  de  ces  quantités  auxquelles 
on  voudra  avoir  égard.  Quand  ces  séries  seront  for- 
mées, il  sera  facile  d'obtenir  par  une  simple  substi- 
tution le  terme  de  R  dépendant  d'un  argument  donné 
et  d'un  ordre  déterminé  par  rapport  aux  excentricités 
et  aux  inclinaisons. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  s  applique  évidemment 
aux  quantités  Z  B^'^  cos  ia ,  2  C^'^  cos  ia,  et  peut  s'é- 
tendre aux  quantités  ZB^'^cosfîa-t-  2/2/+  2€  —  2!!), 
2(?^  cos  (  ict  +  4^t  +  4^  —  4^)i  îl  suffira  de  regar- 
der ces  deux  dernières  comme  contenant  les  varia- 
bles a,  a',  a,  et  tî^  -|-  € ,  et  de  les  développer  comme 
les  précédentes  par  la  formule  de  Taylor  étendue  à 
quatre  variables. 

On  pourra  donc  ,  dans  tous  les  cas,  form.er,  d'après 
les  principes  précédens,  le  développement  de  la  fonc- 
tion R,  étendu  jusqu'à  tel  ordre  de  termes  qu'on 
voudra  considérer,  et  l'on  n'éprouvera  en  général 
d'autres  difficultés  que  celles  qui  résultent  de  la  lon- 
gueurdes  calculs,  qui  se  compliquent  de  plus  en  plus 
à  mesure  qu'on  a  égard  à  des  puissances  plus  élevées 
des  excentricités  et  des  inclinaisons, 

4*  Considérons  le  terme  le  plus  général  de  ce  dé- 
veloppement, que  nous  supposerons  de  cette  forme  : 

m'k  cos  {tn't  —  int  H-  i'é'  —  U  -^fœ  —fco— ^fïi). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  angles  ^,  obI ^ 
et  n,  ne  peuvent  être  introduits  dans  l'expression  de  R 
que  par  la  substitution  des  valeurs  de  r,  r',  i^,  (/  et  Y • 
Or,  par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
voit  que  langle  /?^ -{-  c  sous  les  signes  sinus  ou  cosi- 
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nos  est  toujours  accompagné  de  l'angle  -—  a>  dans  les 
expressions  de  r  et  de  v,  de  même  l'angle  n!t  -f-  &'  est 
toujours  accompagne  de  l'angle  -^  û»^;  enfin  dans  la 
▼aleor  de  V  l'angle  n't  +  nt^J^t  sera  toujours 
-accompagné  de  l'angle  —  jall.  Cela  posé ,  le  terme 
qui  précède  peut  s'écrire  ainsi  :    . 

m'Arcos[(i'-/'-/')  („'<+*' )_(jf+/+/')  {nl+t) 
+/'  (n't  +  t'—a,')  rhJXnt  +  6  —  «) 
+f  (n't  +  nt+  t'-h  É  •-!-  an)]. 

•  ■  ■  ■ 

Les  trois  derniers  angines  qui  entrent  sous  le  signe 
cosinus  appartiennent  aux  termes  périodiques  des  va- 
leurs  de  r,  r,  v^  v'  et  Y.  Or,  si  les  orbites  étaient  cir* 
culaires  et  dans  le  même  plan ,  le  coefficient  de  ni 
serait  égal  à  celui  de  nt^  puisque  l'angle  n't — nt^^c — t 
et  ses  multiples  serait  le  seul  dont  le  cosinus  entrerait 
dans  la  valeur  de  R^  en  sorte  que  le  coefficient  de  n't 
ne  peut  surpasser  celui  de  nt  ou  en  être  surpassé  que 
par  l'introduction  des  termes  dépciidans  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons.  Il  suit  de  là  qu'on  aura 
généralement  entre  les  quantités  /,  i'fjfj^^j^'y  la  re- 
lation suivante  : 

r-r^f'^i+f+r,  ou  bien  r-/-/-y-2/'=o, 

I,  ^fffj^f  f'y  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou 
D^ati&  quelconques. 

Quant  au  degré  d'élévation  du  coefficient  A* ,  nous 

remarquerons  que  les  valeurs  elliptiques  de  r,  Vy  i\  \f' j 

sont  telles,  que  les  coefficiens  des  sinus  ou  cosinus  de 

chaque  multiple  de  l'anomalie  moyenne  nt^  t  —  oo 

.  forme  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de 

Tome  IIL  2 
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l'exoetitriëltë  e ,  et  dans  laquelle  les  exposans  voift 
croissant  successivement  de  deux  unités  à  partir  du 
premier  terme ,  qui  a  pour  exposant  le  nombre  même 
qui  multiplie  l'angle nt^ton  l'angle  o).  lien  wi  de 
même  des  valeurs  de  tr^  et  V  relativement  "k  l'esoén- 
tricité  e'  et  à  l'angle  cù'.  Observons  encore  que  fe 
quantité  V  étant  toujours  multipliée  par  A^^  le 
coefficient  de  Ildans  le  terme  dépendant  de  l'angle 
f'  +  i^'  — an,  ou  de  ses  multiples  y  sera  égal  à  l'ex- 
posant de  la  puissance  de  A  dont  ce  terme  est  af- 
fecté. Il  suit  de  là  que  dans  lès  termes  indépen- 
dans  des  inclinaisons  la  somme  des  coefficieiis  des 
angles  ûù  et  où\  pris  avec  le  signe  + ,  sera  la  imiite 
inférieure  de  la  puissance  des  eiccentricntés  à  laquelle 
s'élève  le  terme  que  l'on  considère  dans  le  dévelop- 
pement de  R,  et  que  dans  la  partie  dépendante  à 
la  fois  des  excentricités  et  des  inclinaisons  la  somme 
des  multiples  des  angles  cù^  eo'  ttïlp  pris  positive- 
ment, indiquera  l^rdre  le  moins  élevé  des  termes 
du  développement  de  R  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment déterminé. 

Ainsi  le  coefficient  k  sera  de  l'ordre  f'^f^^^'^J" 
ou  T—i,  d'après  la  relation  f'— f—r/^—y '-"?/'— Of 
et  ce  coefficient  se  composera  d'une  série  dont  le  plu- 
mier terme  aura  la  iforme  ké^^'X^,  les  nombres  J^, 
f'9  f\  étant  pris  avec  le  signe  -4- ,  et  A  étant  4ine 
quantité  indépendante  des  excentricité  et  des  incli- 
naisons; le  deuxième  terme  de  cette  série  serait  île 
l'ordre  V  —  /  +  2 ,  le  troisième  de  l'ordre  f'— i +4  ^ 
et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  lé  facteur  commun 
^e'^K^  ôté ,  tous  les  termes  de  la  série  k  ne  renfer- 


^ 
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mercmtjqne  des  puissances  ptires  de  b^^  et  X.  En  ne 
consadénmt  donc  panai  les  termes  qui  dépendent  de 
l'angle  Vnlt  —  int  que  ceax  qui  aont  de  Tordre  le 
mmas  éleréy  le  tenne  général  de  R  sera  de  la 
Iwine 


cos  {fnU—  înt  —fof  —fm  —  a/^^) . 

Les  nombres  f,  f\  f^\  sont  supposa  positifs  ;  si  lun 
d'eux ,  f  par  exemple,  était  négatif ,  le  terme  précé- 
dent serait  de  Tordre  V  -^  i  +  a/",  la  somme  des  nom- 
bres y,  ftl  a/*',  pris  arec  leurs  signes,  devant  tou- 
jours-dire  ^égale  ji  i^-^  iV 

Les  considérations  précédentes  sont  surtout  utiles 
lorsqu'on  veut  déterminer  à  priori  les  termes  du  dé- 
yeloppement  de  R  qui  dépendent  d'un  argument 
donné.  On  voit  que  si  parmi  ces  termes  le  moins 
élevé  est  de  Tordre  ^  le  taème  argument  ne  ae  re^ 
produira  ]Jus  que  parmi  les  lerm^de Tordre  /4"^t 
ou  de  Tordre  l+é^p'^U:.;  de  sorte  que  si  /  est  un 
nombre  pair,  tous  Les  termes  seront  d'ordre  pair,  et 
ik  seiont  d'ordre  impair  dans  le  cas  contraire.  Ce 
résollat  provient  non-aenlement  de  la  £amie  des  va- 
leurs de  r,  r^^  Vf  s/,  mais  encore  de  ce  que  la 
ibootioDL  R  dmt  être  indépendante  de  l'origine  des 
longitudes. 

Ainsi ,  par  exemple ,  si  Ton  proposait  de  déter- 
miner les  termes  de  R  relatifs  à  Targument  Bn't — 3/x/, 
on  Toit  que  les  moins  élevés  f«rmi  ces  termes  se- 
raient de  Tordre  5  —  2  ou  du  troisième  ordre ,  les 
suiyans  du  cinquième,  et  ainsi  de  suite.  Si  Ton 
considère  seulement  les  termes  du  troisième  ordre. 
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on  aura  /+/'+  ^f" = o  ;  les  nombres  /,  /',  /", 
étant  supposés  positifs,  on  pourra  former  six  combî- 
ùaisons  différentes ,  selon  que  deux  ou  un  seul  d'en- 
tre eux  seront  supposés  nuls  »  et  les  autres  successive- 
ment égaux  à  1 ,  2  ou  5,  f  excepté ,  qui  ne  peut 
être  que  nul  ou  égal  à  i .  Les  termes  dont  il  s'agit 
seront  donc   compris  dans  Tune  des  formes   sui- 

# 

vantes  : 

M^*V    cos  {5n't  —  2nt  +  5$!  --  as  — -  5a), 
MP'Ve'  cos  (5n't  —  ^nt  +  5^ —  ae  —  20  —  »% 
M^*W*  cos  (Sn't  —  2nt  -f-  5^  —  2«  —  »  — W), 

]VP»V»    cos  (Sii't ant  -f-  Se'  -^  26  —  Se»'), 

M^^^^A»  cos  {5n't  —  2nt  +  5$'  —  2i  —  a»  —  àlT), 
M^ Va* cos  {5n't  —  2nt  -f-  56'  —  26  — c/— 211). 

Quant  aux  quantités  M^""^,  M^'^,  etc. ,  il  sera  facile 
de- les  déterminer  d'après  ce  qtii  a  été  dit  n^  5; 

On  a  souvent  besoin,  dans  la  théorie  des  pertur- 
bations planétaires,  dWoir  les  différences  de*  R', 
soit  par  rapport  à  r,  sôit  par  rapport  a  v ,  soit  enfin 
par  rapport  à  la  latitude\f .  Pdur  lés  obtenir,  j'obsërte 
que  Ijst  valeur  elliptique  de  r  peut  se  mettre  sous  la 
forme  r=a(i»f-z^),én  désignant  par  li  une  fonc- 
tion dépendante  de  l'excentricité  e,  mais  Tûdéperi- 

dante  de  a.  On  tire  dé  là  3-.=  i  4-  11;  et  comme  r 

da  '  '  .    ^ 

est  la  seule  des  variables  Vy-if^  r^y  v',.qui  renferme  n, 
on  aura 

da         dr    ^     •'       '^dr-    a-        > 
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ou  bien 

dh ^ 

dr  "^     da  * 

Quant  à  la  différentielle  partielle  j-,  on  ai^s/i^-f-^-H^ii 

en  désignant  par  i^^  une  suite  de  sinus  de  l'anomalie 
yraie  /i/+^ — ^  et  de  ses  multiples.  La  partie  pério- 
dique du  rayon  vecteur  est  composée  d'une  suite  de 
cosinus  semblables  ;  on  aura  donc  la  différence  de  R 
par  rapport  k  i^,  en  différentiant  la  valeur  de  cette 
fonction  par  rapport  à  Fangle  i ,  en  tant  qu'il  n^est 
pas  accompagné  de  l'angle  io ,  c'est  -  à  -  dire  qu'on 

aora 

dK  dK 

dw   ~  Â* 

pourvu  qu'en  prenant  cette  dernière  différence 
<m  ait  soin  de  considérer  comme  constans  les  an- 
gles €  —  ^  qui  sont  introduits  dans  R ,  soit  par  le 
rayon  vecteur  r,  soit  par  la  partie  périodique  de  la 
longitude  if ,  et  qui ,  par  cette  raison ,  ne  doivent 
pas  varier;  c'est-à-dire  qu'on  aura  généralement, 

en  faisant  tout  varier  et  observant  que  zr*  =  j"  # 

—  z=  —  4^  — 

dv         ndt  '^  dm* 

Enfin ,  pour  avoir  la  différence  de  la  fonction  que 

nous  avons  désignée  par  R,  par  rapport  à  s,  j'observe 

.  que  s  étant  la  latitude  de  m  au-dessus  du  plan  auquel 

OQ  rapporte  son  mouvement ,  si  l'on  nomme  ^  l'in- 

de  l'orbite  sur  ce   plan    fixe,  on  aura 
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j  =  sin  ^  sin  (c  —  FI),  et  par  conséquent 

/ 

-r-  =  ^-  sm  (  p  —  u). 
dç         as  ^  ' 

lEna  désignatit  d'ailleurs  par  y  FincI  maison  mutuelle 
d0$  orbites  de  m  et  vfiy  on  a,  n®  2^ 

eos  ^  =  cos  ^  cos  (p'  +  sin  (p  sin^'  cos  (II' —  n). 

Si  Ton  dîfférentie  cette  expression  par  rapport  à  >  el 
à  (Py  que  dans  la  différentielle  on  fasse  ç>=ol^  ^'=  ^ 
et  in'  =  n ,  ce  qui  suppose  que  Ton  pi^end ,  comme 
nous  le  faisons ,  pour  plan  fixe  le  plan  de  Torbite  pri- 
mitive de  TU ,  on  aura  dy  =  -^  ^Kp  ^  et  par  consé- 
quent, 

JR  I  é/R 

^■^«■^         ^^MHB      MVI^IV        ^i^Sa^^B^^BM^^B^i^M^H^BHV  ■■Mvw 

^  sin  {y  —  n)  '  dy 

Si  m  était  en  mouvement  sur  le  plan  même  de  l'or-* 
bite  de  wly  cm  aurait  ^sssia^sin(ft^— -n),  et  par 
œoséqiient , 

^  .       dR 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède  A  =c  2  sin  7^, 
ce  qui  donne  dX  =  cos  \  ydy ,  et  par  suite 

âÊi            sîn>  dR 
j  __—  —  •■.•  c    ___ 

ds  A      '  dA* 

«  1  1     aR     /m!      dR     p  .      •      •    1  ' 

Les  valeurs  de  -p,  ^ ,  ^,  formeront  amsi  des  sé- 
ries composées  da  termes  semblables  »  ceux  du  dé- 
veloppement de  R  dont  il&  dérivent. 
Ënfia,  au  moyen  de  l'équation 
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5"      „         ^        j     dR  ,     p   dK  i"  rfR 

lorsque  le  développeraent  de  la  fonction  R  sera  ef- 
fectué, on  pourra  en  déduire,  par  de  simples  difle- 

rentîations ,  la  valeur  de  la  fonction  S ,  qui  est  celle 
qu'il  faudra  substituer  dans  les  formules  du  n""  44 
du  second  livre. 

Par  le  n""  8i  du  second  livre ,  on  a 

^ I  M. 

ds         8io  (i^  — -  n)  '  dq' 
JET 

Si  Ton  substitue  pour  ^  sa  valeur  tirée  de  Téqua- 

dK 

tion  précédente,  on  retrouvera  la  valeur  de  ^  à  la- 
quelle nous  venons  de  parvenir  d'une  manière  dif- 
férente. 

On  ft^BLtj  pour  fixer  les  idées  »  supposer  que  R  est 
la  valeur  de  la  fonction  perturbatrice  lorsqu'on  re- 
garde comme  immobile  le  plan  de  l'orbite  de  m ,  et 

R  la  valeur  complète  de  cette  fonction,  en  ayant  égard 
aux  variations  de  ce  plan.  Or  on  voit  que  les  diâe- 

renées  partielles  de  la  fonction  R  relatives  au  grand 
axe  a ,  à  Texceatricité  e ,  à  la  longitude  a?  du  périhélie 
de  l'orbite  de  m,  et  à  la  longitude  €  de  l'époque,  sont 
^ales  auxdifférences  correspondantes  de  R,  aux  quan- 
tités prè&  du  second  ordre  par  rapport  aux  forces 
perturbatrices,  alors  qu'on  prend  pour  plan  fiie  ce- 
lui de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée;  en  sorte 
que  dans  les  foimules  qui  déterminent  les  variations 

de  ces  élémens  on  peut  substituer  R  à  k  place  de  R  , 
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puisque  nous  négligeons  ici  les  quantités  dépendantes 

du  carré  des  masses. 

Il  n'en  est  pas  de  même  relativement  aux  variations 
des  quantités  qui  déterminent  la  position  du  plan  de 

l'orbite,  et  la  valeur  de  R  donnera 

dK  ^         i  ^  dK    ,       i     dK 

-7-  =  —  tang   -  A  3 f-   -: -y 

dp  "a       dif      *     sin  y  dir 

dK  I        d\k 

3-   =?s  —     COS    -  >  T-. 

dq  a    ^  dx 

En  substituant. ceç  valeurs  dans  les  formules  (9) 

et  (10)  du  n**  44  ^"  ï'vre  deuxième ,  en  observant  que 

JR        rfR    ,    <iR 

-V-  =  -r  +  -r-,  on  aura  : 

ai'  di     *    dcû' 

j  andt  I  ^  tfR 

En  joignant  aux  formules  (i),  (2),  (5),  (4),  (8),  du 
n**  44  >  livre  II ,  les  deux  précédentes ,  on  aura  par  la 
simple  diflférentîatîon  des  différens  termes  du  déve- 
loppement de  R ,  prise  par  rapport  aux  élémens  de 
l'orbite  de  m ,  les  inégalités  correspondantes  de  cha- 
cun de  ces  élémens;  ce  qui  facilite  extrêmement  le  cal- 
cul de  leurs  variations. 

5  .Après  ces  considérations  générales  sur  la  réduction 
de  la  fonction  R  en  série,  nous  allons  nous  occuper  de 
déterminer  l'expression  analytique  des  différens  ter- 
mes de  ce  développement.  Nous  avons  donné  dans  le 
n""  81  du  second  livre  ^  les  termes  qui  dépendent  de 
}a  première  et  de  la  seconde  puissance  des  excentri- 
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cités  ;  mais  comme  nous  avons  omis  de  comprendi^ 
pamtii  ces  derniers  les  termes  dépendons  des  incli» 
naisons ,  pour  rendre  notre  travail  complet  ^  nous  re- 
prendrons ici  ce  développement  à  partir  des  termes 
du  second  ordre ,  et  nous  le  pousserons  ensuite  jus-* 
qu'aux  termes  du  sixième  ordre  par  rapport  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons.  Il  est  peu  probable 
qu'il  se  rencontre  des  cas  où  Ton  soit  obligé  de  porter 
{Jus  loin  les  approximations;  au  reste  ^  on  y  par- 
viendrait sans  difficulté  d'après  les  mêmes  principes. 

Les  Mémoires  de  Tlnstitut  pour  1 808  contiennent 
un  travail  de  Burckbardt  sur  le  même  sujet;  mais  des 
erreurs  considérables  s'étaient  glissées  dans  ses  résul- 
tats ;  nous  nous  sommes  attaché  à  les  faire  dispa- 
raître ;  nous  avons  vérifié  avec  soin  les  termes  que  cet 
astronome  avait  calculés,  et  nous  leur  avons  ajouté 
les  termes  dépendons  des  inclinaisons  qu'il  avait  omis. 
L'introduction  dans  nos  formules  du  sinus  de  la  moi- 
tié de  Finclinaison  mutuelle  des  orbites  au  lieu  de  la 
tangente  des  inclinaisons  employée  jusqu'ici ,  rend  \f> 
calcul  de  ces  derniers  termes  aussi  facile  et  aussi  sy- 
métrique que  celui  des  termes  qui  dépendent  simple- 
ment des  excentricités. 

Enfin  M.  Binet  a  bien  voulu  me  communiquer 
dernièrement  le  manuscrit  de  ses  recherches  sur  le 
même  objet,  présentées  à  l'Académie  des  Sciences  en 
1812,.  et  dont  j'ai  parlé  n®  glô  du  second  livre.  Cet 
immense  travail  contient  la  préparation  de  toutes  les 
quantités  nécessaires  au  développement  de  la  fonc- 
tion R  jusqu'aux  termes  du  septième  ordre  ;  il  a  servi 
à  vérifier  de  nouveau  quelques-uns  de  mes  résultats. 
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Un  second  moyen  de  vérification  résulte  de  la  re- 
marque qu'a  faite  Burckbardt,  que  si  Ton  compare  par 
voie  de  soustraction  les  cœfBciens  de  A^'^  et  de  ses 
différences  successives  dans  M^*^,  M^'^,  M^*^,  et  les 
quantités  semblables  relatives  aux  cubes  et  aux  puis- 
sances supérieures  des  excentricités,  on  arrive  en 
général  à  des  différences  constantes.  Ainsi ,  dans  les 
termes  do  second,  ordre ,  les  secondes  différences  4€S 

coefficiens  de  A^'^  et  de  -j-  sont  égales  k  2*;  dans 

ceux  du  troisièifte  ordre ,  les  troisièmes  différences  de 
ces  cc^ffidens  sont  égales  k  3^  ;  dans  les  termes  du 
quatrième  ordre,  les  quatrièmes  différences  sont  égales 
à  4^  ;  dans  ceux  du  cinquième  ordre ,  les  cinquièmes 
différences  sont  égales  à  5^,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple ,  dans  les  termes  précédens ,  les  coef- 
ficiens .de  A^'^  sont  : 

Pour  M^»>    4i»  —  5£  ST^        — v— ' 

Pour  MC«>    4Î*  M-  2Ê  T  '^-  ,    /  +  4 

Pour  M^>    4i»  +  gî  +  4  "*"  7*  -I-  4 

Les  coefficiens  de  -^  sont  : 

ir«  diflF. 

Pour  M^  4/  -—  2 
Pour  aP'^  4/  H-  2 
Pour  M<»>  4Î+  6 

£/*AW 
Les  coefficiens  de     ,  ^-  sont  les  mêmes  dans  les 

troi  s  quantités. 
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Il  sera  fiieile ,  si  on  le  juge  convenable ,  de  déve- 
lopper,  par  rapport  aux  puissances  de  i,  les  valeurs 
de  Bff*^,  M^'^,  M^*^;  pour  vérifier  les  expressions  ré- 
sultantes,  il  ne  faudra  plus  alors  comparer  ensemble 
les  coefficiens  appartenant  à  la  même  différence  de  A^^, 
mais  bien  ceux  qui  sont  relati&  au  même  aagle  pé- 
riodique. Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  exposer  ce 
calcul  qui  n'oflFre  aucune  difficulté. 

Termes  du  troisième  ordre, 
7.  Soit  : 

R  8s  MCO.e^  .  cof  [i(ii'«  —  nt  -f  i'  —  i)  4-  3it«  -f  3f  —  3#] 
-f-  BPO.e»^.  CM  [i(ii't  —  n(  -4-  •'  —  •)  4-  3nf  -f  3f  —  te  —  « ] 
-f-  MCO.ee'* .  cos  [»(»'(  —  lit  -»-  i'  —  •)  -^  3iit  -h  3«  —  «  *  q«'] 
4-  M(»).^ï  .  coi  lUr/t  —  «t  4-  i'  —  i)  4.  3/tt  +  3i—  3</], 

On  aura 


(  8iï  —  3oi«  -f  aOi)A(0 
,     rfACO 

[8(1  — i)>  — 6(i— i)«— 5(i  — i)]A('-0 

+  [  6(1  -  ,) -fOa.  _;_  4-a» -3JJ--' 
[  8(«  —  •)»  4- 18  (i  —  a)« 4- 8 (i  ^  a)]  A('-«) 

M<0=-.J^J"*"  Da(i-a)>4-a^(*— a)-Mo]a      ^  ' 

Vj_  r  «/•        >,^#n    .  rf»A<'-«)  .         rfîAC— > 
-*-[6(«-3;4-ri«*-_— ^a»-3jç-, 

[  8  (I  -  3)>  4-  4^  (<  -  3)«  4*  65  (i  —  S)  4-*  !I7]A<'-î). 
M0)=  4.  2L'.  j+  C»^  ^*'-  3)«'4-  5i(f  -  3)  4-  5i] tf  ^J^lU 


»r 


-f[C(i-3)4-iga.-jjj^4-a».-^ 


3)4-5i]^^^ 
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On  peut  yériRercèsi  valeurs  par  les  inojctis  exposes 

<lans  le  numéro  précédeiit.  La  troisième  différencedes 

.  coeffidens^de  A^^  est  2j  ou  3^,  la  deuxième  différence 

des  coelficiens  de  -^  de  mèttie  57,  la  première  diffé- 

rence  des  coeticîens  de      ^-  ^^tj: 
Soit 

R  =r  îî<o)cx*  CO8  [i(n'£  —  «f  4-  /  —  g)  _|.  3nf  —  »  —  alT], 
4-  N<'>cx'«co8  Xi>'r  —  n<  -f-  •'  —  i)  4.  3/»«  —  •'—  alTJ, 

On  aura 

■  « 

On  pourrait  déduire  sans  aucun  calcul  les  termes 
dépendans  des  inclinaisons  de  ceux  qui  dépendent 
simplement  des  excentricités  y  par  les  considérations 
suivantes.  Soient 

12  A^'>cos[i'(/^'^+ 60  —  1(^^  +  0] 

deux  fonctîpns  qu'il  s'agit  de  développer  en  y  faisant 
varier  les  quantités  a  y  af,  nt  et  n't,  conformément  à 
ce  qui  a  -été  dît  n*  3.  Si  le  développement  de  la  pre- 
mière est  effectué ,  on  en  déduira  immédiatement 
celui  de  4a  Wronde  ,/éû  y  chargeant  î'  en  £  -1-  i ,  et  £ 
en  1^^  i;  JBais  si  après  avoir  développé  la  première 
fonction  on  y  suppose  £'  =  £,  et  que  dans  le  dévelop- 
{>ement  de  -là  seconde  on  se  borne  à  considérer  les 
termes  dépendans  dps  argumènis  qui  se  forment  par 
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Toîe  d'MUilkMi,  Oomnae  ced  tehnes  i^ésultent  Aéces-- 
sairemeât  dW  des  trois  facteurs  suivaBs^*..  •^.•.  « 
sin(/  +  l)SX^  œsp,  cos  (^ -^ /)  2  A^^cw^, 
siMi(Ji  +  l)lJ^^'^'A^^Binp,  ou  r<m  £iit,  pour  abré- 
ger, p  =  Un! t'oint  +  iV —  w,  et  qu'en  n'ajrant  égard 
qu'à  ces  termes,  on  a 

^n(Ji+l).Xk^'>cospzs^XA^^sia(p+ftrhl) 
cos(ft  +  l).:EA<0cosp^'^:2M^<:M{p+Ji'+'J) 

ûn{ft+[)  •  2t^-^'A<^inpL^     lXi^^'A^f>cos{p+fù^^. 

Il  est  évident,  en  comparant  ces  relations  a  celles 
qui  leur  sont  analogues  dans  le  n"*  3 ,  qu  on  ^aura 
le  coefficient  d'un  terme  quelconque  du  déyeloj^- 

ment  de  la  fonction^  2.  A^0cos[(i+O  (^'^4^^') 
—  (  /  ^-  I )  (  n€ -f-  €)],  en  divisant  par  deux  le  coeffi- 
cient du  terme  correspondant  du  développement  de 
la  fonction  i  S.A^'^  cos  [t  ^rit  +  é'  )  — i  (/i^  +  OJ, 
dans  laquelle  on  suppose  H  =  i,  après  y  avoir  i|ut  les 
substitutions  indiquées  plus  haut. 

Cela  posé.,  la  fonction  R',  n*  3 ,  Qn  ne  considéraat 
que  les  termes  dont  nous  nous  oqc|i|iobs  en  ce  «mo- 
ment^  devient 


ffir 


R'=  --.2A«  co«i(;*'c-  »t+  i'  —  •) 


—  x«2.fla'B<0  CM  [(«  + 1)  {i/t  -f.  0  —  ii  —  i)  (i»«  -f-  •)  —  aŒl^ 
-h  -|^x42.a-ii'«C(0  co«  [(i  -f  3)  (n't  +  0  —  (*  -  a)  («I  +  •)  —  4n]. 

Si   dans  le  développement  de  la  fonction 

— 2, A^'^ cos i(n't  —  /i^  +  é'  —  € ),  on  désigne  donc 
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-par  t"  le  coeffident  de  rét  pour  le  distinguer  du  coef-^ 
ficient  de  >ii^;  en  multipliant  chacun  des  t<»rnies  de 
cette  série  par  |  X%  et  en  y  changeant  i*  en  t  +  i  , 
i  en  t  —  I. ,  et  A^'^en  aa!  V^^  on  aura  le  terme  corres- 

•       ni 
pondant  de  la  fonction  -g-  A*  2  aa'W^  cos  [  (  ï'  +  i  ) 

(  /z'^  +  e'  )  —  {i  —  I  )  (  n^  +*€  )]  >  et  en  multipliant 
ces  mêmes  termes  par  -^  A^,  et  en  y  changeant  i'  en 
I+-2,  î  en  / — 3  et  A^'^  en  a^a'^O^^  on  aura  le 
te^e  correspondant  du  dëveloppement  de  la  fonc- 
tion ^  .  m' X^2  aVC^cos  [(/  +  2)  (n't  +  ê') 
—  («— 2)  (n^-|-6)]. 

On  peut  observer  que'  ce  résultat  subsistera  encore 
métne  après  qu*on  aura  converti ,  comme  on  le  fait 
ordinairement /les'différences  partielles  de  A^*^  rela- 
tives à  û'  en  différences  partielles  "relatives  à  a;  ce 
^  €|ul  tiertt  a 'ce  que  les  fonctions  ad'  B^*^,  aW*U^,  sont 
^tbinme  A^^  "des  fonctions  homogènes  en  a  et  a'  de 

Cette  remarque  firtîilitera  beaucoup  la  détermina- 
'fiôn^ies  termes  de  la  fonction  perturbatrice  qui  dé- 
^ùdèfiA  dë^^l^sdson^  mutuelles  des  orbites  ;  mais 
on  ne  doit  pas  oublier  qu'elle  ne  s'applique  qu'aux 
termes  dépendans  des  argumens  formés  par  voie 
d'addition^  et  qu'elle  ne  saurait  s'étendre  aux  autres 
termes* 


■.    i  /'!*' 


t;«1     \)    il'  ^.     'L    . 


^  I  > 


«  I 


(  . 
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Termes   du    quatrième    ordre. 
8.  Soit 

R  =  M«tf4      cot[î(ii't  —  nt  4-  i'  —  •)  -#-  4'»«  -#-  4«  —  4»] 

-h  M(Oe  V  cot  [i  (nU  —  n£  -h  •'  —  •)  4-  4"'  +  4«  —  3»  —  a/] 

-h  MC)«*e'«  co«  C«  (/i'<  —  /i£  -#-  •'  —  •)  H-  4^<  H-  4«  —  »•  —a»'] 
-h  MCOcc'î  COI  [«(n'£  —  /i£  +  •'  —  •)  H-  4^»'  H-  4»  —  •  — 3i/] 
-4-  MOV*     cof  lUn't  —  lit  +  •'  —  f)  4-  4/it  4-  4«  —  4»']  » 

on  aura 

(i6i4  —  laoi»  4  a83**  —  ao6i)A(0 
.  (3a*ï  —  i68i»  -f  a36£  —  64)  a^^ 


m' 


*'<->=+3g4-W(a4*-78^^-48;--^^ 

[,6(i— 1)4— 5a(i— 1)«+  aa(i— 1;*+  a6(i— i)]A('-«^ 
+  [3îi(*— i)ï— Co(i— 1)«—  io(i— i)  -M8]a  =^^— 


m' 


[16  (i— a)4-f  16(1—  aj>— îi9(«  —a)*—  ao(t  —  a)]A('-")^ 

-f  [32(«  — a)i-f48(i—  a}«-  i6(«— a)  —  ao]a  î?é^^ 
m'    / 
64     iH-  [«4(«  — a)«436^«  —  a)  4  a]  a»  — ^-^ — 

4.  [  8(c -a)  4- 8]  a^  ~5-^  +  a4  _-_, 

[,6(i  —  3)4+  84(£  —  3)5+1 3o(£  —  3)«+  54(i  — 3)]  AC'-»), 
4  [3aCî-3)>+i56(i— 3)«+ai8(i-  3)4  78]  a  ^^^ 

^^^^-'^  •  U  W(' -3).+  93(/-3)  +  8.]  a.  ^ll^ 

+  t8(,-3)-M8:«3___  +  ^4___, 

[i6(/-4)4+i5a(i-4)3+49()(/-4)«4646(i-:{)-hQ56]A<'-4)^ 
+[3a(/-4)»+a64(/-4)«469a(i-4)4568]  a  ^:^^ 


m' 


m' 


^^^-"♦^  384'  \-f.[a4(i-4)«4i5o(r-4)  4aa8]  a«  "^'^^^^   - 

^r  «  •     if>  _!_     fl-i   'i  ^'AC^-4)  J4A('-0 

.4[  8(e-4)  +  îiS]  «'  -;j;jr-  +  «*  -;^;;7— 

Tome  IIL  5 
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La  première  différence  des  coefficiens  de  a?  ^  est 
-I*  lo  ^  la  deuxième  différence  des  coefficienTs  de  a*  -j^ 

est +68,  la  troisième  des  coefficiens  de  a^  est  +^56, 

et  la  quatrième  des  coefficiens  de  A  est  de  même  +256. 
Soit  • 

R  =  N<<»)c»x«  COI  \i{jt't  —  n«  -f  /  —  •)  -4-  ÙMt  4.  4f  ^  a»  —  aU] 
-fWCOee'x»  cos  \i{jntt  ^  ^«  -f  g'  —  g)  -f  ^nt  -f  41  —  m  —  m'^ir[\ 
-f- WCOe'^x»  cos  [i'(/»'l  —  rt<  4.  i'^—  •),+  \nt  -f.  4f  —  2»'  —  aii], 

on  aura 

«W   f      C4(i-0'-9('-04-3]B('-O  ^ 

m'..'    f      [4(^-3)» +2i(i-3)+a7]B('-3)  % 

Soit  enfin 

R  =  NO).\4.co5  \i  {n't  ^nt+t'^  f)  +  4»e4.4i  —  4n], 

on  aura 

loS 

Termes  du  cinquième  ordre. 

g.  Soit 

R  =  M<<»)e»  cos li(n't  —  /i«  +  •'  —  •)  4-  5/i£  4-  5«  —  Sa] 
4-  M(0c4c'  cos  li(n't  —  n«  4-  t'  —  •)  4-  5/i«  4-  5f  —  4»  —  «T 
4-  MWeV'cosîif/i'f  —  n«  +  •  —  f)  4-  5/if  4-  5t  —  3i»— a^T 
4-  MP)c»c'îcos[i(/i't  —  n£  4-  •'  —  •)  4-  5n«  4-  5i  —  a»— i^T] 
-f  M(4>ec'4  co»  [i(«'l  —  /u  4-  i'  —  ij  4.  5iil  4-  5i  —  »  —4»1 
4-  M(«)c'»    cos  [if/Zt  —  /if  4.  /  —  ,)  4-  5/i«  4-  5i  —  &»'], 

on  aura 

L3ai5  _  45oi4  4.  17901*3  —  336oi»  4-  ai94i']A<0 
+  [8oj4  —  7601'  4.  a375î*  —  a64oK  +  6a5]tf 


m'    /  -|-  [Sot*  —  5401»  -h  io4ot  —  5oo]  a* 


d»A<0 


[4.  [4oi*  — 170/   4-  i5o]  a*  —j-y~ 
^,     .  .    ,d*AiO^    _d»A(0 
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f     8«(i-i)»-a^(i-i)4+446(i-i)>ï 

l— i9g(«— 1)>  — 9o6(i— i)  i 

(      8o(t_i)4  — 59a(i— i)»+4i9(i-i}«l     dM'-Q 

t+i38(j— i)  -r-iaS  s"    da 


^>p»f.^  /+  i;8o(i-i)»-a5a(i-i)«+98(<-i)+ao>«  t^^ 

U  [4o(i-i)«-  7o(«->)]  «»  ^^^^ 

<+  [io(.  -t)  ^  7]  «4  _2__  +  al  ^-^-f- . 


3,(1  _  ,)._  48{,-  _  .)<  -  ,34(i  -  9)»  l  .  „  ,. 
+ii4(i-a)>+io4(t-3)  J         ' 


{ 


U  C4o(i  -  î")"+  3o(î  ^  ,)  r^  ,3]  n»  ^î^j^ 

I       3a(i-3)*^-|- 1»8(«--  3)44.6o(£-3pi 
Wai!;(*-?}«-i35(*-3)  î"^^^ 

,  .    i      M— 3)*4-344(i— 3;»+3o5C»-3)»l    4A<*-^> 

M(5)=+^  /+  [8o(î-  3)»  +  3a4(i-  3)»4-3oafi-  3)-  3]a-^^l!î 
1+  [4op  -  3)*  -I-  i3o(î  -  3)  +  8i] «3  ^^^1=^ 

f         3a(i  -  4)*+«o4(i  -4)M^(i  -4)n  .  .,«4v 

t+ia99(i-4)*+6i:i(j-.4)  p' 

i         8o(*-4)4+7ia(i-4)3+2i47(i-4)*t'     rfA<«--4) 


da 
»K4)=:-^  /+  [8o(i-4)J+6ia(i-4)'+M48(i-4)+ioj4] <•'  ^-^ 

|+[4o(t-4)«+»3o(M)  +  3ia]  a»  —5^  " 
,+ £,o(i -4)  +  8a]  «4  ^^^^  +  «»  ^î^, 

3.. 
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La  première  différence  des  coefficiens  de  à?  ^  est 

-I*  I  o  ^  la  deuxième  différence  des  coefficienTs  de  a*  ^- 

est +68,  la  troisième  des  coefficiens  de  a  ^  est  +^56, 

et  la  quatrième  des  coefficiens  de  A  est  de  même  +256. 
Soit 

R  =  N<<»)c»x»  C08  \i{ji't  —  n«  -f  f'  —  •)  -4-  ÙMt  4.  4f  ^  a»  —  aU] 
-f-  NCOee'x»  cos  \i{n't  ^  n«  -*-  t'  —  •)  -f  ^nt  +  4«  —  •  —  »'—  an] 
-f- W(')e'*x*  cos  [i'(/i'l  —  «<  +  i'^—  i)^-f.  4/ï«  4-  4«  —  a»'  —  an], 

on  aura 

«W    f      C4(i-i)'-9(i-0  +  3]B('-O  . 

]S<o)  =  4-^   Vj.r>s/r      ^        >si     ^B(^  .     .d«B<^-')       l 

m'.«'   f     t4(»^-^)'+  6(î-  a)^4]B('-*)  ^ 

«6      |+[4(.^a)  +4]«-5^-fa'   -g^T-'     J 
m'W    f      [4(i-3)»+2i(i-3)+a7]B0-B)  ^ 

^  33       ^+[4(*-3)    H.ia]a-5— ^.a.-^-^.  J 

Soit  enfin 

R  =  NO).\4.co5  [i  (n'f  —  n«  -J-t'^  f)  4-4«e4-4i  —  4n], 

on  aura 

]V(B>=?!î!:f^.C<'->. 

Termes  du  cinquième  ordre, 

g.  Soit 

R  =  M<<»)a»  cos  p(n'«  —  ne  +  /  —  g)  4.  5/ir  4-  5«  —  5»] 
-f  MCOcV  cos  [i(/i'«  —  n«  4-  •'  —  t)  4-  Snt  4.  5f  —  4»  —  «T 
4-  M(»)cV«cos[i(/i'«  —  nf  +  •  —  •)  4-  5nf  +  5»  —  3i»— a^T 
4-  MOcVîcos[i(n't  —  n£  4-  •'  —  •)  -f  5n«  4-  5f  —  a»— à^ 
-f  M(4>ec'4  co»  li\n't  —  nt  4-  •'  —  •)  4-  5iil  4-  5i  —  1»  — 4»i 
4-  MWc'»    cos  [ifn't  —  /,«  4.  /  —  g)  4-  5„t  +  5i  —  &•], 

on  aura 

L3ai*  —  4doi4  4-  17901*'  —  336oi»  +  ai940AC0 

4.  [8oj4  —  76oiî  4-  a375î>  —  a64oi  4-  6a5]tf  ^^ 

J                                                               d*A(0 
%jif^\  ^'    /  "t"  C^'  "~  ^4^**  +  ^o/ioi  —  5oo]  a»  — T 

4-  [4^^*  —  Ï70*   4-  i5o]  a*      ■  ;— 
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f     8i(i-i)«-îi«4P-t)*-4-446(i-i)M..,^,. 

i-.i«9(.-i)»-!Ki6(i-i)  r^  ' 

f      8o(i— 1)4  — 591(1— i)»-|.4i9(*-.i)0     dA(^-') 
j"*"  1+  i38(i— 1)  —  1^  j  **  "57^ 

f^[4o(i-i)*-  7o(i-.,)]ait^_i 

/      3i(i  -  ,).-.  48(i  -  ,)4  -  ,34(i  -  ,)^  1 
l4-ii4('-a)'-Mo4(i-a)  J^'     ^ 

14-    3(*-a)4-9o  P     Jtf 

'^    '+  C8o(«  •.  a)>4-  36(i  —  a)«-i4«(l  —  «)-»]  «•  ^'-^^'"'^^ 


<i>A(*-») 
^- [4o(i  -  35--f- 3o(*  -  ,)  ^  a3]  a»  i^^jj-: 

\_ai7(i-3/-i35(*-3)  f^^     ^ 

i      ao(i  — 3)4  +  344(i— 3;*-H3o5(î-3)«1     dAO'^) 
l-*-)-,75(i-3)  -i56]  K^T^ 

M0)x=4-^  /+  [80(1-  3)>  +  3aî('-  3)'4-3oQ(i-  3)-  3]fl-^^^t!^' 
I4.  [4o(i  -  3)«  -h  i3o(* -  3)  -f  81] fl»  ^l^!l2 

^4,  [,0(1.^3)  4- 19]  «* -5^7- -fa» -5^7-» 

f         3i(i-4)*+5o4(«-4)H^98(e-4)n 

i         80(1  — 4)44^ia(i— 4)S4-ai47(*-4)*t     rfA<*"4) 
"\+a474(i-4)-f8a4  /''     ./« 

^   /+C8o(i-4)'+6i2(i-4)'+«448fi-4)+"oa4]a»  ^~^^^ 
-f-  [4o('-4)*+»3o(M)  -f  3ia]  a*      ^3 

3.. 


M<4)=;— ^ 
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i        3a(£-5)»4-  48o(«-5)*+«7  io(«-5)ï  K 
l+7o55(i— 5)*+8i74(t-5)  -hSiaS        .  /  ' 

f  8o(*  -5)H-io8o(i— 5)ï-f.5a55(i— 5)«  I     ^A(^-») 

I"*"  l4-io8ao(i  -5)  4-7845  (  ^     da 

[4-  [4o(i-5)«+33o(i-5)  4  670]  «^     ^^^ 

_i_r    /•    m^zm    i^^A(^-'>  .     . <f»AO"») 
.4- [io(»-5)  +  45]  a^ -5^j— +  fl»  — jj^ï- . 

La  première  différence  des  coefBciens  de  a^     ,  ^ 
est  i5;  la  deuxième  des  coefficiens  de  a?  -^  est  127  ; 
la  troisième  des  coefiiciens  de  a^  ^-^  est  845^  la  qua- 
trième des  coefEciens  de  a  ^  est  3 1  ^5^  la  cinquième 

des  coefEciens  de  A  est  5 1  aS^. 
Soit 

R  =  NWe'x*    cos  [«  (/l't  —  nt  4.  /—  f)  -f.  5/it  4. 5i  —  3«  —  aH] 
4  NO)e»«'x«  cos  [i  (n'«  —  nt  4-  •'—  •)  +  5nl  4-  5i  —  a»  —  «'—  air] 
4-  NC«)e««'»x*  cos  p  («'«  —  nf  4  /—  •)  4  5n«  4  5f  —  «  --a»'—  aH] 
4-  NO)«"x*   cof  [i  {n't  —  nf  +  #'—  f)  4-  5»t  +  5i  —  3«'—  ail], 

on  aura 

![  8  (*  —  i)3-4a  (*  —  i)*4  59(1  — 1)—  16]  B0-) 
4-[ia(î-.i)»-39(i-i)4-a4]flî?Ç2 
4[6(.-.i)-9]«'-^Er-+«'-5j^» 

![8(»  — a)5  — a(i  — a)»—    8(i  — a)4ia]B<*-») 
H.|:,a(£-a).43(»-a)-,7]a^^ 
4  [o(«  — a)  4a]a«— -T— f-fl» 


[8(î-3)î438(/-3)«433(î— 3)419]  BC-î) 

N<os=-2:;22:  j  +  c»  c*  -  s)-  4  45  ^  -  3)  4  «71  «  ^^ 

+  C6(.-3)   H- ,3]  a* -g^;- 4  «^-^^3-, 
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i7 


NC»>=s-f 


wlaaf 


384 


[  8  (i  —  4)  *-h  78  (i  —  4)«+  a48  («  —  4)  H-  «56]  BO-O 
+  Cia(i-4)'+P7('-4)  +'56Ja^:2 


Soit  enfin 

R  =  N«)«x4  cos  [e*(/i'£  — n«-fi'— •)+5/i«-f-5«  — •— 4ni 
+  N(5)e'x<CQs  [t(/i't  —  /it^./—  f)  +  5/i<  +  5t  — •'— 4n]  , 


on  aura 


Termes  du  sixième  ordre. 


lO.  Soit 


R=  MCo)*»    COI  [»(n't 

—  n£  4-  •'  —  •)+  6/it  -+-  6t  — 

6»] 

-f-  M(Oe  V  cof  [i  (n'« 

—  nt  4.  »'  —  g)  4-  6/i£  4-  6f  — 

5»  — 

•n 

-f-  M(»)eV«co«  [«(n't 

_  „£  -+.  t'  —  g)  +  6/it  -f  Cl  — 

4-- 

a»'] 

4-  M(»)eV»co8  [i(n'« 

—  /!£  -f  •'  —  i)  -f  6/t«  -f  6«  — 

3.- 

3«'] 

-f-  M(<)e*e'4cot  [i(n'£ 

—  n«  -f  /  —  •)  -f  6/tr  4-  6f  — 

a»  — 

4-'] 

-f-  MOe^/»  cof  lUn't 

—  nr  -f  f'  —  •)  -h  6ii£  -f-  6«  — 

•  — 

W] 

4- M(«>e'«    coft[i(/i'* 

^  n«  -f  f'  —  •)  4-  6nt  +  6i  — 

6-^, 

on  anra 

MW=4 


m 


{ 


(6^i«  —  iioo«*  4-  8fi6of»  —  37935*»  )  . -^ 
+  48538i*—  393521)  / 


(1931*  ~  3880*4  4-i578oi»  —  3789o«*l     JACO 


} 


36334*  —  7776)  J   </a 

|4-  (340*4  —  37601*4  10735*» —  i58io«  4-6480)  a«  -j — 


^         \H-(i6oi'  — ^i330*»+  3330*  —  3160)  a*  ■  ,  ^ 
f4-(6o**—  3,5*4-360)  «4  Ë^ 
+  (  13*  -.3o)aS-^^  +  ««-3j^, 


I 
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i       64(i-<)«-  768(i-i)»-f-3i8o(t-i)^  î 
\-593o(i-i)i+iaa8(£-i)«+2i94(i-.i)  P' 
,   /      i9î(i— 1)«— i76o(î-i)4-f5o2o(î— i)»i      dAO-») 

f    a4o(i— 1)4— i6oo(i— i)s4-2775(i— i)»l    ,rf«A('-0| 
"*■  |_5ao(i— i)  —  875  /**      </a> 


M<0=- 


m' 


^^^^    J4-[i6o(i— 1)>—  7ao(î— i)»+66o(i-i)4-ioo]û»^î^^^l 
+  [  60(1 -i)»-  i6o(£-i>  +  5o]  fl4^!^^ 


MC)=     '^' 


M(*)! 


m' 


14- 


4-    61  (î— a)»— 7îia(î— a)»— 8a4(*— 2)    J^ 

igap— a)*— 64o(î— a)4-5©8(*— a)»  |    ^A<'~») 
^+1910(1* — a)*4-a9a(i— a)  —  640]  f        </a 
f      24o(/— a)4-.44oC»— a)î— 9i5(i— a)*l    ^d*A<i"'> 
(-f  «W(i— a)-f-35à                              J        Ai* 

^       1+  [160(1— a;î—i ao(i— a)*—  38o(i— a) + 80]  #»  ^\- 

f  </4A(»-*> 

^+[6o(f-a)«-    5(»-a)  -  56]  a*  2.^— ' 

r      /•      N^      n    c<^*A<<-«>  ,     .rf«A(i-0 
.[ia(i-a)-4.    a]af-__4,««— g_-, 

f        64(i-3)«+    96(£-3)«-53a(i-^)4l 
1—  64a(i— 3)»+  88o(i--^)«-f-7oa(i— 3)  j 
f       ï9a(i— 3)»+ 48o;î— 3)4-8o4(i— 3)n     dAJi-*) 
^■*"1— ai3o(i— 3)«4- a64(»— 3) -+-7oa  }  ^    da 
}      a4o(î— 3)4-h  7ao(i— 3)î— 345(1— 3)»1    ,d*A(»-0| 
I— ,35o(î— 3)  —  aa5  J  "*      da' 

^^*  \+  [,eo(î-3)»-f- 48o(i^)«+ioo(i-3)— afef  >'^^^^^^ j 
+  C  6o(i-3)*+  i5o(i-3)  4-  4a]  «<  ^^^f^ 
-é-t  ta(i-3)  +  18]  «»     ^,      +«•  -^^é     > 
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f      64(1-4)6^.  5.8:i-4)^^.Ix%(«-î)^  1 


-4)  — ifl48         s  "*     da 


-4-1*7 1  (i— 4)'""*^^' 

(  +a35o  (* — 4)* — aa2o(. 

I      140  (I— 4)4-4.,88o(i— 4)î4-4485(«-4)'  î    , <^«A(i-0| 

^»' \+[,6o(i-4}'+io8o(i-4)S^ioo:i- i>^^ 

I  r{4AO-4) 

f+[  6a(.-4)*^-  3o5(*-.4)  +  344]  "»  -5^- 

f  64(i-5}«-h    f,6o  i-5)'^H.  54Q0(i-5î  <  l 

|4-i5iio;i-5)'-MnM8(i-5;*-h  6«o(i-5)  f 
f         icp(i-5)5^.  a7aoCi-5)4^.i4ioo,i-5;n     <M(<"*) 
Tt+337io(i-5)«+34f>84(i-5:H.io97o  J  "*     c 


</a 


a4o(/-5)4-f  3o4<»(i-5)»+i3575(i-5;«l    ,//«A(H»)| 


M(»)=      *" 


f        a4o(/-5)4-f  3o4<»(i-5)»+i3575(i-5;«l    ^ 
'"*"l+!i5i8o(<-5;  +i5Ga5  j""'     da* 


u[  6o(i-5;«+  46a(i-5)  +  85o]  «4  ^^^^^ 

-K  iav'-5)  +  5o]  «»  —^^^  +  «•     j^6     ' 

(  64(i-6)<4.i  39a:<-6')«+iaoio(t-6)4 1 

<  +  5oi85(t-6)«+i  I7a38(i— G)»  >  A<<-6) 

l-f-ia56i6(t-6)  4-46656  J 

f  i9a(i-6)«-f.384o;i-6)4+a97oort-6)î  1     <fA('-«) 

|"'"l-4-iio3io(i-6)«4.i94g64(i-6)-4-ia9456     J  "     </« 
f  a4o(i-6)44.4aoo(«-6;>+a69a5(i-6)«î    ,c/«A(» 

1  +  7467o{*"^)  +75a4o  J         ^â" 

é/>AO-0 
+[i6o(/-6;ï+aa8o(i-6;«4-io66o(i-6}+i63ao]aï— j-j- 

+[  6o(/-6)«+  6i5(i-6)  +  i56o]  «4      ^^^ 
^.+[  ia(i-6)  4.  66]  a»      ^^,      •+-  ««  -3-r- 

La  première  différence  des  coefHciens  de  a*  ^^  est 
164  9  la  seconde  des  coefficlens  de  ^^-^rç  est  204    lu 


M<^=     '^' 


-«)' 


46080 
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troisième  des  coefEciens  de  £z'^-T7-  est  ig56,  la  qua- 
trième des  coefficiens  de  a'^-^  est  12792,  la  cinquième 

descoefficiens  dea^  est  46656;  enfin  la  sixième  des 

coefficiens  de  A  est  46656. 
Soit 

R  =  N(o)6<x«    cos  p  (n't  —  n«  4.  f'—  i)  H-  6nt  +  6f  —  4»  —  ail] 
-f  N(OcVx«cos  [i(n't  —  nt  +  #'—  •) -f  6»« 4- 6«  — •  3«  —  «'—ail] 
4-  N(*)c*e'*A*co8  [i  (»'«  —  w«  4-  •'—  •)  -+-  6««  +  6i  —  a»  --a«'—  ail] 
4-  N0)e<ï'3x*  cos  [i(/i'«  —  ut  4-  •'—  •)  4-6/i«  4-6f—   •— 3»'— an] 
4-  NCOe'^x*   cos  [i{nU  —  /it  +  »'—  f)  4-6n«4-6i  — 4«'— ail]. 


on  aura 


f       ,6(i-i)4-,5a(*-i)»4475(i-i)*l  ^ 
l-5a8(/-i)  4-135  J°' 


m'«a'  K  [3a(*-i)'-  ai6(i-i)«4.  4ie(i-i)-aoo]  a  ^^ 

^^*^--"*"  3SS7'(      ^  , ..      .  r      ^_l.     T    ,  ^^B(^-) 

1+  [a4(i— i)*—  ioa(i— i)  4-90]  «•  — d^r~ 

+  [  8(1-0  -  ,6]  a» -^r^^  4.  a4  ___, 

r      ,6{*-a)4-.  5a(£-a)»-5o{*-a)«  1  ^ 
l4-io8(«— a)  — i3o  J 

m'aa'  J+[3a(i-a)»-6o(i-a)*-a8o(i-a)+488]  «^^^ 


3VC»)=. 


NC)=-f 


'768    \  </*B(<-*) 

'         ]+ 1>4  (i-  »)*-  69{«"  -  «)  +  66  ]  a'  i^ji 

+ 1  8  (—a)  -  a]  «• -^^^j- +  «4  _2__, 

l — 180(1  —  3)  4-193  I 

:aa'  l+[3a(i-3)»4-96(î-3)«-4o(i-3)4-a4]«  ''^^'"'^ 


U  c,4(i  _ 3). 4-6o(i  -3)]  «•  îî-^ 

.+ 1  «(»  -  3)  +  •»  1  «' -5sr- +  «< -5^7-' 


K(')=- 


rnaa' 
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S     i6(i-4)^+'48('-4)'^-4'8(«-4)M  B(*-4) 

[+  [3a(iH)'+a5a:iH>+  53a(«-4)4- 4»o]  «  -5^ 


768  '\  d*W-0 

+  [  8(1-4) +  ^]«»^4r7^-»-«^ 


c/a3         '  da^ 


f  ,6.-5)4+  a48(*-5)»+i4ii(i-5)n 

î-#- 348o(ir-5) -|-3ia5  j ''^ 

m'aa'  1+[3a(i-.5;i+  4o8(i-5)*+i7ia(*-5)  +  ii36o]  a  ^^^ 

3o6a   \  J«R(«-5) 

^l+[24(i-5)M-  aaa(i-5)  -f  5io]  «•  ^"^, 

-i_r  ftr    ^.i_'-i     .  ^^B(i-»>    .      .r/4BCi-0 
+[  8(c-5;  -f  :,o]  as  -^^  -f  a4  -^^^. 

Soit  enfin 

R  =  lV(5)c*x4  cof  [i  (n't  —  nr  -f  •'  —  •)  -f  4n£  4. 4f  —  a»  —  411] 
-f-  N(«)cc'x4cos  [i  (n'£  —  ni  -h  •'  —  t)  -f-  4/ir  +  4f  —  •  —  «'  —  4n] 
-4-K(7)c'»\4cof  [i(n'£  —  ««  -f  1'—  t)  +  4n<  +  4i— a»'— 4n], 

on  aura 

^^=^7^^-  {  ^<''-  ^  "*"  ^^  ^^    '^-^  W'  -' «'^      da        '  ^'-5;^}  ' 
SC«)=^-^^^ 1  C4('-i)'-i4(-->)—  8]CC*-»)+[4(i-i)-  6]a— H1--5J7— ^r 

N(r>=52^j[4(c..).+,7(/..)+,8]W-4)+H(^ 
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Termes  dépendans  du  carré  et  des  puissances  supé- 

Heures  des  excentricités  et  des  inclinaisons ^  qui 

peuvent  être  ramenés  à  la  mêm^e  forme  que  les 

termes  dépendans  des  puissances  dun  ordre  moins 

'     élevé  de  ces  deux  élémens. 

Termes  du  deuxième  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités, 

11.  Soit 

R  =r  MW  cof  p  {nft  —  nt  -f-  •'  —  •)  -f  »'  —  •] 
-f-  M(0  C08  [t  \n't  '■^  nt  -h  t  —  •)]  , 

on  aura ,  n*  8 1 ,  livre  II , 

_,..       mfee^     fr//.  .    x.      /•  .    %ni/._i-x          <iAC*"#-')  </«A(«+0> 

M<o)=  -j-  .  /[4(i+i)"— îi(i+i)]A<»"^0— aa — ^ ^fla___^, 

£  pouvant  prendre ,  comme  dans  les  formules  précé- 
dentes ,  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  néga- 
tives, y  compris  zéro. 

Termes  du  troisième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux 

du  premier  ordre, 

12.  Soit 

R  =5  M<®)  C08  [i(n't  —  /it  -I-  f'  —  •)  -f  /i£  -f  •  4-  »'  —  a»] 
4-  M(0  C08  p(n'«  —  /it  -+-  i'  —  •)  -h  nt  4-  •  —  •] 
4-  M<«)  cos  [i{n't  —  »«  -h  i'  —  f)  4-  »«  4-  •  —  •'] 
4-  M<»)  cos  [«(n'«  —  /!«  -f  /  —  •)  +  /it  4-  •  —  2«   +  «3 , 

o^  aura 

![-  8(i  4-  0' 4- 14 («  -f-  !)•  -  5  (*  H-  I)]  AC'+O 
[-4(i4-i)-+7(»+i)-4]a^^ 
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(8.1  ^  loi»  4-  M)  A<i>  H-  (4*»  —  7»  4-  3)  «î*^^*^ 


da 


«•  ; —    a}  — r— ,— < 

da*  da^     ' 


i6i>A<0-f(8«-  — 8i-4)«  -M.^--(4,+8)4i«  ''*^^*^ 


—  aa* 


d»A(0 


^.e.^l-ti6(i-i)»4^iM)']A0-0.DÎ(iM)«.8(i-i)-^a— 1'^ 


4 


^H-[  4(^-  0  4-  10]  a*  -—-.4-  M'-^-ï— , 

i-f.  [8(i  —  a)»  -f- 18(»  —  a)«  -f  8  («  —  a)]  A(i— ) 
+  [4(£-,)._(£-a)-,o]fl^^^ 
-[a(c-a)+8]««-^^-j «'-5îi— 

Nous  omettrons  les  termes  de  même  forme  qui  dé- 
pendent des  inclinaisons ,  parce  qu'il  n'en  peut  résul- 
ter,  dans  les  applications,  que  des  quantités  insensibleSr, 
Il  en  sera  de  même  dans  toule  cette  partie  du  déve- 
Idppement  de  la  fonction  R  jusqu'aux  termes  du  cin- 
quième ordre  y  qui  demandent  une  attention  particu- 
lière ,  à  cause  de  leur  importance  dans  la  théorie  de 
Jiipiter  et  Saturne. 

Termeê  du  quatrième  ordre  qui  ont  même  argument  que  les 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

i3.  Soit 

R  =  M<»)  COI  [i  (n't  —  nf  H-  1'  —  f)  4.  î,'  —  a.] 
4-  M(')  cof  [i  \n't  —  nt  4-  f'  —  f)  +  »'  —  »] 
4-  M<»)  COI  [«■  {n't  —  n£  4-  •'  —  •)]  , 


44 

/  on  aura 


MC)= 


64 
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[    i6(î4-a)<-56(î-ha)»-f6i(i+a;»-ao(i4'a)]AC«+«) 

<fA('-«-») 


i-+-[—  8(i+2)*+i8(i-f  a)+  aja' 


d«A<»-»-) 


da^ 


4-  8a* 1^ h  û* 


<;a3 


<;a4 


4 


33 


M(0: 


[-i6(i+i)4+28(i+t)»-i4(«+i)*+2(»+0]A<'+0^ 
l+[    i2(î+i)«-i8(i+i)+6]  a  ^j— 

[-.i6(i+i)4^^8(i+i)3-io(i+i)»4-a(î4-i)]A(»"^') 

^ACi+0 


m'ee^ 


33 


[    ao(i4-i)»— x8(i+i)—  6]  a 
[     8(i4-i)«-9('+0— aO«* 


<£a 
d'A<i-<-0 
da*j 


.diAii-*")         ,rf4A(«+») 


da» 


dai 


M(»>z=:{'h 


^     {     (.6i4-^c),-.)ACO-8i..^^ 

«^«'4  5     ^'^**  ""  "7*' ^"^^'^  -  ( a4*'  -  ^4) « ^ 

(-(8i.-36)a-^—  +  i3as  -—+«4-3^-, 


"f 


w'eV» 


i6i4AC»)  —  (i6*«  —  4)a 


<JA^O 
da 
diA(i) 


^- (&.  -  ,4)«» -5j;« +8a» -5.— +  «i -jg^. 


il*)^ 


1I<^>: 


19a 


+ 


mt/^e^ 


w 


V» 


me 
384 
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r      i6(i-f-i)»-i36(i+t)4+i88(i-f.i)*  1  > 

l-io8(i+i)-+jia(iH.i)  /"*'       ^ 

f      i6(i  -|.i)4-^i-f  i)>+ia4(i+i)«  )  rfA(i-*-0 
l — io3(i-|-i) -Ma                                I  da 

4-[-i6(*-f-i)»+3o(i4-i)«+5(f+i)-ao>«  ^-^^ 


rf4AC'+')    .     .d5A<«+0 


£/aS 


4 


l-87(î-M)-+i5(»4-i)  J 

f      48(i-M)4-.aiG(i4-i)'+a55(i-fi)*l    rfA(«+0 
^"^l+87(*H-0-37  Ca^+0 

4-[-48(i+i)3+.ia(i+i)>+a46(i+i)-«a5]a«-^-'' 
1  <i»A(»"#-0 

,+£   6(1+1)^  4^]  «<~^, ^""'-d^^' 

l     3a»*  —  8oi4  4.  a6iï  4.  jai»  4,  loi]  A(0 
4.  [     ,6i4  4-  4oi3  -f.  3^1.  «.  ,8t  -h  5]  a  ^^ 

l-f.  [_  ,6i3  4-  lai*  +  Si  —  4]  a»  ^^^^ 

|4-[-3i--i4^-6]«»^^-^ 

.H-.C     a*  4-   4].4__4as__. 

[—  3at5  4-  4oi4  —  8*3]  A(0 
4  [—  ,6£4  4. 44iJ  —  a4i»  -  ,oî  4-  6]  a  ^^ 


"Sf 


|4£     81» -  19*  -  ai]  «î  ..^j^j- 
^+  C—  ai  — '  10]  a4  ^-.-^ flS 


<2a4 
t—  3»i»  4  34ÎÎ]  A(i) 


da^ 


A-  [—  l6î4 4-  48i3  4  4iî.  —  48«  —  lao]  a 


dA{i> 
da 


j^m'ee'i  1+  [     i6i^  +  4oi«  —  711  —  a4o]  a' 
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rfU(0 


da* 


[4  [     8i*  —  a4i—  lao]  a- 

,4[-3.  -ao]a4-_ «5.^^, 


,to»^* 


ttlQ^ 


\ 


*l^^-'^* 


yeti^'"»' 


-W«j' 


^aci-»")*-*- 


ioi>- 


•»V 


.4»i* 


dA 


^^■W-^* 


.«f» 


^W' 


on* 


cinî"* 


>r**«'**,ror*« 


^^''^P--^' 


otv 


^<f'> 


M0)=> 
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—  [i6(*  ^  a)H-  36(* — 2)î  -f  i6{i  —  îi)»]  A(«-  •) 

J  —  [i6{i  —  a)'4"  i6(i  —  a)* —  a6(i  —  a)  —  ao] a      ,  i  ■■  ' 
"^^       ]  +  [t»5(f  -  a)  +  34]  «•      j^-, 

— [ï6(i— a)4-H76(i— a)'+iia(i-a)«-f^a{i-a)4.i6]A<«-»)^ 
l_[,6(i— a)34-18(i-a)»4-  io(i— a)-3a]a  ^^ÏI? 

^       ^  4-[a7(«— a)  -f-6o]a«  — g^^j — 

^|;,6(ê—3)4-|^(ê-3)î4.,3o(i— 3)»+54(i  —  3)]  AO-') 

,  ^,      J+[i60-*)'-h48(^3)«-  i4(i-3)  -  78]  a  ^J^ 
mec*     I  "" 

-î  96        ^H;33(i-3)+8i]a»-£-^' 

-[  4(*-3)  + 18]  «3  -^-5 «4  -ÂiT- 

Termes  du  cinquième  ordre  qui  ont  même  argument  que  ceux 

du  premier  ordre, 

i5.  Soit 

R  8  M(«»)  C08  \i{n't  —  nt  4-  •'  —  •)  H-  nt  4-  •  -f.  a*'  —  3«] 
4.  M<0  C08  li{nft  -.  n<  +  /  —  •)  -f.  nf  4-  •  H-    •'  —  a»] 
4-  M(»)  CO8  [i  Inft  —  n«  +  /  —  i)  4-  w«  4-  •  —    •] 
4.  MO)  cos  [i{n't  —  nt  4-  /  —  f)  4-  nf  4-  »  ^    »'] 

4.  MC<)  C08  [i  (/i'«  —  n«  4-  /  —  •)  4-  w«  4-  •  —  W  4-    •] 
4.  M(5)  C08  liipft  -^  ««  4-  •'  —  •)  4-  »«  +  •  —  3»'  4-  2«i], 

on  aura 

f -  3a(i4-  a)*+i9a(i  4-  a)4-.4o6(i  4-  3)'  K  «+.>> 
l+354(£^.a)*-io4(i4-2)  J^' 

J—  i6(i4-a)4+  96(i4-a)»— 79(*+a)*l    ^A(i+0 
l— ia9(t4-a)  —  90  y        da 

'^^^="'"S^  \+I^'^^  +  a)34^i+a)«-344(i+a)+36]a«^^'^ 

'4-[3a(i  4-  2)«-9C(i+a)-(-a3]aî    ^^^ 
<-t  a(i  +  a)  +  6]a4— j-j «*  ^l^— ' 


I« 


19a 


mV>tf> 


m  e 


'-5 


3^4 
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f      ,6(i+i)'-i36(i+f)H.,88(*4.i)»  K.,^..> 
|-,o8(i^i)«4-tX*+i)  J 

f       i6(i  -t.i)4-4)8{iH-i)>-Ma4(i+i)«  )     c/A(i-»-0 
"^t  —1  oa(i  4-1)  -f-3Q  I  ^       Ja 

4-C-i6(*-f-i)ï-f  3o(i+î)*+5(/+i)-3o]fl«  ^^^^ 
î      48(i -f.i)4— aiG(«-f-i)»-f-«55(i+0*  1    «^^(«+0 

i+«7(«+i)-37  r 


f-f  [-îi4(«+t)*-f^(«4-i)  -- 177]  «•    ■  j^, 

£     3ai*  —  8oi4  +  a6iî  +  lai*  -*-  loi]  A(0 
+  [     i6i4  4-  4oi^  +  371*  —  i8«  4-  5]  a  ''^^'^ 


[4,  [_  ,6iî  -f.  iQi»  4. 8i  —  4]  fl«  ~^ 
4-  [ —  oi*  —  i4ï  —  oj  fl* 


ifa 


,4-[     ai  +   4]«^ 


4 


[— 3aj5  4.4014  — 8i»]  A  CO 
-#.  [—  ,6«4  4.  44i»  _  ^i%  -.  ,oi  4-  6]  a  ^—^^ 

J  <f*A(0 

m^gV»  /+  [     i6i*  4- 14**  —  3«]  «• 


64 


|-*-C     81»  -  191  -  ai]  «î -^— 
^4.  [ —  ai  —  loj  a*  — î— : tf* 


<2a4 
C—  3ii»  4-  34iî]  K(S} 


da^ 


.4.  [—  16144.  48i3  4.  4u-.  _  481  —  lao]  a 


€/A(0 


.rn'ee'^  /4-  [     i6iî  4-  4oi«  —  711  —  a4o]  a» 


138 


]-h  [     8i»  —  24**^  lao]  fl 

,4-C-a.  -ao]«4-^_-.«5^_ 
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,6(i— 1)44.104(1^1)»— i55(i—i)*|   rfA(i-0 

da 
mV*    y      -      --       '    •  ,      ^  '    €i»A(»-0 

■384-  \+[     i6(i-i)î-84(i-i)«-a78(i.i)+a6îi]a.-^-^ 

V[-  8(i-.i)«-46(«-0  -4.î3o]fl3^î^^ 


i;—3a(i— 1)54.56(1— i)«—ao(i—i)>-f4(«-i)']A('-0, 
f     i6(i-i)44-ao(i— i)î— 64(i— i)»l     </A('"') 

MC»)=(  .  mWî  /-4-  [    i6(i— i)ï— 58(i-i)«-ii(i-i)-f^]a*-^^^'  ' 

U  L-  8(i-i)»-i3(£-i)  +6.]  a3  -£^' 

+  [^  a(i-i)  +i5]  a4  —-^.^  4.  «»  -^^.^ 

[-.3a(*— i)*4-i6(i— i)<+i8(t— i)'-79(i-i)»]A(i-0, 
4-[    ,6(i_i)44-i6(i-i)'— !i5(i-i)«]a^^Il^ 

w/gV  7-f[    i6(£-i)î-3a(i— 1)«]  «• -:^^^ 

128     \  dïA(»-0 

)+[-  8(i-i)«-  8(i-i)]a3  -^L_: 


r-  i6(î-a)*-i52(i-2)4-M4(t-a)n^^._,j 
l— ia4(«— 2)*—  32(t— a)  j 


M(0=i 


f—  ,6(i— 2)4—    4(i— 2)î+i4o(i—2)*l     </A(»-») 
l+i36(t— 2)  — 16^  J**     da^ 

[4-  ^[^•\+  [    i6(i— 2)3+i02(i-2)>+76(î-a)-i52]a'-^-' 
f^.[      8(i-2)»-    7(.-.a)-io8]aîi^5-l 

f-  95(e-2)*-336(i-2)4-39o(«-2)3  K  ^._.j 

j-174(i-2)«-24l(l-2)  J 

f-.  48(i— a)4—  24(z— a)'+2a5(i— a)*  1      </A(»-«) 

■f2^.< +[    48(*-^)'+a28(i-2)>-498&-^)+M4]«*-:5^ 

1  J»A(*-») 

'+[    24(i— a)»—    6(t— a)4io5]  a»      ^^^ 

if4A(i-a)  d^AC»-*) 

,+t_  C(._,)  +  33]  a*  -û_-  +  3a>  -^-i-. 
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MW  = 


ri-389(i-3)  -1 


f      32(1^3,»+  îio8(i-3)<  +  4:o('-3)^  î  V 

l+i33(/-3)«-f.î35(/-3)  j^'  ] 

,6(i— 3)4-f.   3u(i— 3)'—  ii3(i— 3)-i   ^AC<j') 

56  I       </tf 

38^-/+[-'^'-3)^-fîy,(i-3).-3:6(i-3)-3]«--^, 
l4.|;-.3.(i-.3)'-  C40-3)  +  8i]  «»  ^jr" 
.-f-[      ^('-3)!  4-  9J  «  ^  ^ V-  +  «»  tJL^-J. 


Ja^ 


da* 


T'erm-^s  du  cinquième  ordre  qui  ont  mêmes  argumens  que 

ceux  du  troisième  ordre. 


l6.  Soit 


R  = 

MO 

eus 

{i  [n't 

nt  -h 

•' 

4- 

M(-) 

cos 

['("'« 

— 

nt  -h 

* 
• 

4- 

MCO 

C08 

[i(n'£ 

— 

n£  -f- 

.' 

4- 

M(») 

cot 

li(nft 

— 

nt  -f- 

/ 

-+• 

M(0 

cot 

li{n't 

— 

/i£  -4- 

•' 

4- 

MO) 

cos 

Li(/i'i 

— 

nt  -f- 

•' 

on  aura 

•)  4-  3/ic  4-  3i 
•)  -f-  Znt  -h  3t 
•)  +  3/i£  +  3i 
•)  +  3/i£  +  3i 
,)  -j-  3/i£  -4-  3i 
•)  +  Znt  -f-  3i 


•'  —  4«] 

3»] 

20»' —  a»] 

3«T 

4-'4--]- 


M(*)  = 


m 


V4c' 


768 


i-f^X'+O*— ao6(«-f.i)  /^ 

i—  48(i-|-i)4-fa8o;:i-f.O'— 5i5(i+i)«)    //AO'-^O 

i-»-394(i+i)  —128  /*'      <irt 


-f-L+  8Ci-+-i)*-aa(i4.i)]aï 


//»A<»-*-0 


</a) 


,+[+6(i4-i)—  7]a4 


JMC»-»-') 


</^A0-»-') 


Tome  IIL 


5o 
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m^ 
-d»' 


M(0=^ 


19a 


MC*)=^ 


[-.  3!ii«^-a4oi4— 6141»+  648*«—  i58i]A(0 
+[—  48/4^- 28oi>—  549i«4-  4601  —  i35]  a  -^^ 

l-f  [—  ,6i3-f-  84i«—  1601  ^  108]  fl«  -^^ 


+[       8i«—     6i  —  18]  ai 


d»A(0 


^r       f       Al    .  ^^A(0  ,     ,  if»A(») 


[      3!li« 

-f  t    48<* 
19a 


dA(i) 


te8i»  +    36t«]a 

4ai«  -f-   461  ]fl* 


da 

d'A(0 
da* 


M-  [—  8/«  —  91  -f-  i5]  «• 


rfîA(2 


,-f-[-6i    - 


2]  «♦  — 7—: a' 


<2a4 


</fl5 


,-3a(i-.)'4-îo4(i-.i)4-68(i-i)^  . 

l-ao(/-i)«-h  aa(i-i)  i"^ 

C— 4?(e-,)44-i.24(;— ,)î-6o(i--i)»  1     ^A(»-') 
l"*"l-.3«(^i— ,)  ^-  3a  X^      ^a 

+[-»6.i~i)*-+-66(/-i)'--430-i)-îïo]a>^^[r'^ 
'-hC      8(«-i)*+a5(/~i)  -n]  fl'  — '^ 


4-[     6(i-i)  +  5]«4 


<i4AC»-') 
da* 


da^ 
d«AO— ) 


Jas 


j_3a(/— ,)5-i6(i— i)4+5o(/— 1)5 
l;+ai(i-i)'+  5(i— i) 


|a(— > 

f  — 48(i-i)i-.3j(i— i)>+43(i— i)M     r/A(i-0 


■+~^--{  +[-i6(i-i)3+!i4(i-i)»+4o(/-i)-i5J  a« 


da 
d»A(i-0 
da' 


'+[      8(«-i)«4-4o(*-  »)  -4-2»]  «^ 


k+C      o(i~i)  -f-Ti]a4 7— — -h«* 


f/rt* 


</fl» 
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Si 


199 


4a(*^^)44.iW(t-»)»-|-a5i(i 


'l^i46(i-»)  -f-  3a 


■)■}, 


dAO-«) 


f^C-  H(*-a) 


^i(«-<i)—io8]«»      J^3 


<ic4 


iia< 


t     48(i— a)4-f-3a(r— »)»— 9i(£--a)«l     <fA(<~0 
^t-i9(i-a) -f3o  f*     da 

|-f.|;-.  8(1— a)«— 56(i-a)  -  45]  a» 


^-K-6(^a)-.41-^^  — 


J«A<*-»> 


f        3i(i-3)»^88(<-3)4+9a6(i-3)>  î 

\ 4.,3i7(»— 3)«-h858(i— 3)  -f-  ^43  I 

t        48(i-.3)4+344(/-VH^4i(^-3)*  K^A<^ï 

14-  416(1—3;  —  93  f       da     i 


-K    i6(i— 3}ï+  ia(i-3)«— 3a6(i-3)-6i8]fl» 


//•AC'-')^ 


^ 


-f-L-  8:.-3)^ioa(i-3)  -  Ti6]  a»  1^^-— 

_L.r        /;/       rix                1     ,  r/4A0-^^  -  rf»AO-M 

•H—  6(«— 3)  —  ^]  a*  — T-. a* 


<lr«4 


«^< 


^  •ioS(i— 3)»  I 

r—  48(,_3)4-i88(i-3)»-  g6(i-3)M  ^A*^) 
'  t  -Ka32(«— 3)  -f- 1 56  f  •*     <Ai 

+[- 16(<— 3)»-h3o(/— 3)»^34»5(/.3H-3»i]tf  »*'*^^*"*^ 


-K     8(i-3)M^(i-3)-f-i53 ]  tf  3  îî-^^v- 
-+•[      6(1—3}  -♦- 13  ]  «4  — -_-^  4.  flf 


i/a4 


da* 


4.. 
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i        48(1— 4)H344(r-Hf)>-Mîîî(i— 4)«>    dAJi'*) 
"l— 20!i(t-.4)— 824  f*'   ila 

MW=   —_./+£    i6(H)î-  ia(i-4)--536(i-4)-»oa4]«*-^- 

f+C-  8(,.4).-„8(«-4)  -3ia]  a»  -^^ 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans  du 
carre  des  inclinaisons ,  on  a  n*  3 

E  = g—  x*2B(»-0  cof  I (/i'£  —  nt  4.  /—  f) 

+  — ^  X»2B(»-0  cof  [i(/i'«  —  «t  -f  /  —  g)  +  an«  4-  a«  —  an  J» 

Le  premier  de  ces  termes  peut  s'écrire  ainsi 


X»    mf 


^^.Z.  aoTî.  (B(i-')-f-  B(«+  'XJ  C06  i  (n't  —  n«  -f  •'—  •), 

/  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  entières  po-* 
sitives  et  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  Ton  compare  cette  expression  à   la   fonction 

—  ^PS^  cos  i  {rît —  nf  +  é'  —  é) ,  et  qu'en  n'ayant 

égard  qu'aux  termes  que  nous  considérons,  on  sup^ 
pose 

R  =  N<«)eîx«    cof  [«  (ji't  —  Ht  -^  f'  —  .)  -f-  3/if  ^  3t  —  3»] 
-f.  N(Oc«tfVcoi  [r(/i'«  —  ni  -f-  i '  —  i )  -»-  3/7t  -4-  3i  —  a»  —  «'] 
+  NCOcc^'x*  CO8  [i(/i't  —  w£  -f-  •'  —  •)  +  3/it  -h  3i  —    •  —  a»'] 
+  N<»)«'»x»  cos  [i(/i'f  —  nt  -f.  f'  —  t)  -h  3/i£  -4.  3t  —  3»']. 

on  verra  que  pour  obtenir  les  valeurs  des  quantités 
N(o),  N(«),  N^o^  Ncs)^  il  suffit  de  substituer  B^'-'^+BC^-^'> 
à  la  place  de  A^*^  dans  les  valeurs  des  quantités  M^^^ 
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W\  M^*^  M<^\  du  n°  7 ,  après  les  avoir  multipliées 

respectivement  par  —  g.  On  trouve  ainsi 

+(.a.-  -  i5.  -  3)  Q«-jr""^''"3r"; 

{  8(i— 1)»+  6(£-.i)«-6(i-i)-4]  (B«-)+  B(0) 
t  8(i— îi)»+3o(«— a)«-^33(i— a)-f-io]  (B(<-»)-f  B(<->) 


fn'aa' 


,,8    ^+C  «(.-2)  +.1]  [a-  _-_  +  «•  -5^7-; 

[  8{«— 3)»-f-54(t-3)«+i  16(1—3)4-78]  (B(i-0+B(*— )) 
-Kii(.-3)»+63(i-3)  +  8.]  {^——^a  -g^j 

+[  6{*-3)  +18]  \a--j^^  +a.  -gjr- j 


/  .«l»B<i-4)         .rf>B<<-»)\ 


La  partie 


•f.  —g—  x*2B<'-«)  coê  [i(it'l -*  ii<  -f-  /—  •)  -f.  a/it  +  ai  —  an  J 

de  la  fonction  R  peut  se  développer  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n*  7  ;  et  si  en  n'ayant  égard  qu'aux  ter- 
mes que  nous  considérons  on  suppose 


«4 

R  s=  W(<)  t(M  [i<T/f  —  nt  +  V 
-f.  ]N(5)  C08  [i  [n't  —  n*  -f.  «' 
-^  3S(6)  C08  [i  {n't  —  nt  4-  t' 
-f-  WC7)  cos  [i  (r/^  —  n«  -h  «' 
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t)  4-  Jnf  -h  3i 

«)  -h  3/i«  -h  3t 

«)  +  5/it  •+•  3t 

«)  +  3#if  -f-  3t 


0»  4-  «^  —  ail] 
M  —  ail] 
a/— an] 

afl/-4-  fl»  —  aîl]. 


on  trouvera 

l^i  +i)3_-  4^,(1  -hi)«+  6(i(i  H-i)—  33  ]  B(0 


ia8 


I 


(8tî  —  54i*  ■+•  ii5i  —  75)B(»-0 

_^£»X«    14.(41.   -   27i      -4-  37)  il  ^^ 


r—  (ît    4-  i)a= 


t«C5)=+m'«rt'.. 


rfa» 


€/«' 


(81 5  —  iai«  —  4i  4-  6)B(i-0 
ee»x»l4-  (4t-  —    8i    4-  6)«^^^^ 


—  fai    4-3)  a' 


J«B('-0 


—  a» 


i/tf' 


N(6)=-///ûa.. 


|;8(t  — i)3+,8(i  — 1)>4-4(«  — i)  —  6]B(«— ) 

«/BO-») 

'^^  ^  ,.       ,         ,       rf«B<i->)        ,  c/3B(i-») 

[;8(i_i)»-a4(i— i)«-4(i— i)  4-  a8]  B(i-») 
^ej£V)4-(4(^0*-^4('-0  +a]«^^ 

^^   ^      ,  ^.       .     .    o-,        ^*B(i->)  ,  €/'B(i— ) 

[8(£  —  a)34-  6(c  —  a)*—  45(i  —  a)  —  5o]  BO-') 
NC)=4.mW.îl^^-*-M(*^^)  ->i(i-^)  -58]a-.3j- 

ir  N^R-l      .  ^'B(i-3)  ^  d»B<i-3) 


ia8 


En  a'ayant  égard  parmi  les  termes  dépendans  de 
la  quatrième  puissance  des  indi saisons  qu'à  ceux  qui 
peuvent  dooner  par  leur  dévelop^mcfat  des  termes 
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de  l'espèce  de  ceax  dont  nous  nous  occapoos ,  on  a 

Cette  fonction  étant  développée,  en  s'arrétant  aux 
premières  puissances  des  excentricités,  donnera 

R  =  ]N(«)  C08  [£*(«£  —  m  -f.  t'  —  f)  -f.  3/i£  -f  3i  -h  •  —  4n] 
-+-  K(»>.cos  lUn't  —  «£  -f  t'  —  •)  4-  3«£  ^  3i  +  »'—  ^ït], 

en  supposant 

En  réunissant  les  parties  de  la  valeur  de  R  que  nous 
venons  de  détermiuer  à  celles  qui  dépendent  simple- 
nieut  des  excentricités ,  oti  aura  tous  les  ternies  de 
cette  fonction  du  cinquième  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qui  ont  la  même  forme  que  les 
termes  dépendons  des  troisièmes  puissances  de  ces 
deux  élémens.  Nous  avons  développé  ces  termes 
dans  toute  leur  étendue ,  à  cause  de  leur  utilité 
dans  la  théorie  de  Jupiter  et  Saturne. 

Dans  toutes  les  formules  précédentes  la  lettre  i  doit 
s^étendre  à  toutes  les  valeurs  entières  positives  et  né- 
gatives, y  compris  zéro;  en  rassemblant  ensuite  les 
différentes  parties  que  nous  venons  de  calculer,  on 
aura  l'expression  du  développement  de  la  fonction  R 
porté  jusqu'aux  termes  du  sixième  ordre,  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  des  orbites 
des  deux  planètes  m  et  m'  dont  on  a  considéré  lac- 
tien  réciproque. 
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1 7.  Nous  nous  sommes  étendu  sur  le  développement 
de  la  fonction  R  en  série,  parce  qu'une  fois  que  ce  dé- 
veloppement est  effectué,  la  détermination  des  inéga- 
lités planétaires  ne  présente  plus  guère  dautres  diffi- 
cultés que  celles  qui  résultent  dé  la  longueur  des 
calculs.  En  effet,  par  la  seule  différentiation  des  dîffé- 
rens  termes  de  ce  développement  on  obtiendra  le 
terme  correspondant  de  chacun  des  élémens  de  l'or- 
bite de  m  ;  et  en  substituant  ensuite  ces  élémens  dans 
les  formules  du  mouvement  elliptique  on  obtiendra 
des  formules  qui  s'appliqueront  au  mouvement  trou- 
blé. On  aura  donc  ainsi  un  procédé  simple  et  direct 
pour  déterminer  dans  chaque  cas  toutes  les  inégalités 
sensibles  d'une  planète,  de  quelque  ordre  quelles 
puissent  être  relativement  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

Soit  par  exemple 

mfk  cas  [i  {n't  —  rit  -f-  «'  —  ,)  -f.  //,/  -f-  /,  -./»  — /»'  —  ^fu  ] 

l'un  quelconque  des  termes  du  développement  de  R , 
le  terme  correspondant  de  la  variation  du  grand 
axe  sera 

i  {n  —  n)  -h  in 

le  terme  correspondant  du  mouvement  moyen  sera 

[i  (rt  —  n)  -i-  Inj  » 

le  terme  correspondant  de  l'époque. 


siu  [ï  (nU  -  /2«  -I-  f'-  •)  +  int  +  /«  ->  -/V  -  2/"n]  ; 
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le  terme  correspondant  de  l'excentricité  sera 

m' an  \/T^*  [/-<-(<•  — 0  (i— V^T^^^Q]  ^ 
«[i(/i'— /i)-4-//i] 

coc  [i<V£  —  »c  -4-  •'  —  «)  -f-  Int  +  /f  — /•  — /V  —  «rn]  , 

et  le  terme  correspondant  de  la  longitude  du  pé- 
rihélie , 


cLi(/i  — #i)-f-//ij  ae 

Enfin  y  en  vertu  des  formules  données  n*  4  y  ^^  terme 
correspondant  de  p  sera 

et  le  terme  correspondant  de  9 , 

^— \r  -H  (i  -  /  +/)  .in»  1  v] 

co«  [i  («'£  —  /!£ -f- f' -  f)  4- /n« -h /«-/- —/V  -  afn  ]. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  rela- 
tives au  mouvement  elliptique  de  m,  on  aura  les 
inégalités  correspondantes  introduites  dans  ces  ex- 
pressions par  Taction  de  la  planète  perturbatrice  ni . 

lia  partie  séculaire  des  variations  des  élémens  du 
mouvement  elliptique  dépend  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R  que  nous  avons  désignée  par  F 
dans  le  n^  4^  du  livre  II ,  et  dont  nous  avons 
donné  l'expression  développée  jusqu'aux  termes  de 
l'ordre  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons. Il  est  facile,  d'après  ce  qui  précède,  d'avoir 
l'expression  de  cette  quantité  exacte  jusqu'aux  termes 
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du  quatrième  ordre  par  rapport  aox  mêmes  élémens. 
En  effet,  il  suffira  de  ùâre  i=,o  dans  Texpression 
du  développement  de  R  ,  et  de  n'avoir  égard  qu'aux 
termes  non  périodiques  qui  résulteront  de  cette  sup- 
position. Ces  termes  seront  évidemment  ceux  qui 
proviennent,  i®«  de  la  partie  indépendante  des  ex« 
centricités  et  des  inclinaisons,  2**.  de  la  partie  dé- 
pendante de  la  deuxième  et  de  la  quatrième  puis- 
sance de  ces  mêmes  quantités,  qui  a  mêmes  argu* 
mens  que  les  termes  indépendans  des  excentricités  et 
des  inclinaisons.  On  aura  ainsi 

^    3a     V         €la         -^       da*  i/a*  4  da*    J 

m'e*(f*  r    dA^y      7       J«A(»)  ,  z/'AC»)   .   1     ,  rf<A(*»)\ 


+ 
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e«/.       ./*A(«)  .  ^   ,r/iA(»)  .      ,   a<A<ON 


c/«A(«) 

r«   —         — 

da* 


4^n/escM(//-^\  dsAO)        ,d*AO) 


/B(«)      I     "rf'BW  .       rfB(') 


'); 


da         4        ^*  ^ 
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La  quantité  mF  doit  être  la  même  pour  la  planète  m 
et  la  planète  wl ^  puisque ,  d'après  ce  que  nous  avons 
vu  n"*  60^  la  dernière  portion  de  la  fonction 

ne  produit  aucun  terme  constant  dans  la  fonction  R, 
n  est  facile  de  s'assurer^  en  effet,  que  la  fonction  mFsa» 
lisfaît  à  cette  condition ,  et  qu'elle  demeurera  la  même 
lorsqu'on  y  changera  tout  ce  qui  se  rapporte  \  m  ^n 
ce  qui  se  rapporte  à  m',  et  réciproquement. 

La  valeur  précédente  de  F  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  formules  du  n®  4^  du  livre  II, 
ponr  avoir  les  expressions  des  variations  séculaires 
des  élémens  de  lorbite  elliptique ,  étendues  jus- 
qu  aux  quatrièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
iqdiQaisons. 
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CHAPITRE  IL 


Formules  générales  pour  le  calcul  numérique  des 
differens  termes  du  déi^eloppement  en  série  de  la 
fonction  perturbatrice. 

i8.  Nous  nous  proposons  d'ajouter  ici  quelques  nou- 
veaux développemens  à  ce  que  nous  ayons  dit  dans 
les  n"*'  49  ^^  suiyans  du  livre  11^  sur  la  manière  de 
déterminer  les  diverses  quantités  qui  entrent  dans 
Fexpression  des  coeffîciens  de  la  fonction  R  réduite 
en  série.  Ces  considérations  seront  utiles  à  ceux  qui 
voudront  s'occuper  du  calcul  numérique  de  ces  coef- 
fîciens. 

Reprenons  la  fonction  (af*  —  aaa'cos^-t-a*)""'  dui 
numéro  cité^  où  a  et  a'  sont  deux  constantes^  et  s 
un  nombre  fractionnais  positif  ou  négatif.  Nous 
ne  traiterons  pas  ici  le  cas  où  s  serait  un  nombre 
entier  quelconque^  parce  qu'il  n'a  pas  trouvé  jus- 
qu'à présent  d'application  dans  la  théorie  du  sys- 
tème  du  monde.   Supposons   a'  '^  a,    et  faisons 

—  =  flt ,  eu  sorte  qu'on  ait  a  <  i  ;  et  pour  plus  de 

simplicité  considérons  la  fonction  (i — 2acos^+a*)""% 
qu'il  s'agit  de  réduire  en  série  ordonnée  suivant  les 
cosinus  de  l'angle  <f  et  de  ses  multiples.  Le  moyen  1q 
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plas  simple  de  résoudre  les  questions  de  ce  genre  est 
celui  des  coefficiens  indéterminés.  Cette  méthode 
consiste  à  représenter  la  fonction  qu'on  veut  déve- 
lopper ,  quelle  qu^elle  soit ,  par  une  série  indéfi- 
nie dont  les  coefficiens  sont  indéterminés;  en  subs- 
tituant ensuite  cette  série  dans  une  équation  dif- 
férentielle,  ou  en  quantités  finies,  tirée  des  propriétés 
de  la  fonction  donnée,  et  en  comparant  dans  cha- 
que membre  de  1  équation  résultante  les  coefficiens 
des  mêmes  cosinus,  on  forme  un  nombre  d'équa- 
tions de  condition  suffisant  pour  déterminer  un  pa- 
reil nombre  de  coefBciens  inconnus. 

Ce  moyen  très  simple  fait  connaître  les  relations 
qui  lient  entre  eux  les  divers  coefficiens  de  la  série , 
c'est  celui  dont  nous  avons  usé  dans  le  n^  49  ^" 
livre  II;  mais  il  en  est  un  autre  dont  les  géo- 
mètres font  un  fréquent  usage  pour  la  réduction  en 
série  de  toute  espèce  de  fonctions ,  et  qu'il  est  d'autant 
plus  utile  d'indiquer  ici ,  que  ce  procédé  peut  s'étendre 
à  des  questions  plus  importantes,  et  devenir  d'une  ap- 
plication très  avantageuse  à  la  théorie  des  perturba- 
tions planétaires. 

Faisons  pour  abréger  S  =  (i — a  otcos^ -}-«*)  et 
suivant  la  notation  usitée ,  soit  : 

S-'  =  -  ^^'^-t-  ^^'^cos  ^  -4-  ^^'^  eut  a^ -+.  b^'^  coé  i>  4.  etc. 

n  s'agit  de  déterminer  les  différens  coefficiens  i/**\ 
A/'\  6/*^  etc.  Or  chacun  de  ces  coefficiens  peut  s'ex- 
primer d'une  manière  très  simple  par  le  moyen  d^une 
int^rale  définie ,  et  on  aura  généralement  : 
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L'int^^e  étant  prise  depuis  ^=o  josqa  a  ^ = x?r, 
en  désignant  par  t  la  demi-circonférence  dont  le 
rajon  est  l'nnité. 

En  effet  y  i  et  i'  étant  des  nombres  entiers  quel-* 
conques ,  il  est  aisé  de  voir  que  llntégraleyi^p  cos  i^ 
cos  09p  prise  entre  ces  limites,  se  réduit  à  zéi-o 
pour  toutes  les  valeurs  de  T  différentes  de  i,  puis^ 
qu'on  a 

et  que  |      £ip  cos  nf=^o,n  étant  un  nombre  entier 

quelconque  différent  de  zéro.  Si  Ion  multiplie  donc 
par  cx>s  1^  dp  la  fonction  S"*'  ou  chacun  des  termes  de 
la  série  qui  la  représente,  et  qu'on  intègre  l'équation 
résultante  depuis  ^  =  o  jusqu*à  ^  =  sir ,  on  aura 


y^é^===ié»y^rf<p. 


Tous  les  autres  termes  du  second  membre  seront 
nuls 9  et  son  intégration  étant  effectuée,  on  trouvera 
pour  déterminer  b,^^  la  formule  (a). 

Cela  posé  d*après  la  valeur  de  S  ,  il  est  aisé  de  voir 
que  Ton  a 

iW^cot  If .  sin  i^        3«5  sin  ^  s\n  i^  tl^ 

équation  d*où  Fou  tire  : 

S^ «rf-s;rr-^  5; + g:; . 
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ou  bien 


S= -^'•S^.  "*"  8^  "^  s^  • 


Si  l'on  int^re  maintenant  cette  équation  depuis 

^=o  JQsqu  a  ^ssaTT  et  quon  remarque  que  -^^  est 

nul  entre  ces  limites ,  on  aura  en  vertu  de  l'ëqua- 
tioo  (a) 

Formule  analogue  à  la  formule  (a)  que  nous  avons 
obtenue  d'une  autre  manière  dans  le  n*  49  ^^ 
livre  I,  et  qui  exprime  la  relation  qui  existe  entre 
les  trois  coeffidens  consécutifs  de  la  série  S"*'. 

On  peut^  au  moyen  de  cette  formule  ,  calculer  un 
coefficient  quelconque  ft/'"^'^  du  développement  de 
la  fonction  S""  au  moyen  des  deux  coefficiens  qui 
le  précèdent  bP  et  ft/'~*^  en  sorte  que  le  calcul  de 
tous  les  termes  est  ainsi  réduit  à  celui  des  deux  pre- 
miers  coefficiens  6/°^  et  i/*\  Cependant ,  lorsque  a  est 
une  quantité  peu  considérable,  la  formule  précédente 
peut  devenir  défectueuse ,  parce  qu'alors  les  coeffi- 
ciens by^,  A/^\  etc.  y  étant  les  différences  de  deux 
nombi'es  qui  différent  très  peu  entre  eux ,  ne  peuvent 
plus  se  calculer  avec  une  exactitude  suffisante  par  les 
tables  de  logarithmes  ordinaires;  l'erreur  se  mul- 
tiplie dans  le  calcul  des  termes  suivans ,  de  manière 
que  les  résultats  deviennent  de  plus  en  plus  inexacts, 
et  qu'on  finit  même  par  arriver  à  des  différences  né^ 
gatives,   tandis   qu'au  contraire  tous  les  coefficiens 
è/'^,  b^'^^^f  etc. ,  sont  nécessairement  positifs.  Ce  cas 
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se  rencontre  dans  la  théorie  de  Jupiter  et  de-  Mer- 
cure, dans  celle  de  la  Terre  troublée  par  Vénus, 
et  en  général  toutes  les  fois  que  a  étant  une  petite 
quantité ,  on  est  obligé  par  quelque  circonstance 
particulière  de  calculer  les  coefficiens  bP  d'un  ordre 
un  peu  élevé.  Il  faut  alors,  pour  déterminer  cha- 
cun des  coeflîciens  i/'^,  recourir  au  moyen  des  séries 
qui  ont  servi  à  déterminer  les  deux  premiers  coeffi- 
ciens by*^  et  by^.  Ainsi ,  d  après  le  n*  5o  du  livre  II, 
on  aura  ici 

Si  Ton  développe  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  et  qu'après  avoir  substitué  2  cos  i<p  à  la  place 

de  c^^  ""^ '{' c^  ^^  dans  le  second  membre^  on  com- 
pare les  coefficiens  des  mêmes  cosinus ,  on  trouvera 
généralement 

*  i.a.j...c  \       I  i-Hi  i.a    £+1    1  +  2  J  ^ 

Cette  série  devient  très  convergente  à  cause  de  la 
petitesse  de  a,  et  Ton  pourra  se  borner  à  en  calculer 
quelques  termes  ;  elle  fait  voir  que  a  étant  nécessai- 
rement positif,  les  cofficiens  hp  seront  aussi  tous 
positifs.  On  pourra  sans  inconvénient  se  bornera  cal- 
culer directement  par  ces  séries  les  coefficiens  alter- 
natifs ô/"^,  ^/•^  by^^  etc. ,  et  calculer  les  coefficiens 
intermédiaires  par  le  moyen  de  la  formule  (i)  qui 
devient  alors  d'un  usage  également  sûr,  soit  que  et 
diffère  peu  de  l'unité,  soit  que  ce  soit  une  très  petite 
quantité. 
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iguCoosidérons  maintenant  les  formules' cfui  servent 
a  déduire  les  coe^ciens  du  développement  de  S"'  en 
série  de  ceux  de  la  série  S^'i^f  et  réciprocfuement. 
On  a ,  par  ce  qui  précède , 

Supposons  de  même 

Par  la  formule  (a)  on  aura 

Or^  l'équation  {a)  donne,  en  l'intégrant  depuis  ^  =bo 
jusqu^à  ^=2^  et  en  observant  que  -—-  s'évanouit 
entre  ces  limites  ^ 

o         .S*        ""J  o  S'+'  J  o  S'+'  ' 

ou  aura  donc  en  vertu  des  formules  (a)  et  (c) 

En  faisant  successivement  «  =  i ,  £=2,  etc. ,  cette 
formule   donnera    très    simplement    les   coefliciens 

b,  ,  b,   f  etc.,  lorsque  les  coefliciens  6^j>  èx+uetc.^ 

seront  connus.  Quant  à  la  valeur  de  b^^  on  obser- 
vera que  l'oii  a  S""'  £=  (i  —  2a  cos  (p  +  a*)  S"'""*,  en 
retnplaçant  8"^'  et  S"^""*  par  leurs  valeurs  en  séries,  et 
comparant  dans  les  deux  membres  les  termes  indé-* 
Tome  IIL  5 
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pendans  de  (p  on  f rouve  : 

b     :s(i+a»)6       — tth      .     (5) 

Réciproquement  on  peut  déterminer  les  coefficiens 
du  développement  de  S*"'""*  au  moyen  de  ceux  du 
développement  de  S"'  supposés  connus  ^  de  la  ma- 
nière suivante.  La  formule  (2)  donne 

é""  =  *-^.  r/-'^-  A^'^'H 

D^ailleurS;   en  changeant  j  en  j-|-  i   dans  la  for- 
mule (i),  on  a 

Si  dans  les  équations  (4)  on  substitue  pour  h]^^ 

et  è/^*  leurs  valeurs  tirées  des  équations  précédentes, 
on  trouve 

ii'> = ^ .  r  (  I  -I.  -f  )  h^i  -  ^^h'^T\ 

'-^  l'on  tire 


Ir^^  s-  — I         ■  ■ «       I         *    I  ■ . 


(5) 
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et  par  suite 


,«  ^ ,(^.» ^ (i-H^)ty-(i-.-^.)>: 


(6) 


6»         jC^-')-^'-*-'^^'  -^•-*-^'^*' 


Ces  À>rniules  déterminent  les  divers  coefBciens 
de  S""  au  moyen  de  ceux  de  S"^~*  ;  quoique  très  sim- 
ples, elles  sont  plus  compliquées  que  les  formules 
inverses  (4)-  U  y  aurait  donc,  sous  ce  rapport,  de 
lavantage    à   commencer    par   calculer   les   coefli- 

ciens  b,^  »  ^  ^.  *  etc.,  et  à  en  déduire  ensuite  les 

coefficiens  b^  ,  b^  ,  etc.  Mais  dans   la    théorie  des 

planètes  on  est  obligé  de  pousser  beaucoup  plus  loin 
le  développement  delà  fonction  S*"'  que  celui  de  la 
foactîoii  S*"**"'  ;  il  faut  donc  renoncer  à  feîre  ti^ge 
des   formules  (4)^  ^^  ^^  ^'^^^  comme  un  moyen 

très  simple  de  vérifier  les  valeui-s  de  b^  ,  b'^       etc., 

hg^^f  bl^l  ,  etc.,  calculées  par  d'autre  formules. 

U  est  aisé  d*étendre  les  résultats  précédens  au  déve- 
loppement d'une  pois^nce  quelconque  S""*"'  Ae  S. 
En  vertu  des  formules  (5)  les  coefficiens  de  la  série 
que  cette  quantité  représente  se  détermineront  ^u 
moyen  des  coefficiens  du  développement  de  la  puis- 
sance S""""*^"  qui  la  précède  immédiatement,  en 
sorte  que  le  développement  S^'  fera  connaître  celui 
des  puissances  S*"'"*,  S*"'"*,  S~'""^,  etc. 

20.  Déterminons  ttainlenant  les  différences  succès- 

siresde  b^  ,  ft/^,,  etc.,  pâi*  rapport  à  à.  En  ditfëren- 


5.. 
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tiant  relativement  à  cette  quantité  la  formule 

on  trouvera 


/ff^  cot  (ê  —  i)  0  p'à^  cofe  i^l 


d* 


Et  par  conséquent,  en  vertu  de  la  formule  (c), 

dh^''> 


da  \   '+'  '+»  '+»  7' 


(7) 


formule  qu'on  peut  déduire  aussi  de  la  formule  (DJI 
du  u?  52  ,  livre  IL 

On  aura  très  simplement  par  cette  formule  la  va- 


dt^^ 


leur  de  —j^-  f   au    moyen    des  valeurs    de    b      ^ 

^1*4.1  ^^  ^j+i  *  ^^  ^  rapportent  à  la  fonction  S""'"'; 

mais  on  peut  Fobtenir  sans  être  obligé  de  calculer  ces 
dernières  quantités.  En  effet ,  en  substituant  pour 

^r+î  >    ^5+1'    ^*4-i  '  '^^^  valeurs  données  par  le» 
formules  (5) ,  on  trouve  après  les  réductions  néces- 


saires 


±- ' v^. — '' -'    (8) 

Cette  formule  déterminera  -j^  au  moyen  des  tix>is^ 
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quantités  b^       y  o^  et  b^        supposées  connues  y  en 

substituant  pour  b^  sa  valeur  donnée  par  Féqua* 
tion  (i)  en  fonction  de  6^   et  b^'^^\   on  aurait  une 

formule  analogue  à  ]a  formule  (D)  du  n""  5:2  du 
Uyre  II,  qui  ne  contiendrait  que  les  deux  quantité 

^M  ^^  ^B  f  tnsiis  la  précédente  étant  plus  simple  , 
&le  sera  d'une  application  plus  facile  pour  les  calculs 
numériques.  En  la  différentiant  par  rapport  à  a ,  on 

aurait  les  différences  successives-^^  ,   "5?"»  etc.  ; 

mais  il  y  a  sur  Fusa^e  de  ces  formules  une  observa- 
tion importante  à  faire.  Elles  font  dépendre  la  déter- 

mination  de  -^  de  la  quantité  b^  '  ,  celle  de  — ^ — 
de  b^     \  et  ainsi  de  suite.  Or,  comme  la  diflerence 

n^*"  de  b^  contient  la  quantité  "—^ — ,  il  en  résulte 
que  cette  différence   dépendra  de  la  quantité  ^^''^■\ 

Par  conséquent^  pour  avoir-j--,  on  sera  obligé  de 
prolonger  jusqu'à  6^'"*"*>  le  calcul  des  quantités  b^  , 
t^'  ,  etc.  Pour  éviter  cette  opération,  qui  devient 
inutile   lorsqu'on  n'a   besoin  que  des  quantités  b^  , 

l  ,  . . .  .  é,   ,  et  de  leurs  n  premières  différences , 
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QP  sobatîtiiara  dans  l'équatioa  (8)  pour  b^    sa  ¥»• 
leur ,  on  aura  ainsi 


db''^ 


da 


é(|uation  qui  résulte  d'ailleurs  de  la  formulç  (D) 
n**  52,  livre  II,  en  y  changeant  i  en  —  /. 

Si  pour  plus  de  simplicité  on  met  cette  équation 
sous  cette  forme ,  * 

/A 

(,_..)  !^  ^  ,(£+,_  ,)  t<'-)  _  '  +  ('-")*'  b''\ 

^  tf  fit  ^  '    '  «  * 

et  qu'on  la  drfférentie  ensuite  ,  elle  fera  connaître 
les   valeurs    des   différences  successives  de   i^'  ,  au 

moyen  de  celles  des  quantités  b  '  et  b^  supposées 
connues;  et  comme  la  détermination  de  ces  valeurs 

ne  dépend  que  de  celles  de  b^  et  b^  ,  il  ne  nous  res- 
tera en  définitive  que  ces  deux  quantités  à  déter- 
miner. Mais  la  formule  précédente  se  complique  à 

mesure  que  Ton  considère  les  dîfiférences  de  b^   d'un 

ordre  plus  élevé ,  il  est  donc  utile  de  chercher  des 
formules  qui  puissent  s'adapter  plus  facilement  aux 
calcuh  nunaiériques. 
L'^équation  (a)  doane  en  la  difféveotîapt 


dh 

lu 


(0  /^<-'>       ^^*'>\ 


d'où,  en  $ubstituant  pour  -^  sa  valeur  (9) ,  on  tire 
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^^4^,     _      V'    —  (*^')^>»-t     '♦■C*-^')^^.     '-^*^'^4.. 

il*  <l«  * 

G)mme  l'exposant  s  n*entre  pas  dans  cette  équa- 
tion ,  on  aura  de  même 

__ __•= 1 -•  ('") 

L'usage  de  cette  fomiale  n'est  sujet  à  aucan  incon- 
vénient, et  en  la  difiërentiant  on  trouyera  sacces- 
sivement 

-^ ■:h-=\  ('-»)-rf—  -K'+»)— ^ ai**^  V-^-^  ,\ 

du'  rf«»        «L  d»       ^       '     tUi  •  _|  </«   *  I 


etc. 


La  loi  de  ces  formules  est  évidente  ^  et  l'on  peut 
les  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  ;  elles  donne- 
ront très  simplement  les  valeurs  des  différences  suc- 
cessives d'un  coefficient  quelconque  b^  ,  lorsque  les 

différences  des  deux   premiers  coefficiens  o^  et  b[ 
seront  connues. 

Or,  en  faisant  successivement /==o  et  i=n  dans 
l'équation  (9),  on  trouve 
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<*«  «(1  — «•)  ' 

d'où  l'on  tire 


(la) 


En  différeatiant  cette  expression ,  on  trouve 


»  ê  ê 

da.*  dtt*  dtt 

d-b^'^  d*b^°^  //^A^"^ 

-_ ^  — _ =  55 


\  dût  «t     #  7       «•     ' 


En  combinant  ensemble  ces  quatre  équations ,  oï\ 
formera  les  deux  suivantes  : 

da*  «(1—*")        '     tlct  I — «•*  '    ' 

da.»  «t(i— et»)  r/*  "-^^  ^       ^    J     # 

Ces  formules  serviront  à  déterminer  directement 

la  différence  du  second  ordre  -j-^pav  le  moyen  de  la 
quantité  b^  et  de  sa  différence  première ,  et  Ton  aura 

de  même  le  coefficient  -j^  ,  quand  les  deux  quan-n 
tités  —j—  et  b     seront  connues. 
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En  différentiant  de  nouveau  ces  équations,  on  for- 


mera les  différences  successives  de  b^    et  de  b^    ; 
on  obtient  de  CQtte  manière 


etc. 


> 


<i«*  «(i— *»)     '   £î^      1— «•       '   i^«      «(1— *•)  "    <i«   • 


etc. 


Ces  séries  peuvent  être  prolongées  aussi  loin  que 
Ton  voudra,  et  elles  donneront  toujours  les  diffé- 
rences de  b^    et  de  b^   d'un  ordre  quelconque ,  au 

moyen  des  trois  différences  qui  les  précèdent  im- 
médiatement. 

On  pourrait  d  ailleurs  se  borner  à  calculer  ces  der- 
nières formules,   et  déduire  ensuite  les  valeurs  des 

différences  successives  de  b^  de  celles  de  ^^  ,  par  le 
moyen  des  formules  suivantes  : 


(i4) 
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*     —  '    *_t_  * 

da,*  da.  dct^  ' 


-SI^=— 3r■^("+•)■ÂF' 
etc. , 


équations  dont  la  loi  est  évidente. 

On  peut  encore  par  la  combinaison  des  formules 
précédentes  en  trouver  une  infinité  d'autres  propres 
à  calculer  les  quantités  b,^^^,i,^^,  etc. ,  et  leurs  diffé- 
rences successives  ;  c'est  au  calculateur  à  choisir  dans 
chaque  cas  celles  dont  l'^age  lui  paraîtra  le  plus 
avantageux. 

Enfin ,  si  l'on  était  obligé  de  calculer  à  la  fois  et 
av?c  nn  mém^  degré  de  précision  1^^  coefficieQs  des 
dern^  séries  S""'  et  8"'""%  on  pourrait  déterminer 
d'une  manière  très  simple  les  diffërence$  successives 

des  .quantités  b^ \  b\  ,  etc. ,  que   l'on   aurait  soin , 

dans  ce  cas^  de  calculer  les  premières.  En  effet,  la 
formule  (9)  donn^^  en  difTérentiant^ 

Mais  si  dans  la  formule  (8)  on  change  «  en  ^  +  i , 
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«t  qB*«BOTite  k  b  pbee  de  *  on  anbstitue  raoeesstve- 


ment  i+ 1  et  — «,  en  pbienraat  qu€i  A,^/   »  ft^,  » 
on  aura  les  deux  suivantes  : 


^(^.> 


déL 


^""^-^   =  »(*  — '  — O  ^<0     .   a(t— #-4-i)  ^(i^..) 

Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première  ^  après 
lavoir  multiplié^  par  «,  on  trouvera  ji  toute  réduc- 
tion Élite  y  cette  formule  très  simple 


Wq^wwa 


OQ  jurait  semblablemeot 

os  <<«         ^  ^  '   •+•  ^    n      >*i 

Cette  formule  dérive  d'ailleurs  de  la  précédente ,  en 
y  changeant  i  en  ^i.  La  différence  de  ces  deux  équft^ 
tions  donne  la  formule  (lo);  en  les  ajoutant  on 
trouve 

Jm.  tU  dot         ^^        ^'+'  «      M-»  *      •+• 

La  formule  (  1 5)  devient  ainsi 

^=«(«+,)6';i.+i[(._,)6Î7;>-(i+,)*<^*;>}   (.c) 

En  suivant  le  même  procédé ,  on  déterminent  par 
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des  formules  très  simples  les  différences  successives 

de  6,  ,  au  moyen  des  quantités  o)^^^  b\l^^ ,  ft, i  / 

supposées  connues. 

Dans  le  cas  où  Ton  suppose  ^  =  ^ ,  les  équations  (9) 
et  (16)  deviennent 

(0 


<0 


Les  formules  précédentes,  ainsi  que  les  formu- 
les (11),  sont  sujettes  à  quelques  inconvéniens  lors- 
que ce.  est  une  très  petite  quantité;  mais  alors  on 
tombe  dans  le  cas  d'exception  du  n*"  1 8  »  et  au  lieu 
d'employer  ces  formules,  il  vaudra  mieux  calculer 

directement  les  différences  successives  de  b^   par  le 

moyen  des  séries.  En  effet,  si  pour  plus  de  simpli- 
cité on  fait 

5.5 -4- i.5-f- a. .  ..ç -♦- i  —  1  s.s-hi 

»»  =  2 T  ,         n  =1  m,  — 7—, — 

1,2.6,,  ,1  1.1-+-  I 

« -f- 1  •* -f-t -h  I  5  4- 2.$-*- i -4- 3 

etc. , 

la  formule  (m)  donnera 
et  en  différentiant  on  aura 
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-^  =  £iiMi*-«  -I-  (£  +  i)  ii«H-«  +  (i  -f.  4)p«'+î  +  (i  -*-  6)  <7«'+»  -♦-  cic. , 

_!-=«  î  (i  -î)  iiui^«+  (î  4-1)  («  -f  «)  1.'  -h  (i  4.  3)  (i  +  4)  ^*'+« 

-♦- («  H- 5)  («  H- 6)  <7«H-4  4.  etc. , 

4- (t -1-4)  (•-♦- 5)  (i -4-6) <7««-»-» -4- etc., 
etc. 

On  pourra  donc  déterminer  les  différences  succes- 
sives de  &/^  par  ces  séries ,  qui  seront  très  conver- 
gentes si  CL  est  une  petite  quantité ,  et  dont  le  calcul 
sera  facile  à  cause  de  la  répétition  des  mêmes  coeffi- 
dens  m,  n,  py  etc. 

n  I  •  Dans  les  appl  ications  des  formules  précédentes  a 
la  théorie  des  perturbations  planétaires  on  suppose 
ordinairement  ^  =  ^;  nous  allons  rassembler,  pour 
la  &cilité  des  calculs  numériques,  les  formules  rela- 
tives à  ce  cas. 

Les  deux  quantités  bx_  ,  bt_  étant  connues,  on  aura 
i.    f  bj^  ,  etc. ,  par  la  formule 

u^,^       ai(i-4-**)^i     —  (il  — i)«*i 

applicable  toutes  les  fois  que  a  ne  sera  pas  une  très 
petite  quantité;  dans  ce  cas  la  série  (m),  en  y  fai- 
sant ^  =  Y>  donnera 

_(»)  1.3.5. ..31 — 1  /    ..    I     ai -4-1      .^    .    »     3    9i-+-i     ai4-3     ... 

3  a.4.0...ai      \         u    a«4-a  a. 4    »*-♦-»    a*-*-4 

I  3  5    ai-»-i    ai-»-3    ai-#-5    ^^  .    ,    N 
-4-  -.  7.  s  •  -r-—  .    .  .   .  .    .  ^  ,..»H-«-f.etc.  1. 
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Connaissante.   ,6,    .6,    ,  etc..   on  déterminf^ 

ï  ¥  T 

^i  f  f>i  f  ^1   9  etc.,  par  la  formule 
%        %        A 

ou  bien  par  les  deux  formules  suivantes  ^  plus  com- 
modes pour  les  calculs  numériques , 

^(0  ,  ,<i+0        aî+1     /Ai)      Ai+0\ 

l.es  différences  successives  de  b^  ,  bi  ^  etci.  ^  s^ob* 
tiendront  parles  formules  (lo)  et (  1 1  ),  dèfd  qil'on  toùiial^ 
tralesdîfféreaceiidtiCcessivésdeé»/^  bP ,  et  Toti  aura 
celleS'-ci  par  les  formules  suivantes  t 

¥    ,  a » 

<f«  1  A*        ' 

•     ___   OA t 

<rfH*  «t  (l  —  a»)  ' 

(o)  (o)  (o) 

.«s  d^b/  d^hV  d-Ù^ 

etc.  ;  -   :■ 


N 


/ 
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<*)  (<»> 


m 


lu 


dm. 
d*h 


etc. 


1  f  d*ht  dbt      I 

i»    '"«•\  da»  dm*    J' 

^'     (d^LV    w;^  \ 


Ea  difierentiant  les  équations  (17),  on  anra  pour 
détenniner  les  différences  successives  à&b^  ^b^  ^  etc. , 

an  moyen  de  celles  de  b,^^  h,_  ,  etc. ,  supposées  con^ 
nues ,  les  formules  suiyantes  : 


« 

dm, 


*^3        <l*6s               .    ,        1  d*bi         d*b%  I 

«    .  •       _^  •*■  1  I    â i I 

SE?"^     Ai«     "^(1— «)»  V.  c/««  dm*     J 


^•^  ^l^.là^^i  d^bx  l 


etc.  ; 
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dm. 


(i  ^  0j*   \  dd  dm      /        i-^a\    j        i      / 


<0  («+«>  /       (O  C'+0\ 

Ja*  ^a*     "(r  — •*)>  a   ^«^  <i**     / 


<2 

dbV       db 


/    ..CO         ..(H-«> 


0)         ,      (»+0  /    ,     \i)  .      (i+O 


0)  v»+0  /         V* 


etc. 


On  peut  aussi  calculer  directement  les  differenoeâ 
successives  de  & 3   ^  bz  ,etc*^  au  moyen  des  forœu- 

les  (12),  (i5)et(i4),  dans  lesquelles  on  fera  j  =  i- 

Enfin,  si  l'on  suppose  ^  =  |  dans  les  formules  (5) 
et  (6) ,  on  aura 


ou  bien 


^fv       (i  4-  *')  (ai  ■+-  3)  ^i    —  aa  (ai  —  î )  A^ 


4s    H-  *s       = ^' ï— 

ï  ï  3(i-«)» 


% 


I  3(14-^5^ 


f     On  déterminera   au   moyen  de  ces  formules  les 

*•*'        L^°^  iS^^  *  1     -^  o,  ...      ,W 

quantités  0^   ,   ^5   ,  etc. ,  lorsque  les  quantités  Ô3  / 
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bz  ,  etc.  y  seront  connues;  et  en  difierentiant  ces 

s 

mêmes  équations ,  on  aura  les  différences  successives 
des  premières  quantités  en  fonction  des  différences 
correspondantes  des  secondes.  On  pourra  aussi  cal- 
culer ces  différences  au  moyen  des  formules  (ii), 
dans  lesquelles  on  fera  «^  =  |. 

Ces  formules  sont  celles  dont  l'emploi  m'a  paru 
le  plus  simple  dans  les  applications  numériques  ;  elles 
ramèneront ,  comme  on  voit ,  les  déterminations  des 

*i*  '  i.^'^  jS^     »     j^^  i^'^    jS'^    *      iS^^    iS''^ 

quantités £?,    o^  ,  elc.  6>_,  ,  o^  ,  ^3  >  etc.,  0^,0^    , 
65  f  etc. ,  et  de  leurs  différences  successives  à  celles 

des  quantités  b^   eib^  ,  il  ne  reste  donc  plus  que 

ces  deux  quantités  à  déterminer.  Nous  avons  montré 
dans  le  n*  5o,  livre  II,  comment  on  pouvait  y  parve- 
nir par  le  moyen  des  séries  ;  ce  moyen  est  celui  qui 
se  présente  d'abord  :  cependant  il  est  plus  expéditif  et 
plus  commode,  dans  les  applications,  d'employer  pour 
cet  objet  le  calcul  des  fonctions  elliptiques.  Mais  avant 
de  montrer  l'application  qu'on  en  doit  faire  à  la  déter- 
mination des  deux  quantités  dont  il  s'agit,  nous  don- 
nerons ici  quelques  notions  générales  sur  ce  genre  de 
fonctions ,  dont  Tusage  est  devenu  presque  élémen- 
taire par  les  rapides  progrès  qu'a  faits  dans  ces  derniers 
temps  1  analyse  dans  cette  branche  du  calcul  intégral. 

22.  On  appelle  fonctions  elliptiques  toute  espèce 
de  fonctions  différentielles  dont  les  intégrales  peu- 
vent s'exprimer  par  des  arcs  d'ellipse  ou  d'hyperbole. 

Ces  transcendantes  sont  généralement  comprises 

Tome  III.  6 
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rVdx         ^ 
dans  la   formule  /  77^ ,  où  P  est  une  fonction  ra-r 

tionnelle  de  x ,  et  R  un  polynôme  en  x  du  qua- 
trième degré. 

Toute  fonction  de  celte  espèce  peut  se  ramener 
par  des   transformations    très    simples   à  la   forme 

y       , .  =  ,  OÙ  Q  est  une  fonction  de  degré  pair 

de  sin  ^ ,  et  c  une  quantité  plus  petite  que  Tunité. 
Il  suffira^  pour  cela^  dans  la  plupart  des  cas^  de  faire 

X  =  v/zr-T-TT-^i  et  de  déterminer  convenable- 

ment  les  coefficiens  constans  A  ^  B ,  C  et  D. 

Maintenant,  quelque  soit  Q,  pourvu  que  ce  soit  une 
fonction  ratiènnelle  de  sin*^,  on  démontre  fort  ai- 
sément que  l'intégrale  /  tt=^=====  peut  se  réduire 

!••  à  une  partie  algébrique,  a*  à  une  suite  de  trans- 
cendantes comprises  sous  la  forme  générale  ^ 

/k!  +  B'  sîn^  ^  dp    

OÙ  A' ,  B',  a  et  D'  sont  des  coefficiens  constans , 
réels  ou  imaginaires  (^). 

Or,  la  formule  précédente,  comme  il  est  aisé  de 
s'en  convaincre ,  peut  s'écrire  ainsi  : 

(*)  Traité  des  Fonctions  elliptiques,  n«  8. 
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De  là  la  division  des  foactionfi  elliptiques  en  trois 
espèces  distinctes^  auxquelles  on  peut  ramener  foutes 
les  autres  transcendantes  du  même  genre.  Ces  trois 
classes  se  nomnient^bncffo/i^  elliptiques  de  première  ^ 
s^^onde  et  troisième  espèce ,  et  Ton  désigne  d'ordi- 
naire ces  fonctions  par  les  symboles  respectifs 
F(r,  ^) ,  E(c,  ^)  ,  n(c,  a ,  ^) ,  en  faisant 

F(c,.p)  =  /_^== , 

J  y  \  —  <?*  8in*  9 

n(c,a,(p)=  f  -^^  ; 

ces  intégrales  étant  supposées  s'évanouir  quand  (p=o, 
et  leur  étendue  dépendant  de  la  valeur  qu'on  assigne 
à  cet  angle. 

La  variable  0  se  nomme  V amplitude  de  la  fonction, 
la  constante  c,  toujours  moindre  que  l'unité,  s  ap- 
pelle le  module  ;  enfin  la  constante  a ,  qui  n'entre 
que  dans  la  fonction  de  troisième  espèce,  et  qui 
peut  être  positive  ou  négative,  réelle  ou  imaginaire, 
se  nomme  le  paramètre. 

La  fonction  de  seconde  espèce  E(c,^)  représente, 
comme  on  sait,  un  arc  d'ellipse,  et  l'on  a  donné 
généralement  le   nom  de  fonctions  elliptiques  aux 

transcendantescomprisesdansla formule/  ^  _^  ^ .  -^, 

parce  que  les  arcs  d'ellipse  s'y  trouvent  compris ,  bien 
que  cette  intégrale  puisse  représenter  encore  d'autres 
cèurbeSy  et  doive  avoir  une  signification  beaucoup 
plus  étendue. 

6.- 
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Lorsque  les  intégrales  représentées   par  F(c,  ç) , 

E(c,ç)  et  n(c,fl,  Ç)),  sont  prises  depuis  ç  =  o  jusqu'à 
/pz=i  j'TC ,  w  étant  le  rapport  de  la  circonférence  au 
^diamètre ,  on  dit  que  ces  fonctions  sont  complètes^ 
^et  pour  les  distinguer  on  omet  Tamplitude  <p  dans 
iéiur  notation  ,  en  sorte  que^  dans  le  cas  des  fonc- 
tions complètes ,  on  a 

p.  ^ ri^         ^ 

E(c)  =  T'''  d(p  \/i  —  c*siîâ^, 

c 

Enfin  y  pour  abréger,  on  fait  souvent  \/i  — c*s=zb, 
ce  qui  donne  ô*  +  c*  =  i  ,  et  i  se  nomme  le  cow- 
plément  du  module  c. 

Cela  posé  y  considérons  d'abord  la  fonction  ellip-* 
tique  de  première  espèce ,  qui  est  plus  simple  que 
les  deux  autres.  La  plus  remarquable  de  ses  pro- 
priétés, c'est  qu'étant  données  deux  fonctions  de  cette 
espèce  qui  ont  même  module,  et  qui  ne  diffèrent 
que  par  leurs  amplitudes ,  on  peut  toujours  trouver 
par  des  opérations  purement  algébriques  une  troi- 
sième fonction  de  même  espèce  qui  soit  égale  à  leur 
somme  ou  à  leur  différence.  Il  suit  de  là  qu'on  peut 
toujours  déterminer  algébriquement  une  fonction 
elliptique  multiple  ou  sous-multiple  d'une  fonction 
donnée,  et  plus  généralement  encore  une  fonction 
qui  soit  à  la  première  dans  un  rapport  quelconque  ; 
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propriété  que  les  fondions  elliptiques  de  première 
espèce  partagent  avec  les  fonctions  logarithmiques  et 
circulaires. 

Les  fonctions  elliptiques  de  seconde  et  de  troisième 
espèce  jouissent  de  propriétés  analogues^  mais  moins 
simples.  Ainsi  on  peut  toujours  déterminer  algébri- 
quement une  fonction  elliptique  de  seconde  espèce 
qui  soit  égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux 
fonctions  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  algé- 
brique, et  enfin  une  fonction  de  troisième  espèce 
égale  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  fonctions 
données  de  même  espèce ,  plus  à  une  quantité  ex- 
primée par  arcs  de  cercle  ou  par  logarithmes. 

Comme  la  réunion  des  fonctions  elliptiques  de 
seconde  et  de  troisième  espèce  comprend  les  arcs 
mesurés  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole ,  on  voit  qu'il  sera 
toujours  possible  de  déterminer  sur  chacune  de  ces 
courbes  y  non  pas  comme  dans  le  cercle,  un  arc 
égal  à  la  somme  ou  à  la  différence  de  deux  arcs 
donnés ,  mais  égal  à  cette  somme ,  plus  ou  moins 
une  quantité  algébrique.  Cette  propriété  de  ces  deux 
courbes  est  d'autant  plus  remarquable  qu'elle  a  été 
découverte  par  Fagrutni  ^  avant  qu'on  se  fût  encore 
occupé  sérieusement  de  la  théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques, et  qu'elle  a  pour  ainsi  dire  ouvert  aux  géo- 
mètres cette  carrière  nouvelle. 

Euler,  qui  généralisa  ce  résultat  et  en  donna  la 
démonstration  analytique ,  fut  conduit  ainsi  à  com- 
parer entre  eux  non  seulement  des  arcs  mesurés  sur  la 
même  ellipse  ou  sur  la  même  hyperbole,  mais  encor  e 


A 
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toutes  les  transcendantes  renfermées  dans  la  formule 

■"7===—===;    mais  dans  ce  rapprochement^   il 

supposa  toujours  que  les  fonctions  d'une  même  espèce 
avaient  le  même  module ,  et  qu*elles  ne  différaient 
que  par  leur  amplitude ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même, 
que  les  arcs  que  ces  fonctions  représentent  apparte- 
naient à  la  même  courbe.  Aussi  cette  comparaison , 
qui  lui  fît  découvrir  sur  la  multiplication  et  la  divi- 
sion de  ces  fonctions  les  beaux  théorèmes  que  nous 
avons  énoncés  plus  haut ,  ne  lui  apprit  rien  relati- 
vement à  leur  intégration. 

Lagrange  eut  l'heureuse  idée  de  comparer  entre 
elles  sous  un  nouveau  point  de  vue  deux  fonctions 
elliptiques  de  même  espèce  ;  il  supposa  que  dans  ces 
deux  fonctions  l'amplitude  et  le  module  varient  à  la 
fois^  et  il  fut  ainsi  conduit  à  une  méthode  générale,, 
pour  trouver  par  des  approximations  successives  les 

intégrales  de  la  forme  f—y^» 

En  effet ,  Lagrange  remarqua  d'abord  que  l'inté- 
grale d'une  fonction  elliptique  de   première  espèce 

=^^  s'obtiendrait  sans  difficulté  par  les  se- 


/; 


ries ,  si  c  était  supposé  une  quantité  très  petite  ou 
une  quantité  à  très  peu  près  égale  à  l'unité.  Ainsi 
donc  y  si  l'on  pouvait  ramener  la  fonction  F(c^  ip)  à 
une  autre  fonction  F{c',  ^'),  dans  laquelle  le  module  c' 
serait  moindre  ou  plus  grand  que  c^  et  déterminer 
algébriquement  le  rapport  de  ces  deux  fonctions,  en 


ou  SYSTÈME  DU  MONDE.  87 

opérant  de  la  même  manière  sur  celle-ci ,  on  obtien- 
drait la  yalecir  de  la  fonction  donnée ,  exprimée  par 
une  soite  de  fonctions  de  même  espèce,  dont  la 
dernière  serait  intégrable  d'elle-même ,  et  Ton  aurait 
ainsi  un  moyen  très  simple  de  trouver  les  intégrales 
apjvochées  de  toute  espèce  de  fonctions  elliptiques. 

Soient  donc  F(c,  çî)  une  fonction  donnée,  et  ¥[(/,  ^') 
une  fonction  de  même  espèce  dont  le  module  c'  et 
ramjditude  ^'  sont  arbitraires ,  si  l'on  pose  leqna- 
tion 

F(c,(p)  =  yxF(c',<p'),    («), 
ou  bien 

/• d^ /^  d^'^ 

il  s'agira  de  déterminer  algébriquement  /t^  c'  et  ^' 
en  fonction  du  module  c  et  de  l'amplitude  (p^  de 
manière  à  satisfaire  à  l'équation  précédente. 
Or,  si  l'on  suppose 

OU ,  ce  qui  revient  au  même , 

sin(2<p' — .  <p)  =  csin(p ,      c'  =  J^    {y), 

d'où  l'on  tire  cos(2(p'  —  (p)=  v/i  — c'sin'^.  Il  est 
facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  substituées  dans 
l'équation  {6)  donneront 


C)  Voir  les  notes  à  la  fin  du  volume. 
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F(c',(p')=-î-±^F(c,<p);     («') 


équation  qui ,  comparée  à  l'équation  (a) ,  donne 
fi  =  —  —  s—  _^ ,   11  sui^  de   iji  que    Jeg    deux 

fondions  F(c^^)  et  F(c^ cp'j  sont  entre  elles  dans  un  rap- 
port constant,  quelles  que  soient  les  amplitudes  <p  et  ^\ 
pourvu  que  ces  angles,  ainsi  que  les  constantes  c  et  d , 
soient  liés  par  les  équations  {y)  ou  par  les  équations 
suivantes  qui  en  dérivent  : 


en  supposant,  comme  nous  l'avons  dit,  6=  Vi  —  c*. 

Les  premières  formules  serviront  à  déterminer  ç' 
et  c'  en  fonction  de  ^  et  c;  les  secondes  peuvent 
servir  réciproquement  à  déterminer  c  et  (p  en  fonction 
de  c'  et  ^'  supposés  connus. 

L'équation  F(c,<p)=  F(c',  ^')  ayant  lieu  quel 

que  soit  ^,  si  Ton  suppose  ^  =  ^,  ce  qui  donne 
ç'  =  -j^,  en  observant  que  d'après  les  lois  de  la 
multiplication  des  fonctions  elliptiques  de  première 
espèce  on  a  F(c','7r)=2F(c,7;r)  (*),  on  aura  entre  les 
fonctions  complètes  F(c)  et  F(c')  la  relation  très 
simple 

F(c')=(iH-c)F(c). 

Passons   aux  fonctions  elliptiques  de  seconde  es-* 

(*)  Théorie  des  Fondions  elliptiques,  «•  ai. 
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pèce.  Les  valeurs  de  ^'  et  c'  tirées  des  équations  [y) 
donnent  réquation  différentielle 

oip  V  î  —  c'*sin*^'  =  —  .  ^^ — ,  /  . 

A  a(i+c) 


En  faisant  y  pour  abréger,  A  =  v/i  —  c*8În'^,  cette 
équation  peut  s'écrire  ainsi  : 


d^ 


(i  +  c)d(p'  v/i  —  c/*sin*V  =  ÎJ.(A*— i6»+ccos^A), 
d  où  en  intégrant  on  tire 

(i+c)E(£<,  ^0=E(^.  ^)  —  ^6Tcc,  <p)+csin  (p.  (^t) 

Cette  équation  fait  voir  que  la  fonction  de  pre« 
mière  espèce  F(c,  ^)  peut  s'exprimer  par  deux  fonc- 
tions de  seconde  espèce  E(Cy  ^)^  E(^^  f  0>  ^^  ^^  d'au- 
tres termes,  que  tout  arc  d'hyperbole  peut  s'évaluer 
par  deux  arcs  mesurés  sur  fellipse;  ce  qui  est  l'énoncé 
du  théorème  de  Landen. 

Si  l'on  suppose  9'  =  ^  ^  et  ^  =  ^,  on  aura 
E(c',  <p')=.E(c')  et  E(c,  (p)=E(c,  7r)=  aETc).  On  aura 
donc  simplement  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes , 

(1  -f  <rjE{c')  =  aECc)  —  ^•F(c). 

Les  formules  {a!)  et  (cT)  serviront  à  exprimer  les 
fonctions  F(c,  ^)  et  E(c,  ^)  dont  le  module  est  c ,  au 
moyen  des  fonctions  semblables  F(c',^')  et  E(c\  ^') , 
dont  le  module  est  &,  et  réciproquement  ;  car  il  est    , 
évident  qu'on  pourra  déduire  de  ces  mêmes  équa- 
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tîons  les  valeurs  de  F(c',  <p')  et  de  E(c',  ^')  en  fonction 
de  F(c,  ^)  et  de  E(c,  ^).  Dans  le  premier  cas  ,  l'am- 
plitude et  le  module  de  la  fonction  dérivée  se  déter- 
mineront par  les  équations  (^) ,  et  dans  le  second  ^ 
on  les  déterminera  au  moyen  des  équations  (y). 

Si ,  comme  nous  le  supposons ,  ç  est  une  très  pe- 
tite quantité  y  on  aura  à  très  peu  près  i/=  2  s/c, 
le  module  c'  de  la  fonction  dérivée  sera  donc  alors 
toujours  beaucoup  plus  grand  que  le  module  c  de 
la  fonction  proposée;  si  au  contraire  c'  est  le  module 
de  la  fonction  primitive ,  on  aura ,  dans  ce  cas ,  à 
très  peu  près  ,  e  =  jc'*,  et  l'on  passera  du  module 
très  petit  c'  au  module  beaucoup  plus  petit  c.  On 
aura  donc  ainsi  le  moyen  de  transformer  toute  fonc- 
tion donnée  de  première  ou  de  seconde  espèce  en 
une  autre  fonction  de  même  espèce,  dans  laquelle 
le  module  sera  plus  grand  ou  plus  petit  à  volonté, 
que  le  module  de  la  fonction  proposée.  On  pourra 
ensuite  faire  subir  à  la  fonction  dérivée,  des  transfor- 
mations analogues ,  et  ainsi  de  suite  à  Tinfini. 

Cela  posé ,  concevons  que  étant  donnée  une  fonc- 
tion elliptique  de  première  espèce  F(c,  ^)  dont  il  faut 
déterminer  la  valeur  approchée ,  on  forme  une  suite 
de  modules  c\  c^',  c",  etc. ,  liés  entre  eux  par  les 
équations 

, ay/c         ,; ay/?        ^ aV/7 

c  —      ;     •    C  —     ;    }  A    C  •—        M  f  etc*  f 

qu'on  prolongera  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  va- 
leur de  c  peu  différente  de  l'unité  ;  qu'on  détermine 
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les  amplitudes  correspondantes  ^',  ip",^  *',  etc.,  par 
les  équations 

sin(2^'  —  p  )  =s  c  sîn^  , 

sin{2f  —  <p')  =  c'sînf',  .  ,  . 
sin(2(p^-.  ((/')  =  c'sin^",  ^  ^^ 
etc.  ; 

il  en  résultera  une  suite  de  fonctions  de  première 
espèce  (Fc,^),  F(c',  ^'),  F(c",  f  "),  etc.,  qui  seront  liées 
entre  elles  par  les  équations 

¥(c%  <p')=:  1^  F(c',  ^')=  ^^■.  ^'  F(c,  <p) , 

F(c-,  <p-)= '-±1'  F(c',  <p")=i±''.  '-if:.!!^  F(c,  <p), 
etc. 

Or,  les  modules  c',  c',  c"',  etc. ,  comme  nous  l'a- 
vons yu  ,  forment  une  suite  qui  croit  d'une  manière 
rapide;  cette  suite  a  pour  limite  Tunité,  qu'elle  atteint 
au  bout  d'un  petit  nombre  de  termes  ;  mais  lorsque  c 
est  peu  différent  de  l'unité ,  on  a ,  k  très  peu  près , 

En  nommant  donc  ^  l'amplitude  correspondante  au 
module  très  peu  différent  de  Tunité  auquel  on  se 
sera  arrêté  dans  la  suite  ascendante  c,  c\  c",  etc., 
et  en  faisant  pour  abréger 
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„   a  a  à  . 

1  -H  c       i  +  c         ï  +  c"'  ' 

on  aura 

F(c,  <p)  =  H  log  tang  (45*  + 1  •  ) ,      (é) 

Si  ^  =  -^TT ,  et  qu'on  nomme  O'  ce  que  devient  alors 
Tangle  O,  on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  com-> 
plète 

.     F(c)=HIogtang(45-+iO0- 

Voilà  donc  la  valeur  de  Tintégrale  donnée  ex- 
primée en  fonction  d'une  quantité  logarithmique 
facile  à  calculer ,  multipliée  par  un|^efficient  cons- 
tant^ et  la  question  proposée  est^ar  conséquent 
complètement  résolue;  mais  on  voit,  d'après  ce  qui 
précède,  qu'on  peut  encore  exprimer  d'une  autre 
manière  la  valeur  de  cette  même  intégrale. 

En  effet ,  la  suite  croissante  des  modules  c ,  c\ 
c",  etc. ,  qui  a  pour  limite  l'unité ,  peut  être  pro- 
longée indéfiniment  dans  le  sens  opposé;  elle  sera 
alors  décroissante  et  aura  pour  limite  zéro.  Dési- 
gnons par  c^  c^y  c^ ,  c^^^ ,  etc. ,  les  différens  termes 
de  cette  suite  que  nous  supposerons  liés  entre  eux 
par  les  équations 

C  —  .  •  c  —  ,  9  c...  •—  — ; —  •  etc.  • 
ou  f  ce  qui  revient  au  même ,  par  les  équations 

1 — h  1— ^^  I — b^^ 
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Nommons  f  ^ ,  9,^ ,  f  ^ ,  etc. ,  les  amplitades  corres- 
pondantes aux  modules  c^,  c^^,  c^,  etc. ,  et  détermi- 
nons leurs  valeurs  par  les  équations 

tang(*^  —  f  )  =  *langf  ,   | 

etc.  ; 

on  formera  ainsi  une  suite  de  fonctions  F  (Cp  f  ), 
F(c^ ,  p^)j  F(c^^,  ^,^,  etc.,  qui  seront  entre  elles 
dans  des  rapports  constans ,  en  sorte  qu'on  aura 


etc. 

Les  modules  c^,  c^,  c^,^ ,  etc. ,  décroissent  très  ra- 
pidement, et  s'approchent  promptement  de  leur 
limite  zéro.  Or,  dans  le  cas  où  c  est  supposé  très 

petit,  on  a  à  fort  peu  près,y  ^^r===s=/dip=:^  • 

en  nommant  donc  O  l'amplitude  correspondante  au 
module  auquel  on  s'arrête,  et  en  faisant 

L±£, .  L±i,  .  iilS.  etc., 

2  a  a  ' 
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on  aura 

F(r,(p)  =  H'*.        (ô) 

Lorsqu'on  suppose  cp  a=:  ^  -jr  les  équations  (>j)  don- 
nent (ppziTT^  (p^  =  27C  f  (p^=4'^....^„=:2".57r,  CtC.  ; 

O  désighant  donc  la  limite  âe  ces  angles^  si  l'on 
fait 


K  =  (i  4-  c^)  (i  +c,i)  (^  +cj ,  etc.,      (x) 
on  aura  pour  le  cas  des  fonctions  complètes 

-        ••  F(c)=K^.        (X) 


Ainsi  donc  il  y  aura  toujours  deux  manières  d'ex- 
primer une  fonction  elliptique  de  première  espèce, 
dont  le  module  et  l'an^litùde  sont  donnés,  par  des 
arcs  de  cercle ,  au  moyen  de  la  formule  (fl)  ,  ou  par 
lôigai^klimeç  au  moyen  de  la  formule  (f).  Op  eboi- 
sira  la  première  ou  la  seconde  de  ces  formules,  selon 
que  le  carré  du  module  c*  de  la  fonction  primitive 
s^Appracbeca  daYadtage  de  |'v;jie^de$  deux  Jimites.^scro 
onirujaité^oafindeddiminuer.. autant  que  posoMe  le 
iiomb]»t|4o8  transformées;  ètr  de  cette  màmère  on 
n'aura  jamais  à  calculer  qu'un  petit  nombre  de^o- 
di^leô ^^T^'amplitudescorrçspondantes ,  pour  arriver 
à   une   valeur'  suffisamment  exacte    de    l'intégrale 

cherdbée.  ,^  :.. 

La  même  méthode  d'approximation  s'applique  aux 
fonctions  de  la  seconde  espèce ,  mais  les  formules 
deviennent  plus  comîpliquées  à  cause  de  1^  .quantité 
algébrique  qu'elles  renferment;  cependant,  comme 
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cette  partie  disparaît  dans  le  cas  des  fonctions  com- 
plètes, et  que  dans  les  applications  que  nous  ferons 
de  cette  thMrie  nous  n'aurons  que  de  pareilles  fonc- 
tions à  considérer ,  nous  traiterons  ici  ce  cas  partie 
culier,  et  les  formules  que  nous  obtiendrons  seront 
encore  asse?  simples. 

La  formtde  (f^  donne  la  suivante: 

Les  valeurs  des  fonctions  E(c^y  ^^),  E(e,^,  ^J,  etc., 
seront  données  par'  des  équations  semblables  ;  on 
pourrait  doiic  en  déduire  la  valeur  de  l'intégrale 
E(e,f  ),  en  fonction  de  celles  de  ces  quantité  qu'on 
voudra  choisir,  mais  la  réduction  de  la  formule  k 
laquelle  on  parviendrait  de  cette  manière  serait  pé- 
nible; il  vaut  mieux,  pour  l'éviter,  mettre  sous  une 
autre  forme  la  formule  précédente.  Soit  générale- 
ment G(c^^)=E(c,f )— F(c,^) ,  on  trouvera,  en  vertu 
de  réquation  (o) , 

et  par  des  transformations  semblables  ,  on  trouvera 

etc. 

Au  moyen  de  ces  équations  on  déterminera  par 
des  substitutions  successives  la  valeur  de  G(e,^)  en 
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fonction  des  quantités  G(c^,^J  ,  ^^n^^n)  ^®^  fonc- 
tions ¥(ç,f9,)  f  F(^/,>0  f  ®*  ^  quantités  algébriques. 
Supposons  qu'on  ait  calculé  la  suite  des  quantités 
G(c,Ç)),  G{c^,  (p/),  etc.,  jusqu'au  terme  G(C|,  (Pi)  corres- 
pondant au  module  C|  que  nous  regarderons  comme  as- 
sez petit  pour  être  négligé,  on  aura  \/i-^^i*sin*^i=:i, 
et  par  suite  E(C|,^|)  =  F(c„^,)  =zfd^'  =  O.  En  nom- 
mant comme  précédemment  ^  la  limite  des  angles  ^, 
9y»  ^/«»  ^^c*  >  ^^  ^^^"^  donc  alors  G(c,,^i)  =  o.  Si  l'on 

suppose  ^=  -^ ,  on  aura  O  =  2'  ~ 'tt  ,  et  les  angles 

9^»  ?/j9  ^^^*»  seront  tous  des  multiples  de  la  demi-cir- 
conférence, ce  qui  fera  disparaître  la  partie  algébrique 
des  équations  précédentes.  On  aura  donc,  en  substi- 
tuant pour  F(c^,^J ,  F(c,^,^ J  etc. ,  leurs  valeurs  en 

g;c)=-f{4[(75^+(^.^-^  etc.] 

En  mettant  pour  G(c)  sa  valeur  E(c) —  F(c) ,  et  en 
observant  qu'on  a 

on  en  conclura 

r 

E(c)  =  F(c)[i  -;c»(i  +  i  c,+ 1  c^c,  +etc.)]. 

■«■'■.  '    •      ■  ■  '"  '  ^ 

Ou  bien  en  faisant ,  pour  abréger, 

L=,-V(,+ic,+  ic,c„+etc.),     (0) 
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et  en  observant  qu  on  a  F(c)  =  K  -  ,  on  aura ,  pour 
le  cas  des  fonctions  complètes , 


E(c)  =  KLf    («,) 

Cette  formule  peut  s'appliquer  non -seulement  à 

de.  .^^  de  c  plus  pe.l.«  ,.e  y/î,  n,!»  n,é,ne  à 

des  valeurs  peu  différentes  de  Tunité  ;  elle  suffit  donc 
pour  tous  les  cas  que  Ton  peut  avoir  à  calculer.  Cepen- 
dant ,  si  pour  compléter  cette  théorie  on  veut  voir  ce 
que  deviennent ,  par  rapport  aux  fonctions  de  seconde 
espèce ,  les  formules  relatives  à  l'échelle  ascendante 
des  modules  y  reprenons  l'équation  (/^);   en  substi- 

tuant  pour  F(c,^)  sa  valeur ^F(c',^'),  elle  donne 

la  suivante  : 

et  semblablement 

E(c',  1)')  =  (  «  +eOE(e",(p"  )  +(  i  — c^)F(e",(p")-^sin^', 

etc. 

Soient  E(c',(p'),  F(c',(p'), les  valeursdeE(c,(pJ,  F(c,(p) 
correspondantes  au  module  &  que  nous  supposerons 
assez  voisin  de  l'unité  pour  ne  pas  pousser  plus  loin 
la  série  ^  on  aura 


V 1  — c^'sin*^'  =  cos  ^  j 
Tome  III.  7 
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par  conséquent 

E(c',^')  =  fcostp'iùp'  =  sin  (p', 
F(c',,pO=/^  =  log  tang  (45-  +  i(f>'). 

Dans  le  cas  des  fonctions  complètes  il  faut  supposer 
^  c=  -  TT ,  let  calculer  les  angles  ^',  ^",  etc. ,  par  les 

équations  (v)  ;  mais  cette  supposition  ne  ferait  pas 
dis^paraltre  les  quantités  algébriques  des  formules  pré- 
cédentes. On  ne  peut  supposer  non  plus  ^'  =  -  -tt, 
parce  qu'alors  la  valeur  de  F(  c^^  ^)  devieedrait  in- 
finie ;  mais  si  Ton  fait  (p'~'  =  -  ^.,  ce  qui  n'est  sujet 
à  aucun  inconvénient,  on  trouvera,  en  remontant , 


^  2  2  2  2 


(p=  2*"*  -.  En  substituant  donc  pour    F(c',  ^'}, 

F(c",  ^"),  etc.,  leurs  valeurs,  et  réduisant  les  expres- 
sions résultantes ,  en  observant  qu'on  a  généralement 

on  trouvera 

E((7,  (p)  =  K'  (^-  +  —  +  __  +  etc.) 


2'    .      ^1        2'        c'~* 


4 

+  g;Sm(p-g,.j-^^^, 

Mais  l'équation  tang  ((p'""'  —  (p*)  =  è^tang^,  dans 
l'hypothèse  de  ^'"•*  =  -  sr ,  donne  tang  ^*  =  --7=, 
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I  - 

d'où  Ton  tire  sin  ^'=77=-— ri  =1  —  -  6',  aux 

quantités  près  de  l'ordre  (6Q'  que  Ton  peut  négliger, 
puisque  l'on  suppose  à  très  peu  près  c'  =  i  •  On  aura 
ainsi 

a|2^  /  1— c^"'         ac^-"  \ a'-' 

On  a  d'ailleurs 

En  £dsant  donc 

L  =  6*(^i+-+-^+-g-+elc.  y 

on  aura  pour  le  cas  de  la  fonction  complète  : 
^c)  =  ^  log  tang  (45-  +  i  ^)  +  i,. 

Cette  formule  s'applique  au  cas  où  le  module  est 
peu  différent  de  l'unité  ;  elle  suppose  seulement  que 
Ton  a  poussé  la  série  des  modules  assez  loin  pour 
que  (&')*  soit  une  quantité  négligeable,  ce  qui  permet 
de  faire  c'  =  1 . 

La  suite  des  quantités  croissantes  c ,  cf ,  c',  tic. , 
dont  la  limite  est  l'unité  et  la  suite  des  quantités  dé- 
croissantes c^f  Cj^ ,  c^^^ ,  etc. ,  dont  la  limite  est  zéro , 
n'en  forment  qu'une  seule  liée  par  la  même  loi  et 
qu'on  peut  écrire  ainsi  . 

limite  o  - .  • .  c^^,  c,^,  c^ ,  c,  c\  d\  c"'. . . .  limite  i . 

Cette  suite ,  qui  peut  être  prolongée  indéfiniment 
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dans  les  deux  sens,  est  ce  qu'on  appelle  une  échelle 
des  modules ,  et  Ton  voit  que  les  fonctions  F(c,  <p) , 
E(c,  (p)  peuvent  être  transformées  en  une  infinité 
d  autres  fonctions  de  même  espèce ,  qui  auront  pour 
modules  les  différens  termes  de  celte  échelle. 

La  précédente  échelle  a  d'abord  été  découverte  par 
Lagrange  ;  la  loi  de  sa  formation  est  très  simple  ; 
mais  cette  loi  peut  varier,  et  par  conséquent  il  peut 
exister  différentes  échelles  de  modules  pour  la  même 
fonction  elliptique.  Long-temps  après  Lagrange,  Le- 
gendre  en  découvrit  une  seconde  dont  la  loi  est  plus 
compliquée,  mais  qui  jouit  de  propriétés  analogues. 
Enfin,  dans  ces  derniers  temps,  on  a  démontré  qu'on 
pouvait  former  une  infinité  d  échelles  de  modules ,  à 
chacune  desquelles  correspondra  par  conséquent  une 
infinité  de  transformations  diverses  de  la  même  fonC'- 
lion  elliptique  en  d'autres  fonctions  de  même  espèce, 
dont  les  modules  seront  tous  déterminables   par  des 
opérations   algébriques.   La   démonstration  de  cette 
belle  propriété  des  fonctions  elliptiques  fait  l'objet 
du  célèbre  théorème  dû  à  M.  Jacobi ,  dont  les  tra- 
vaux, ainsi  que  ceux  de  son  émule  l'ingénieux  Abel, 
trop  tôt  ravi  aux  sciences ,  ont  donné  tout  à  coup  un 
nouvel  essor  à  cette  branche  d'analj^se  au  moment  où 
on  la  croyait  épuisée.  Cependant,  tout  en  rendant  jus- 
tice aux  savantes  recherches  de  ceux  qui ,  après  La- 
grange ,  se  sont  occupés  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  nous  devons  dire  que  sous  le  rapport  du 
calcul  pratique  de  ces  fonctions ,  qui  est  le  véritable 
but  que  l'on  doit  se  proposer,  leurs  travaux  n'ont 
rien  ajouté  aux  résultats  obtenus  par  ce  grand  géo* 
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mètre.  En  effet,  cette  multitude  d^échelles  de  modules 
dont  ils  ont  démontré  Fexîstence ,  en  permettant  de 
varier  à  l'infini  les  transformations  des  mêmes  fonc- 
tions ,  a  conduit  à  la  découverte  d'un  grand  nombre 
de  propriétés  neuves  et  intéressantes  dont  s'est  enri- 
chie l'anal  jse  ;  mais  relativement  à  l'intégration  de  ces 
fonctions ,  elle  n'a  fait  que  reproduire  sous  des  formes 
diverses  la  même  méthode  d  approximation  ,  sans 
conduire  a  aucune  intégrale  nouvelle  ;  et  comme  de 
toutes  les  échelles  celle  de  Lagrange  est  la  plus 
simple  et  la  plus  facile  à  former^  c'est  en  définitive  h 
celle-ci  qu'il  faudra  recourir  toutes  les  fois  qu'on 
voudra  calculer  numériquement  les  fonctions  ellipti- 
ques qui  se  présentent  dans  un  grand  nombre  de 
questions  de  Géométrie^  de  Mécanique  ou  d'Astro- 
nomie. Legendre  est  donc^  après  Lagrange ,  celui  qui 
a  rendu  le  plus  important  service  à  cette  partie  du  cal- 
cul intégral;  il  a  fait  pour  les  fonctions  elliptiques  ce 
que  les  successeurs  de  Neper  avaient  fait  pour  les 
fonctions  logarithmiques  et  trigonométriques  ;  il  a 
construit  des  tables  au  moyeu  desquelles  on  peut, 
dans  chaque  cas,  trouver  la  valeur  numérique  de 
toute  fonction  donnée  avec  toute  la  précision  dési- 
rable ,  sans  être  obligé  pour  cette  recherclic  à  des 
calculs  laborieux.  Le  secours  de  ces  tables  rend  l'em- 
ploi des  fonctions  elliptiques  d'une  application  aussi 
Êicile  que  celui  des  fonctions  logarithmiques  et  cir- 
culaires. Ce  travail ,  moins  brillant  sans  doute  (|ue 
tant  d'autres  du  même  auteur,  est  celui  qui  doit  peut- 
être  lui  mériter  le  plus  la  reconnaissance  des  {^éo- 
mètres,  par  les  soins  qu'il  a  exigés  et  par  son  utilité. 
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Nous  aurons  plusieurs   fois,    dans  la  suite  de  cef 

ouvrage,  l'occasion  d'en  faire  usage. 

25.  Reprenons  les  valeurs  des  deux  quantités  6^ 

et    bj^    qui  4ious  restent  à  déterminer.    D'après  la 
formule  (i)  on  aura 

r(o)    1     /'a^r  dp 

i  *rj  o    |/ï— ; 


Il  y  a  plusieurs  moyens  de  ramener  ces  deux  in- 
tégrales à  la  forme  des  fonctions  elliptiques.  Soit 
sîn  (^  +  6)  =  a  sin  fl ,  d*oii  Von  tire 

cos((p  +  ô)  =  v/i  —  a*ap*9. 

Faisons  pour  abréger  A=  \/ 1  —  a*sin'9 ,  ces  deux 
équations  donnent  en  différentiant 

En  vertu  des  Txiêmes  équations  on  a  d'ailleurs 

cos  (p  ma  sin'  fl  +  cos  8  A. 
et  par  suite 

\/i  — 2acos^  +  a*  =  V/a*cos*6 — 2(XCOs8a--H  A* 

=  a  cos  9  —  A. 
On  aura  donc 

4lp  S 


A 


dp  cos^  ^(«  sm""  ô  +  cos  ôa) 

V  I  —  2««os9  +  *»  ^ 
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Si  Ton  intègre  ces  deux  formules  en  observant  que 
tfNin*9=  I  —  A* ,  et  que  l'intégrale  /rfôcosô  deyant 
être  étendue  depuis  0  ==  o  jusqu'à  6  =  3^,  ce  terme 

est  nul  entre  ces  limites ,  les  expressions  de  h^    et 
de  bx     deviendront 

.(o) I   ray  de 

Désignons  par  F(a)  et  £(a)  les  fonctions  complètes 
de  première  et  de  seconde  espèce  relatives  au  mo- 
dule a,   c'est-à-dire  celles  qui   se  rapportent  à  des 

intégrales  priaes  entre  les  limites  8  =  oet8  =  -trf 
on  aura       /         ,„ :.  =  A  ¥(a) , 


/. 


^  V/i  —  a»sin*fl =4E(a). 


Les  intégrales  indiquées  devant  s'étendre  depuis 
B  =  o  jusqu'à  8  =  37r.  On  aura  donc  ainsi 

*f=^F(a),     6;'^=^[F(a)-E(«)].     (18) 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (5) 
du  n*  19,  après  avoir  fait  ^  =  -^^  isso,  on  aura,  pour 

déterminer  les  ooeffidens  b^   et  b^  , 
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3 
et  en  faisant  ensuite  s=z-  dans  ces  mêmes  formules, 

on  en  déduira 

h   =         3(1  — ccT    ~'  h   ~        3(1  -  ««F-^-f*»!^' 

Ces  valeurs  ainsi  déterminées ,    on  peut  déduire 
facilement  tous  les  autres  coeffidens  des  fonctions 

11  ne  s'agira  plus  que  de  déterminer  les  quantité 
F(a)  et  E(a).  Pour  cela,  si   l'on  veut    les  calculer 
directement,   il    faudra  ,   conformément  à  ce   qui 
précède,  former  la  suite  des  modules  décroissans  a^, 
a^,  a^^^,  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  parvenu  à  une 
valeur  peu  différente  de  zéro  ;  on  en  déduira  les  va- 
leurs de  K  et  L  par  les  formules  (x)  et  (Çj  n*  22,  et 
en  substituant  ces  deux  quantités  dans  les  formules 
{oû) ,  on  aura  les  valeurs  de  F  (a)  et  E  (a).  Mais  il 
sera  plus  simple  de  déterminer  ces  deux  fonctions 
par  le  mo)^eu  des  tables  de  Legendre. 

Enfin,  si  Ton  voulait  faire  dépendre  comme  dans  le 
n^  5i   du  livre  II,  la  détermination  des  quantités 

ov  ,  b,    ,  etc.  ,  de  celle  des   deux  quantités    b\ 

a  a  "a 

et  h\_  ,  dont  les  développemens  en  série  sont  plus 

■"  a 

convergens,  on  aurait  : 

•  •       •  * 

_(o)  I     /'^ir    -  / 

b   i  =  ~  I      a<p  Vi  —  2acos^  +  a* 

"  a  ^  J  O 

b    y  =L  i.  r^'^rf<pcos(p  Vi  —  2acos<p+  a*. 

~  »  5r7  o 
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Expressions  qui,  par  des  transformations  très  simples, 

if  ramèneront  à  la  forme  des  fonctions  elliptiques. 

Les  formules  précédentes   sont,  à    ce  qu^il   me 

semble ,  les  plus  commodes  que  Ton  puisse  emplojrer 

pour  le  calcul  numérique  des   premiers  coefficiens 

bv  f    b\   f  etc. ,  et  cette  manière  de  les  déterminer 

me  parait  à  la  fois  plus  simple  et  plus  exacte  que 
celle  des  séries.  Elle  réussit  surtout  lorsque  et  est 
une  très  petite  quantité ,  en  sorte  que  la  quantité  i — a 
ne  diffère  que  très  peu  de  lunité ,  et  Ton  n*a  besoin 
dans  ce  cas  de  calculer  qu'un  petit  nombre  de  termes 
de  la  série  a^,  a^^,  a^^^,  etc. ,  pour  arriver  a  des  ré- 
sultats aussi  exacts  qu'on  peut  le  désirer.  Lorsque  la 
différence  i  —  a  est  au  contraire  très  petite ,  on  est 
obligé  de  pousser  plus  loin  la  série  des  modules;  mais 
le  nombre  qu'il  en  faut  calculer  n'est  jamais  bien  con- 
sidérable ;  et  d'ailleurs  la  théorie  des  fonctions  ellipti- 
ques ofire  alors  des  moyens  de  profiter  de  cette  cir- 
constance même ,  pour  simplifier  les  calculs  et  rendre 
les  approximations  jdus  rapides.  On  peut  aussi  alors 
faire  usage  des  formules  relatives  à  la  suite  ascendante 
des  modules  et  Ton  doit  remarquer  en  outre  qu'alors  et 
étant  supposé  très  peu  différent  de  l'unité ,  ce  cas  est 
celui  où  l'on  ne  peut  employer  la  méthode  des  séries 
à  cause  de  leur  peu  de  convergence. 

Enfin,  comme  nous  l'avons  dit,  des  tables  très 
exactes  ayant  été  construites  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques, on  pourra  déterminer  par  leur  moyen  ,  pres- 
que immédiatement  et  sans  aucun  calcul,  les  valeurs 
des  quantités  F(ât)  et  E(a)^  quel  que  soit  le  module  et  y 
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et  les  valeurs  des  coeflSciens  il  ,  i/ ,  b^  j  63  ,  s'en 

s  i  •  ft 

déduiront  par  les  formules  (  1 8)  et  (19). 

Pour  appliquer  ce  procédé  à  un  exemple  particu- 
lier f  supposons  qu'il  s'agisse  de  développer  les  trois 

fonctions  (i — aocos^-f-a*)"  •  ,  (i  — 2acosa+^*)"  *  ®^ 
(  I  —  la  cos  ^  +  *')""• ,  relatives  à  l'action  réciproque 
de  Jupiter  et  de  Saturne.  On  aura  dans  ce  cas 

a  =s  0,545310:24^ 

et  par  les  tables  des  fonctions  elliptiques  on  trouve 
relativement  à  cette  valeur  du  module 

F(flt)=i,7i255o57j  F(a)=  i,4465425i. 

Ces  valeurs,  substituées  daqs  les  formules  (18), 
donnent 

b^^^^  2.18025346, 
bl  =  o.62o6S5oo, 

r 
dW  l'on  conclut 


if  =4.55828700, 


b^^  =  5.18538554,    ^ 


et  par  suite 
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.(o)  ^ 

o^     =  1 3 • 7985000  f 

4'^  =  12 -4180486. 

An  mojen  de  ces  valeurs  on  poorra  dëtermioer , 
par  les  formnles  du  n^  2 1  *  le  coefficient  de  Fun  quel- 
conque des  termes  du  développement  en  séries  des 

trois  fonctions  (i — aacos^+a»)'^,  (i  — aocos^+a')"* 

et  (i  —  aacos^+a*)""*  ,  quel  que  soit  Tordre  de  ce 
terme. 

^4-  Connaissant  par  ce  qui  précède  les  valeurs  des 

qtiantitw  6<:'^  M^  b^'^K  etc. ,  bf ,  M'\  bf  ,  etc., 
^i  >^à  j  ^5  ,etc.,  et  de  leurs  coeflficiens  différentiels 

s  s  ft 

successifs,  il  sera  &cile  d'en  conclure  les  valeurs  des 
quantités  A^*»^ ,  A<'^  A^*\  etc. ,  B^<>>,  B^'^  B^,  etc. , 
C(o)^  C^'5, 0*>y  etc.,  et  de  leurs  différences  successives 
tant  par  rapport  à  a  que  par  rapport  à  a\  En  effet , 
nous  avons  supposé 

(a»  —  aaa'  cm  #  -#-  af*)"*  -  'tS^  =  1  A(<»>+A<OroiH-A(*>co»  »H-«tc. , 

a*  1 

et  en  faisant  a  =  ^. 

a 

(i — ijico«#-h«»)    •  =  -  ^ji    -f-^j^   cosf  +  &i    coiaf-f-etc. 

On  aura  donc  généralement ,  en  comparant  ces 
deux  séries 


A«  =  ^.6j\    (21) 

et  dans  le  cas  de  t  =  i , 
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En  différentiant  ces  valeurs  et  en  observant  qu'on  a 


det  I 

T-  =  — T,  on  aura 

da  a  ^ 

da    ^  d"    *      dm* 

et  pour  le  cas  de  i  =  i 

(0 


da  —  a'^  '    y  d»  V* 

Ea  différentiant  de  nouveau,  on  trouvera  dans  le 


cas  même  où  i=:  i 


J»ACO 

= 

I 
3^  ' 

da^ 

«i,»  ' 

^ACO 
da'' 

- — 

I 
7'^  • 

do?  ' 

etc. 

D'où  l'on  conclura  généralement 

■  d'b^'^ 


Le  cas  où  Ton  a  à  la  fois  m  =  i  et  £  =:  i  étant  seul 
excepté. 

De  même  noqs  avons  supposé 

(a»  —  iaa'  cos  ^  4-  a'*)    * r,  =  -  BC»)  4-  B(0  cos  <^  •+-  B(»)  cof  a^  -f-  etc., 

5         I 
(a»  —  2aaf  cw^  -f-  «'•)"  »  =  7  C(«)  4-  C(0  cos  <^  -f-  CC'>  cos  a^  -f  ctc.y 

CiC.j 
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^3        I      <o)         (I)  (t) 

^     »      •    i  ft 

(i — a*  co«^ -#-**)""•  =  -  ^à -#-^5    coii^-f-è^  cota^-f-etc. 

On  aura  donc  en  général 

B(0=i.  if     et    (ro=JLif  . 

et  dans  le  cas  de  t  =s=  o , 


B(o) 


(o) 


= h  (*r  -  3)- 


En  difiërentiant  snccessivement  ces  valeurs,  on  en 
conclara  généralement 

.  rf-CCO          I         ^'^  "i 
OUr ^=  -75  •  a     ^ 

L  emploi  des  quantités  b^  j  b^  ^  etc.,  6^  ,  6,  ,  etc. , 
^r  >  ^4  '  ®*^*'  ^  l'avantage  d'introduire  de  Tuniformité 


%       • 


dans  les  formules ,  et  de  simplifier  les  calculs,  parce 
ces  quantités  et  leurs  différences  relatives  à  ûl  servent 
à  la  fois  à  la  détermination  des  inégalités  des  deux  . 
planètes  troublées  par  leur  action  réciproque.  Il  con- 
viendra donc  d'introduire  ces  quantités  et  leurs  diffé- 
rences dans  le  développement  de  la  fonction  R,  à 
la  place  des  quantités  A^*>,  PS'\  etc. ,  B^*^  B^'>,  etc. , 
CCo)^  CCO^  etc. ,  et  de  leurs  différences  relatives,  soit  à 
a^  soit  à  a!.  Cette  opération  sera  facile,  au  moyen 


1 1  o  THÉORIE  ANALYTIQUE 

des  formules  précédentes ,  lorsque  les  différences  re- 
latives à  ci  auront  été  converties  en  différences  rela- 
tives  à  a  par  les  formules  du  n°  Ô2  du  livre  II ,  qu'on 
peut  prolonger  aussi  loin  qu'on  voudra,  c'est  ce  . 
que  nous  avons  fait  dans  le  n^  6  et  suivans.  On  peut 
d'ailleurs,pour  éviter  toute  opération  inutile,  exprimer 

de  suite  les  différences  relatives]  à  al  en  fonction  des 

.   ,     ,(0)    ,(i)  ,(0)     ,fi)  ,(0)    -(0 

quantités  h\\h\\^\Q.  ,h\\  ^^3%ctc.,&^,%  6^^%etc;, 

et  de  leurs  différences;  on  les  obtiendra  très  ai- 
sément par  la  différentiation  successive  de  l'équa- 
tion (21). 

:25.  La  méthode  par  laquelle  nous  avons  ramené  à 
la  forme  d'intégrales  définies  les  expressions  des  di- 
vers coeflficiens  du  développement  de  la  fonction 
(a'  —  aoa'cos^  +  a'*)""*  s'appliquerait  de  même  au 
développement  de  toute  fonction  donnée,  en  série  de 
fonctions  périodiques  de  la  variable,  du  moment 
qu'on  est  d'avance  assuré  que  cette  fonction  peut  être 
exprimée  par  une  semblable  série. 

Si  les  intégrales  indiquées  peuvent  s'obtenir,  elles 
donneront ,  sous  forme  finie ,  l'expression  des  coeffi- 
ciens  du  développement  de  la  fonction  proposée;  Si 
l'intégration  est  impossible  par  les  méthodes  directes^ 
.  eomme  l'expression  de'  chaqtie  coefficient  est  ilonnée 
serasr  la  forme  de  quadlratures ,  on  poorr»  toujours  en 
déterminer  la  valear  par  les  ttréthodes  d'appronîma-^ 
tiort  connues,  avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voii<* 
dré.  Danâ  totid  les  cas,  cette  expression  indiqaem  les 
relaticMis  qui  lient  ce  coefficient  à  ceux  qui  lé  préc&^ 
dent,  et  ramènera,  par  conséquent  y  leur  détermina- 
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lion    générale  à  celle  d'un  petit   nombre   d'entre 

eun» 

Cette  manière  de  former  le  développement  d'une 
ibnclion  peut  être  principalement  utile  quand  cba- 
cun  de  ses  coefficiens  est  lui-mêmeexprimé  par  une 
série  infinie  ;  en  sorte  qu'on  ne  saurait  avoir  sa  va^* 
leur  exacte  par  aucune  autre  méthode.  C'est  ainsi , 
par  eun^ile^  qne  dans  les  formules  du  mouvement 
elliptique  chacun  des  coefficiens  des  séries  qui  expri- 
ment la  rayon  vecteur  et  la  longitude  vraie  en  fono» 
tîon  de  la  longitude  moyenne ,  forme  une  suite  or«> 
donnée  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité  de  Torbite.  Lorsqu'on  veut  réduire  ces 
expressions  en  nombre ,  il  est  donc  bon  d'avoir  le 
moyen  de  calculer  ces  coefficiens  par  des  formules 
indépendantes  des  excentricités,  et  qui  indiquent 
clairement  le  degré  de  petitesse  des  qi^antités  né- 
gligées. 

Mbis  c'est  surtout  dans  la  théorie  des  perturbations 
planétaires  que  l'emploi  de  cette  méthode  pourrait 
être  d'une  grande  utilité ,  car  les  coefficiens  des  diffi^ 
rens  termes  du  développement  de  la  fonction  pertur^ 
batriœ  ^  en  tinus  et  cusinus  des  multiples  des  moyens 
mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice,  étant  également  des  séries  ordonnées 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons 
n*  4  9  ^  ^'^°  parvenait  à  évaluer,  ces  coefficiens 
par  le  moyen  dès  quadratures  paraboliques,  non-seu- 
lement on  Prierait  les  pénibles  calculs  qu'exige  le 
dévdoppement  de  cette  fonction ,  mais  encore  on  ar- 
riverait, dans  la  recherche  des  inégalités  planétaires 
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à  des  résultats  beaucoup  plus  certains  que  ceux  qu'on 
obtient  par  les  méthodes  ordinaires ^  parce  qu'on  n'est 
jamais  bien  assuré  que  quelque  circonstance  parti- 
culière ne  rendra  pas  sensibles  des  inégalités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons qu'on  a  cru  pouvoir  négliger. 

On  a  donc  du  chercher  a  étendre  la  méthode  pré- 
cédente au  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit  de  dévelop- 
per renferme  a  la  fois  deux  variables,  et  où  la  série 
qui  Texprime  doit  être  une  suite  de  sinus  et  de  co- 
sinus des  multiples  de  ces  variables.  Supposons ,  en 
général ,  la  fonction  R  développée  en  une  suite  de 
termes  périodiques  de  la  forme 

K^y  cos  (i<p  —  i'(p')  +  K'i^i'  sin  {i<p  —  i'<p') , 

dans  lesquels  ^  et  Ç^  représentent  les  anomalies 
moyennes  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 
perturbatrice ,  i  et  i'  deux  nombres  entiers  qui  peu- 
vent avoir  toutes  les  valeurs  positives  ou  négatives, 
y  compris  zéro.  En  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes, 
on  aura 

R  =z=  K|,,'  cos  (i(p  —  r<pO  +  K'i,/  sin  (i(p  —  £'<p').      : 

Si    l'on    multiplie  Successivement    par 

cos  {i<p  +  i'^")  d<p  d(p'  et  par  sin  (i^  +  i'<p')  d^  d^'  les 
deux  membres^  de  cette  équation,  et  qu'on  intègre 
entre  les  limites  o  et  a^,  il  est  aisé  de  voir  que 
tous  les  termes  du  développement  de  R  dépendant 
d'un  argument  différent  de  i^  —  i^'  disparaîtront 
d'eux-mêmes  ;  en  sorte  qu'on  aura 
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les  int^rales  derant  être  prises  depuis  9=0  jusqu'à 
f  sa^r,  «t  depuis ^^fetttcr  jusqu'à ^==a^. 

Si  l'on  désigfaè;  tdfaiVn^,  ViW  '  le\  £àîsDUs  ',  par  F 
le  premier  terme  du  déyeloppetiieût  dé  H ,,  ôu  celui 
qui  répond  au  cas  où  Tôd  Élit  a  là  fois  i  =^  o  et  C^=:o, 
cette  formule  devient 

Les  coefficiens  du  dévelc^pement  de  la  fonction  R 
se  tronyeront  donc  ainsi  exprimés  au  moyen  d'inté- 
grales définies  doubles,  et  il  ne  restera  plus  qu'à 
chercher  les  méthodes  les  plus  simples,  pour  en  dé- 
terminer les  valeurs  approchées  avec  le  plus  d'exacti- 
tude possible. 

Cette  manière  d'exprimer  les  coefficiens  du  déve- 
loppement en  série  de  la  fonction  perturbatrice,  n'est 
qu'une  extension  du  procédé  employé  par  D'Âlembert 
pour  calculer  les  valeurs  de  ces  coefficiens  relatifs  aux 
termes  indépendans  des  excentricités  et  des  incliDai- 
sons,  ce  qui  réduit  les  expressions  de  K|/  et  K'i/  à  des 
intégrales  simples  prises  par  rapport  à  f  et  ç'.  M.  Pois- 
son, en  l'indiquant  pour  la  première  fois,  conce* 
vait  en  même  temps  l'espoir  que  par  quelque  artifice  ' 
d'analyse  on  parviendrait  à  réduire  ces  intégrales 
douUes  à  la  forme  d'intégrales  simples  ;  mais  il  ne 
parait  pas  qu'on  y  ait  réussi  jusqu'ici,  çt  le  seul 

ToMS  m.  8 
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moyen  qui  se  présente  pour  les  calculer^  est  d'étendre 
à  deux  variables  la  méthode  des  quadratures  parabo-^ 
liques.  Cette  méthode  consiste,  comme  on  sait,  à  re- 
garder l'intégiyle  dont  on  veut  déterminer  la  valeur^ 
comme  l'aire  d'une  portion  de  courbe  parabolique 
comprise  entre  des  limites  données,  et  à  partager 
ensuite  cette  aire  en  un  assez  grand  nombre  de  par- 
ties pour  que  chacune  d'elles,  regardée  comme  un 
petit  tr^ipèze  curviligne  sur  l'un  de  ses  côtés ,  puisse 
se  déterminer,  aussi  exactement  qu'on  le  voudra ,  par 
les  moyens  du  calcul  différentiel  :  la  somme  de  tous 
ces  trapèzes  sera  la  valeur  de  l'intégrale  cherchée* 

Supposons  donc  le  cas  où  la  fonction  qu'il  s'agit 
d'intégrer  confiprend  deux  ou  un  plus  grand  nombre 
de  variables.  Soit ,  par  exemple ,  fydx  dz  une  inté- 
grale quelconque  dont  il  faut  trouver  la  valeur  ap- 
prochée entre  des  limites  assignées  à  x  et  à  jz,  en  sup- 
posant y  une  fonction  connue  de  ces  deux  variables  ; 
en  sorte  qu'on  ait  y  =  fonct.  {x ,  £),  On  pourra  re- 
garder y  comme  l'une  des  trois  coord(»inées  d*une 
surface  parabolique  dont  les  deux  autres  coordon- 
nées sont  X  et  2;  et  la  question  consistera,  par 
conséquent,  à  cuber  le  solide  compris  entre  cette 
surface,  le  plan  des  xz^  et  les  plans  menés  paral- 
lèlement à  ceux  des  ocy  et  des  yzj  aux  limites  des 
coordonnées  x  et  z.  Nous  prendrons  pour  ces  li- 
mites ar  =  o,x  =  aetjz  =  o,  zzs:^  bf  et  nous 
*  supposerons  que  pour  les  deux  premières  valeurs  de 
a:  et  de  z  on  dît  fjrdx  dz  ^=2  o  ;  ce  qui  est  permis, 
puisqu'on  peut  toujours  placer  l'origine  des  coordon- 
nées au  point  ou  commence  le  solide  cherché,  et 
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fdre,  pur  oonséipifnt^  que  jo  et  y  s'éTanouiasent  en 
mèikie  fémp»  que  rintëgrale  fydxdz. 

Novs  sappoaerons  en  outre ,  confannëmeiit  à  ce  qui 
a  été  dît n®  34 f  livre UI^ que  dans  Imtenralle compris 
enlie  les  limites  x  =o  et  xssa,  za=o  et  js  ss  fr.  For- 
donnée/'  reste  toujours  de  même  signe ,  de  manière 
que  It  solide  qu'on  reut  cuber  soit  compris  tout  en- 
tier du  même  o6të  du  plan  des  xyi  s'il  en  était  au- 
trament I  il  faudrait  cfaerdier  suocessiYement  les  di^ 
fimles  parties  du  solide^  situées  soit  au-dessus^  soit 
au-dessous  du  plan  des  xj^  et  retrancher  la  somme  de 
celles  qui  sont  comprises  dans  un  sens  de  la  somme 
de  celles  qui  sont  comprises  dans  lautre. 

Enfin,  nous  supposerons  que  dans  Fintenralle  com- 
pris entre  les  limites  assignées  à  l'intégrale,  la  cour- 
bure de  la  surfiM^e  n'éprouye  aucune  yariatiou  de 
nature  â  rendre  infini  l'nu  des  coeffidens  difiéren* 


Gela  poaé#  diyisote  ai  n  parties  égales  Tuu  des 
«Mé»  da  la  base  dn  solide  que  nous  youloas  éfaloer; 
ioîla/rnne  de  ras  parties,  en  sorte  qu'on  ait  b^=snmf. 
%  iVm  mène  par  chacun  des  points  de  diyiaion  des 
plans  parallèles  à  celui  des  x)'^  on  pourra  regarder  le 
solide  Verdie  comme  étant  la  somme  de  tous  les  pe- 
tits aoCdes  curvilignes  dont  la  base  est  ùê'u.  Divisons 
de  même  le  côté  a  en  m  parties  ^ales,  soit  a=:/ii»  ; 
par  chacnu  des  points  de  division  menons  des  pïans 
parallèles  à  celui  Aesjz  :  il  est  évident  qu  on  pounu 
^dttndérer  le  solide  représenté  par  Fint^^rale  fjdxdz 
tÙOtiSyt  étant  la  Moune  de  tous  les  petits  paraUd^iU 
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pèdes  curvilignes  dont  la  base  commune  est  û»^^^,  et 
dont  les  hauteurs  sont  les  valeurs  que  prendra  z  lors^ 
qu'on  y  fera  simultanément  jz=o  et  x=:o,  x^=icù  ^ 
or  =  207,  a:  s=  5û>,  etc.,  jusqu'à  a:=(/72— i)a;  puis 
.j5  =  û>'y  et  de  même x^=>Oj  x=zcù ^  ar=  ae»,  etc., 
jusqu'à  x  =  (i?i — i)^y  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
J5  =  (»  — i)û)'  et  Jc=:o,JE:  =  a,  etc.;  c'est-à-dire 
que  comme  nous  avons  supposé  jr  s=:  Y(jx ,  is) ,  si  Ton 
désigne  généralement  par  Yi^j/,  ce  que  devient  y 
lorsqu'on  fait  simultanément  x  =  icÊ ,  z  =  i'(»',  les 
valeurs  successives  de  j^  seront 

Yo,o=F(o,  o),  Y„o=F(a,,o),...  Y^„o=F[(m-i>,  oj, 
Yo.,  =F(o,a,'),  Y.„  =  F(a,,0,...  Y„«.,,=F[(m-i>,  •'], 
Yo,.  =F(o,2a,').  Y,,.=F(#,20,...  Y^...=F[(m— i>,i^'], 

Yo,»..  =Flo,  (m-iy],       Y.,„«,  =F(ir,  n— i)*'], 
Yr.-.  =F[{2ii,(n-iVT. .  .Y,_..„.,=F(m-i)a,,(n— iV], 

La  valeur  approchée  du  premier  solide  sera  égale  à 
a>a/Y.^  „ ,  celle  du  second  à  a>û)'Y,,  o  >  et  ainsi  de  suite  ; 
on  aura  donc  pour  la  somme  de  tous  ces  solides ,  ou 
pour  la  première  valeur  approchée  de  l'intégrale 
cherchée  : 

fjrdxdz=a>a>\Y.^.    +Y.,o    +Y.,o +Y«^.,0 

+W(Yo,.    +Y.,.    +Y.,......4-Y_.,0 

+W(Y.,.    +Y...   4-Y.., 4-Y.^.,0 

4-«û^'(Yo,  »-iH-Y,,  «-,4-Y., ,-, . .  .+Y|„«.,  ._.)• 

On  peut  encore ,  en  commençant  par  les  derniers 
solides  dans  lesquels  nous  avons  décomposé  le  cube 
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Feprraentë  "pnjjrdxdz^  regarder  ce  cube  comme  la 
somme  de  tons  les  petits  parallélépipèdes  curvilignes 
dont  la  base  commune  est  (êc»'f  et  dont  la  hauteur  est 
b  valeur  que  prend  z  lorsqu'on  y  suppose  simultané- 
ment z ^ noê  et  X  s=  moù ,  x  =  (m  —  \)cù^  etc. ,  jus- 
que xzssùÊ^  et  ainsi  de  suite ,  en  remontant  jusqu'à 
jsssû»'  et  j:  =  m£to,  x  =  (m-»  i)âr...  xssev.  On 
trouvera  ainsi  une  nouvelle  expression  de  l'intégrale 
cherchée  ;  la  première  représentait  la  somme  des  pe- 
tits parallélépipèdes  inscrits  au  solide  qu'on  veut  éva- 
luer ,  la  seconde  sera  celle  des  petits  parallélépipèdes 
qui  j  sont  circonscrits.  En  prenant  donc  la  demi- 
somme  de  ces  deux  expressions,  et  en  observant  que 
l'on  a  de  la  même  manière ,  en  ne  considérant  que 
les  deux  tranches  extrêmes  du  solide , 

••  (*o,o^  *i,o  "T"  *«tO«**   I     *»»»— 1,0/ 
^^^•*  (î*©i»*T' *i,o+  *§,©•••+  Yak.,,0  -f-  il «1,0)9 

••'Cfî,»4-Yt,«+  Ys,«...+ Y»,  „) 

on  trouvera  pour  l'expression  de  fjrdxdz  plus  ap- 
prochée de  la  précédente 

/Vd:rcfe=^.(iY...+Y,o+Y......H-Y_...+lY...); 

+W{iY,..H.Y...+Y. +Y_...-|-iY., .), 

+««'{iY...+Y...H-Y. 4.Y._...+iY.,.) , 

-4-^<ÎYo..+Y.,.H-Y^....+Y._.,.H-Y...) 
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Cette  formnie  représentera  d'autant  plus  exacte-^ 
ment  la  valeur  de  l'intégrale  yy^ort/z^  que  le  nombre 
des  parties  dans  lesquelles  on  aura  divisé  a  et  b  sera 
plus  considérable ,  puisqull  est  évident  qu'en  multi*- 
pliant  le  nombre  des  parallélépipèdes  élémentairet 
leur  somme  approchera  davantage  du  solide  eherofae. 
On  a  donc  ainsi  un  moyen  de  calculer  l'intégrale 
fjrdxdt  avec  toute  la  précision  qu'on  pourra  désirer  ; 
on  pourrait  d'ailleurs  déterminer  analjtiqiieraent  la 
CJWrfection  qu^on  doit  appliquer  à  la  formule  pré^ 
eédeut^  ^  pour  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  I'iah 
tégrale  qu'elle  représente  ;  mais  comme  cette  formule 
de  correction  serait  très  compliquée  ^  et  qu'on  en  fe«» 
rait  bien  rarement  usagç  dans  la  pratique ,  nous  ne 
nous  y  arrêterons  pas  ici. 

Appliquons  maintenant  les  considérations  précé- 
dentes au  calcul  des  formules 

où  les  doubles  intégrales  doivent  être  prises  depuis  4I 
et  tp'  égaux  à  zéro  ^  jusqu'à  (p  et  ^'  égaux  à  a^. 
Si  Ton  suppose 

A  =ï;^/.     /„     Kç(^i(f>€p$ff'd<pd(ff, 

1        ^  'ifJt     ^  lit 

C=:—-l       I      Rsiniçcos^^'d(pd(p\ 
D  5=  4j  r**  f  Rcos»çsmi>'rf<p«ip'. 
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Les  intégrales  étant  prises  dans  les  mêmes  limites 
que  les  précédentes,  il  est  clair  qu'on  aura  K| /=::  A+B 
et  K'iy  =  C  —  D  ;  on  aura  par  conséquent  les  valeurs 
de  Kj/  et  de  K\/,  dès  qu'on  connaîtra  celles  de  A ,  B^ 
C  et  D.  Occupon»-nous  donc  de  calculer  ces  quatre 
quantités. 

G>mmençons  par  la  première.  Si  Ton  veut  com-^ 
parer  son  expression  k  celle  de  l'intégrale  générale 
fjrdœdz ,  il  faudra  supposer  ^  =:  x ,  ^'  =  z  et 
jrss:V(a:f  z)=sRcos  jpcosf^\  Les  intégrales  rela- 
tives à  9  et  ^'  devant  être  prises  depuis  ^  s:  o  jusqu'à 
f  =  29r,  et  depuis  <p'  =  o  jusqu'à  ^'z=z  2irc ,  si  l'on 
SBppose  la  circonférence  entière  divisée  en  m  parties 

égales,   qu'on  substitue  successivement  <p  =  —  , 

f  =  2  •  —  ,  ^  =  5  .  — ^,  etc.,  à  la  place  de  ^  dans 
R;  qu'on  suppose  ensuite  la  circonférence  divisée  en  n 
parties  égales,  qu'on  fasse  successivement  ^'  = 

f'=a.  — ,  ç's=?5.  — ,  etc.,  dansR,  et  qu'on  désigne 

en  général  par  R^^v  la  valeur  de  cette  fonction  corres- 
pondante à  la  supposition  que  l'on  a  simultanément 

^  =  A  .  —  et  ^'  =  A'  .  —  ,  d'après  les  notations 
précédemment  adoptées,  on  aura  généralement 

Y^,  X'  =  Rx,  ^'  cos  Q\  ^)  cos  (l'A'  ^y 


2sr 
n 


La   formule  (  A  ) ,  en  y  supposant  a>  =  —  et 
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m 


ùùf  = —  ,  et  en  faisant  pour  abréger  «==  i  —  et 


a'  =  î'  —  f  donnera  donc  ainsi  : 

+  —  ^co82tl.  ( -R^  -  coso  ^-R,  _  cos  «t+R.  ,co8  2*. ..+ -  R„  ,oo«  mm.) 

Pour  faire  usage  de  cette  formule ,  on  commencera 
donc  par  calculer  les  quantités  R^o^   Ri*o  9  etc.,  eu-^ 

Buite  on  calculera  les  quantités  suivantes  : 

I  '  I 

P'si-R     coio+R      cosA+R      co8a«...+  -R      costoa, 

O  <|       0|0  X|  O  3f  O  2       "S® 

P'=-R      coBo+R     cos«e  +  R      co8a«...+  *R       coe  m*. 
I      a    0,1  »»*  «t*  a    *«#« 

•  •   • •..., • 

P   =-R      coiO+R,    cot«e4-R      co8a*...+  -R       cosm*; 

et  l'on  aura  enfin  cette  expression  très  simple , 

A=  — •  f-  P'  coi  o  H-  F'  cos  «t'-f-  P'cos  a*'.  •  +  i  P'  cos  /i«\    (B) 

En  changeant  dans  les  expressions  de  F.,  F, ,  etc. , 
et  dans  celle  de  A  les  cosinus  en  sinus,  on  aura  la 
valeur  de  l'intégrale  que  nous  ayons  représentée 
par  B ,  et  l'on  trouverait  aisément  des  formules  sem- 
blables pour  déterminer  les  valeurs  de  C  et  D. 

Si  l'on  nomme  F  le  premier  terme  ou  la  partie 
constante  du  développement  de  R ,  on  aura 
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Ce  terme  répond  à  la  sopposition  de  i=o  et  fz=:o  ^ 
ce  qai  donne  a=so  a'=o.  On  anra  donc  pour  la 
Taleor  de  cette  int^rale 

£n  £dsant,  ponr  abréger, 

^1  =  -  ^^0,1  +  Ri,i  +  R.,i«  •  •  +  -  R«,i  > 

La  yalenr  de  F  ainsi  calculée  est  celle  qu'il  faudra 
substituer  dans  les  équations  différentielles  qui  dé- 
terminent la  partie  séculaire  de  la  variation  des^^lé* 
mens  des  orbites  planétaires. 

On  Toit  donc  qu'il  sera  toujours  £unle  de  déter- 
miner par  une  suite  d'opérations  très  simples  les 
coefficiens  de  l'un  quelconque  des  termes  du  déye- 
loppement  de  la  fonction  perturbatrice ,  du  moment 
que  Fon  aura  calculé  la  suite  des  quantités  que  nous 
ayons  désignées  par  Ro.o»  R«,i  f  etc. 

n  nous  reste  à  montrer  comment  se  calculeront 
ces  quantités. 

Or,  R  étant  la  fonction  qui  représente  Faction  ré- 
ciproque de  deux  planètes  m  et  m\  on  a 
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Comme  la  partie     ]  est 

commune  aux  deux  planètes,  et  qu'elle  est  celle  qui 
entraine  les  plus  longs  calculs ,  il  sera  bon  de  la  cal- 
culer séparément ,  et  de  diviser  ainsi  la  fonction  R  en 
deux  parties.  En  n'ayant  égard  qu'à  la  première ,  et 
nommant  p  la  distance  des  deux  planètes,  on  aura 

mm' 

R=  —  ,  et  par  le  n°  i , 

P*  =5c:  r*  +  r'*  —  2rr' cos' ç  5^  co$  (/ —  if) 
—  2rr' sin* -^5^ cos((^' H-  if); 

r  et  r'  étant  les  rayons  vecteurs  de  m  et  de  m!  dans 
leurs  orbites  elliptiques,  v  et  (^'  les  longitudes  vraies 
comptées  de  la  commune  intersection  de  ces  or- 
bites» 

Nous  avons  nommé  précédemment  f  et  9'  lea  ano- 
malies moyennes  de  m  et  de  m^j  et  nous  avons  choisi 
ces  deux  variables  pour  las  abscisses  du  solide  parabo- 
lique dont  F  (^,  4>^  représentait  l'ordonnée*  Si  Ton 
suppose  donc  qu'on  remplace  dans  Texpressicm  jaè^ 
cédente  r j  r\  v ,  i/^  par  leurs  valeurs  en  fonction 
des  anomalies  moyennes  des  deux  planètes,  on  ausa 

m' 

F  (^,  ^')  =  -7^ — TT ,  et  il  faudra  commencer  par  cal- 
culer les  diverses  valeurs  de  f((p,  p')  qui  correspon- 
dent aux  valeurs  successives  qu'on  peut  donner  à 
<p  et  à  ^'. 

Pour  cela,  on  calculera  d abord  tes  valeurs  du 
rajron  vecteur  r  et  de  la  longitude  v  de  la  planète  m 
correspondantes  aux  valeurs  successives  de  l'anomalie 
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mojrenne  ^z^o^Çss  — ,  <p=s3  —  i  etc.  ;  <m  cal-* 

colera  de  même  les  valeurs  de  r^  et  de  i^  cor- 
respondantes aux  valeurs  de  l'anomalie  moyenne 


2W        ,  aw 


Ç^zr^o,  ^'=:  — ,  ^'  =  3  — ,  etc.,  et  Ion  formera 

un  tablean  de  ces  valeurs.  On  combinera  ensuite  en- 
tre eux  les  résultats  de  ce  tablean ,  de  manière  k  for- 
mer les  valeurs  de  chacune  des  quantités  représentées 

généralement  par  f  Ta  —  ,  A'  —\  À  et  A'  pouvant 

prendre  toutes  les  valeurs  positives,  comprises  pour 
la  première,  entre  o  el  m,  et  pour  la  seconde,  entre 
o  et  II.  Ces  combinaisons  seront  an  nombre  de  mXn, 
ainsi  que  les  quantités  à  £3rmer.  Ces  valeurs  calculées, 

on  en  déduira  généralement  R^,  x'  =  -7-- — r ,  et 

ki  fofuraleB  (B)  «1  (C)  donneront  ensuite  les  va-* 
Imm  dot  intégrales  cherchées. 

T09t  ce  <|ui  précède  s'appliquerait  de  même  évi- 
demmmit  ao  calcul  de  l'intégrale  ^(^  d^\  résultant 
de  U  dtfoauème  partie  de  la  fonction  R  :  on  obsenrera 
aenlement  qoe  cette  partie  ne  produisant  aucun  terme 
constant  dans  le  développement  de  R,  la  valeur  de  F 
n'en  sera  pas  altérée. 

26.  Lorsqu'on  aura  efiectué,  par  ce  qui  précède,  le 
développement  de  la  fonction  perturbatrice  en  série  do 
ônus  et  de  cosinus  des  multiples  de  ^  et  de  ^',  rien 
ne  sera  plus  facile  que  d*en  déduire  le  développement 
4t  A  #p  fonction  des  longitudes  mojeodaes  mI  +  s  et 
p!t  +  ^f  de  m  et  de  m'f  €'est-*è-dire  sons  la  forme  oii 
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çc^tte  quantité  est  ordinairement  employée  dans  l^ 
calcul  des  perturbations  planétaires.  En  effets  ^ 
et  (p'  étant  les  anomalies  moyennes  des  planètes  m 
et  m',  on  aura 

^  =  71^  +  6 67     et     ^'=  7i'/  +  ^— o'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  R ,  et  en  faisant 

R  =  mT  sin  {iWt  —  int  +  U  —  U) 
H-mT'cos(iV^  — w^  +  î'e'  — léj, 

on  aura 

mT  =  K|.,'  sin  (l'c?'  —  m)  —  K',,,'  cos  (fi»'  —  te) , 
m'P'=  K|,|'  cos(iW  —  m)  +  K',,/  sin  (i'û>'  —  m). 

^-  On  pourrait  encore ,  à  la  place  de  ç  et  de  (p^,  em- 
ployer toute  autre  variable  que  Ton  voudra  pour  le 
calcul  des  coefficiens  du  développement  de  R^  il  sof^ 
fira  de  substituer  à  la  place  de  ^  et  de  ^\  dang  le» 
expressions  de  K|y  et  K'i/,  leurs  valeurs  en  fonction  de 
ces  nouvelles  variables.  Par  exemple^  si  l'on  veut 
faire  usage  des  anomalies  excentriques  u  et  if^  d'a-« 
près  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on 
aura 

^  =  a  — .  e  sin  i^ ,       ^'  ==  m'  —  e'  sin  w'  j 

d'où  Ton  tire 

^(p  =  du{i  —  e  cos  m),    d^'  =  di£{}  —  e'  cos  u'). 

Les  angles  ueti/  ayant  d'aiUenrs  les  mêmes 
que  les  angles  ^  et  ^\  on  aura  donc 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  115 

Ïj-,/=--jI        f       Rcof[t(tt-0tiott)«-f'ru'-0'sioiO](i-ecoitt}(i-e'coftt')<2iMlM% 
ri, A=  ^,  r ^ Ç  '*'lUio[i(M.«tinu)-t'(ii'-e'Mntt')l(i-«coi«X«-«'co8ii7rfiMltt'; 

et  pour  le  cas  où  Ton  a  is=o  1  Tss  o, 

F=^  r    y    *R(i— ecosw)  (1  — e'cosif')diu£/ii^ 

On  réduira  les  coefficiens  de  R ,  sous  le  signe  inté- 
gral ,  en  séries  ordonnées  suivant  les  puissances  de  e 
et  de  €fj  et  l'on  effectuera  ensuite  les  intonations  re- 
latives à  II  et  à  u!. 

Pour  cela,  il  faut  supposer  R  exprimé  en  fonction 
des  anomalies  excentriques  u  et  u\  en  développant 
ensuite  R  en  série  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples 
de  œs  deux  angles.  Soit 

R=2A,.„cos(îtt— iV)-|-2B|/sin(fw— iV), 

î  et  î'  étant  des  nombres  entiers  positife ,  n^atife  ou 
zéro;  on  aura  généralement 

Al,/  =  —,  r**  r^' R  cos  (iu  —  îvl)dudii^ 

*  Biy  =  ^,  yTX^  ^  ^^^  ^'"  ~  ''^'^  "^"^'^ 
et  en  particulier, 

n  est  aisé  de  voir  que  tous  les  termes  des  valeurs  de  K^;/ 
et  K^i^'  pourront  s'exprimer  au  moyen  des  quantités 
Al,/  et  B|^/  f  supposées  calculées  pour  toutes  les  va- 
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leurs  de  i  et  de  i^,  et  sans  qu'il  soit  besoin  de  nou- 
velles intégrations.  Quant  à  ces  dernières  quantités^ 
on  les  calculera  par  la  méthode  exposée  plus  haut 
pour  les  intégrales  doubles^  après  qu'on  aura  exprimé 
les  variables  qui  entrent  dans  rexpressiofi  de  R  eti 
fonction  des  anomalies  excentriques  u  et  u\  Mais , 
comme  il  est  aisé  de  le  voir,  cette  méthode  entraîne- 
rait dans  de  plus  longs  calculs  que  la  précédente,  et 
encore  ne  donnerait-elle  que  les  valeurs  deâ  côeA-- 
ctens  K|  /  et  K\/  exprimés  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  excentricités  et  à  l'inclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m',  comme  on  lés  obtient  par 
les  méthodes  ordinaires. 

Cependant  l'expression  de  la  fonction  R  en  série 
de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u  et  de  uf, 
jouit  d'une  propriété  particulière  très  remarquable, 
c'est  qu'on  peut  en  déduire  immédiatement  les  valeurs 
des  intégrales  fd'K,  fdtfd^K,  et  des  autres  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  fRdt  qui  entrent 
dans  les  expressions  des  variations  des  élémcfns  de 
l'orbite  de  m,  développées  en  séries  semblables, 
sans  être  obligé  de  substituer  les  valeurs  de  u  etu! 
en  fonction  du  temps  t  avant  les  intégrations.  En 
effet,  soit 

/rfR=2AVcos(iM— iV)-|-2B'i/sitt  {lu^fi^), 
et  supposons^  Comme  précédemment^ 

R  t=3 2 Ai,/  cos  (mi  —  zV)  -f-  2B,^/  sin  {iu  —  iV).   {p) 

Si  Ton  différentie  par  rapport  à  u  cette  dernière 
équation,  qn'on  différentie,  par  rapport  attx  varia* 
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Ucs  u  tt  u',  h  première,  et  qu'ensuite  <m  compare 
séptaeément^  dans  les  équations  résultantes,  les  ter^ 
mes  affectés  de  sinus  et  de  cosinus  des  multiples  de  u 
et  u\  en  observant  qu'on  a 

au  =L ,     du  = j-^ — ,  , 

on  trouyera  les  deux  équations  suivantes  : 

\i«eco8u     i-tfcosu/. 


i-ecostt 


Considérons  d'abord  la  première.  Si  Ton  multiplie 
les  deux  membres  par  ^i  —  e  cos  u)(i  — •  e'  cos  u') , 
on  aura 

+  m'clLiMi/  siu  (i«  —  «V)  cos  u.  J 

liais  CD  a  identiquement 

2A^,/8m(m — «" w') cos  u = ^2 A '»,/ sin  [(t-|-i )  11  — Ti/] 

et  de  même 

XàV«»(w~»V)cosi/==5iï(AV-.+A'i,f'+.)"n(«— *'"')• 

L'équation  (e),  en  y  substituant  ces  valeurs,  et  en 
comparant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem-^ 
bres,  donnera  ainsi  : 
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et  en  opérant  de  \r  même  manière  sur  la  seconde 
des  équations  (d),  on  aurait  entre  les  quantités 
BV>  B'iy-i»  etc.,  B|,|',  B|  ,'_,,  etc.,  une  équa- 
tion semblable. 

n  sera  facile,  au  moyen  de  ces  équations,  de  dé- 
terminer la  valeur  des  coeiBciens  A!| /,  B\j*,  lorsque 
celle  des  coefficiens  Âiy,  B|j%  du  développement  de 
R  en  série  sera  connue ,  quel  que  soit  le  procédé 
qu'on  ait  suivi  pour  l'obtenir.  En  effet,  supposons 
qu'en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  et  aux 
produits  des  excentricités  le  second  membre  âk  l'é- 
quation (g) ,  on  ait 

Ai.i'-  le'(Ai.i'»,+  Ai.iVO =P^*'^+P^'^+P^*>+P^'^+  etc.,  (h) 

jKo)^  pco^  pco^  etc.,  étant  des  quantités  connues,  dontla 
première  est  indépendante  des  excentricités ,  la  se- 
conde est  un  binôme  dont  les  deux  termes  ont  pour 
facteur  e  ou  e\  la  troisième  un  trinôme  dont  chaque 
terme  a  pour  facteur  l'une  des  trois  quantités  e%  ee^^ 
e'%  et  ainsi  de  suite. 

Soit  de  même 

Av=<t',+QS;>Qs:;+Qr,+e.c.. 

oùQ-  ^>  Q;  ,v  f  etc.,  sont  des  inconnues  qu'on  supposera  • 

ordonnées  par  rapport  à  e  et  à  e',  de  la  même  ma* 
nière  que  les  quantités  connues  P^*^,  I<«^,  pc*)^  etc.  Eq 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (h)^  et  en 
égalant  les  termes  semblables  dans  les  deux  mem- 
bres ,  on  aura 
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fin  — tV)Qf*'  =  //iPC), 
'.( 

etc. 

La  première  de  ces  équations  donnera  immédiate- 
pient  le  premier  terme  du  développement  de  A\^  /,  et 
Ton  en  déduira  successivement  autant  de  termes  de 
cette  série  qu'on  voudra,  au  moyen  des  équations 
suivantes.  On  obtiendra  de  la  même  manière  la  v«*- 
leur  en  série  du  coefficient  B'^  |^  La  valeur  de  l'inté- 
grale fd'R  étant  ainsi  complètement  déterminée,  on 
en  déduira  celle  de  Tintégraley^i^yZ/'R,  en  substituant^ 
dans  l'équation  (c),  Jd'K  à  la  place  de  R.  On  pour- 
rait étendre  aisément  tout  ce  que  nous  venons  de  dire 
aux  intégrales  plus  générales  fRdl,JjfRdt*,  et  Ton 
en  déduirait,  par  la  différentiation ,  les  différences 
partielles  de /R///,  par  rapport  aux  élémens  de  For^ 
lûte  de  m,  qui  entrent  dans  les  formules  qui  déter» 
minent  leurs  variations.  On  aurait  donc  ainsi  les 
variations  finies  de  ces  élémens ,  sans  être  obligé , 
pour  effectuer  les  intégrations ,  de  réduire  la  fonc- 
tion perturbatrice  à  ne  renfermer  explicitement 
qu'une  seule  variable;  mais  cet  avantage  paraîtra 
bien  £aible ,  si  Ton  observe  que  les  élémens  de  l'or^ 
Tome  m.  9 
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bite  troublée  se  trouveront  alors  exprimés  en  séries 
des  sinus  et  cosinus  des  angles  u  et  u*j  et  qu'il 
faudra  de  nouvelles  opérations  pour  les  ramener  à 
la  forme  de  séries  procédant  suivant  les  sinus  et  co« 
sinus  des  multiples  dçs  longitudes  moyennes  nt^ê^ 
rit  -|-  6^  Cette  manière  de  développer  les  fonctions 
R,  fMtf  etc.  9  ne  nous  parait  donc  qu'un  point 
curieux  d'analjrse;  elle  entraînerait  le  calculateur 
dans  des  opérations  beaucoup  plus  longues  que  les 
méthodes  ordinaires,  et  nous  ne  l'avons  exposée  ici 
que  parce  que  plusieurs  ouvrages  en  ont  déjà  fait 
mention 9  et  quil  nous  semblait  utile  d'en  signaler  les 
mconvéttiena^ 

An  reste,  ce  que  nom  avons  dît  précédemment 
suffira,  dans  tous  les  cas,  pour  obtenir  d^nne  ma- 
nière très  approchée  les  valeurs  des  coefficiei»  de 
la  série  qui  résulte  du  développement  de  la  fonction 
perturbatrice ,  toutes  les  fois  que  î  et  f  ne  seront  pas 
de  trop  grands  nombres;  car  on  voit,  d'après  les  va* 
Ï&QT9  de  P'o>  F, ,  P'j, ,  etc.  (^n*  25),  qu'on  sera  obligé 
de  resserrer  de  plus  en  plus  les  ordonnées  du  eube  pa-' 
rabolique  à  mesure  qu'on  considérera  des  inégalités 
dépendantes  de  muHiples  plus  élevés  des  anonialies 
moyennes  des  deux  planètes,  pour  que  les  termei 
dont  cesqnantités  se  composent  ne  changent  pas  trop 
souvent  de  signe ,  ee  qui  nuirait  à  leur  exactitude. 
Il  pourra  donc  arriver  que  les  calculs  deviennent 
impossibles  par  leur  multiplicité,  et  l'on  sera  obligé 
alors  de  renoncer  aux  avantages  qu'offre,  sous  d'autres 
TopporiB,  l'emploi  de  cette  méthode*  Mais  nomB 
reviendrons  sur  cet  objet  lorsque  nous  nous  oc«> 
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caperons  de  réduire  en  nombres  les  formules 
analytiques  des  inégalités  planétaires ,  cette  di- 
gression nous  ayant  déjà  écarté  trop  long -temps 
du  sujet  principal  que  nous  traitons  en  ce  mo- 
nient« 


!•• 
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CHAPITRE   III. 


Inégalités  planétaires  dépendantes  des  carrés  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

2j.  Nous  ayons  divisé^  dans  le  livre  II  y  les  inégalités 
des  planètes  qui  résultent  de  leur  action  réciproque , 
en  deux  espèces  distinctes ^  les  unes  séculaires,  les 
autres  périodiques.  Dans  le  chapitre  VIII  du  même 
livre  >  nous  avons  exposé  la  théorie  complète  des  pre- 
mières^ et  dans  le  chapitre  IX ,  nous  avons  développé 
les  inégalités  périodiques  indépendantes  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons^  et  celles  qui  dépendent  de 
leurs  premières  puissances.  Nous  nous  proposons  ici 
de  porter  plus  loin  ces  approximations,  et  de  présen- 
ter des  formules  générales  au  moyen  desquelles  aa 
pourra  déterminer  les  inégalités  |)ériodiques  dépen- 
dantes d'une  puissance  quelconque  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  et  même  celles  qui  dépendent  du 
carré  des  forces  perturbatrices. 

Dans  toute  inégalité  planétaire  il  y  a  deux  élémens 
à  considérer,  le  coefficient  et  largument  ;  le  premier 
détermine  la  grandeur  de  l'inégalité,  le  second  sa 
période.  Tous  les  termes  du  développement  de  la 
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fiooction  pertarbatrîce  y  qui  dépendent  du  carré  et  des 
puissances  supérieures  des  excentricités  et  des  incli-- 
naisons ,  étant  en  général  insensibles ,  ils  ne  peuvent 
produire  d'inégalité  considérable  dans  le  mouvement 
d  une  planète  y  que  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration leur  fait  acquérir  n*  69»  livre  IL  La  gran- 
deur de  chaque  inégalité  dépend  donc  non-seulement 
de  l'ordre  de  termes  auxquels  elle  appartient ,  mais 
encore  des  modifications  que  les  termes  de  la  fonc- 
tion perturbatrice  auxquels  elle  correspond ,  subis- 
sent dans  les  équations  dilTérentielles  du  mouvement 
troublé. 

Si  le  coefficient  qui  multiplie  le  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  a  une  valeur  considérable  y 
l'argument  prendra  des  accroissemens  rapides,  la 
période  de  l'inégalité  sera  courte,  et  sa  grandeur 
dépendra  uniquement  de  Tordre  auquel  elle  appar-* 
tient  y  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naifloiis  des  orbites.  Dans  la  théorie  des  planètes 
principales»  on  ne  porte  ordinairement  l'approxima- 
tion, relativement  à  ces  inégalités,  que  jusqu'aux 
termes  qui  sont  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
excentricités,  et  qu^  dépendent  de  la  première  puis- 
sance des  masses  perturbatrices.  Cette  approximation 
suffît  ;  et  d^ailleurs  comme  de  pareilles  inégalités  se 
manifestent  promptement  aux  regards  de  l'observa^ 
leur,  il  n'est  pas  à  craindre  que  la  théorie  puisse 
en  omettre  aucune  susceptible  de  devenir  considé- 
rable. 

Si  an  contraire  le  coeûlcient  du  temps  sous  le 
signe  sinus  ou  cosinus  est  une  très  petite  quantité)^ 
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l'arguineBt  croit  alors  avec  une  gratide  lenteur,  la 
période  de  l'inëgalité  est  très  longue ,  et  pendant 
long -temps  on  peut  regarder  ses  aocroissemens 
comme  proportionnels  au  temps.  Ce  n'est  donc  que 
par  la  comparaison  d'observations  très  éloignées  que 
de  pareilles  inégalités  peuvent  devenir  sensibles  i  et 
elles  ont^  co^ime  on  voit,  tous  les  caractères  dt 
véritables  inégalités  séculaires.  On  les  a  nommées 
inégalités  à  longue  période^  et  leur  théorie  est  d'aiH 
tant  plus  importante  dans  l'exposition  analytique  du 
système  du  monde,  qu'après  avoir  été  regardées 
long-temps  comme  une  anomalie  dans  la  loi  de  la 
pesanteur  universelle,  elles  en  sont  devenues  une 
des  preuves  les  plus  convaincantes  depuis  qu'on  en  a 
reconnu  les  véritables  causes. 

C'est  à  Laplace  qu'on  doit  cette  découverte.  Les  oIh 
servations  anciennes  et  modernes  indiquaient  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  dans  celui  de  Saturne 
deux  grandes  inégalités  qu'on  avait  en  vain  cberofaé 
à  expliquer  par  la  théorie ,  parce  qu'on  ne  supposait 
pas  qu'il  put  exister  dans  le  mouvement  des  planètes 
aucune  inégalité  sensible  parmi  les  termes  dépendans 
des  "puissances  des  excentricités  supérieures  à  la  pre«» 
tnière*  Ces  inégalités  jsont  affectées  de  signes  con*« 
traires,  en  sorte  que  si,  par  leur  effet,  le  moyen 
mouvement  de  Jupiter  paratt  s'accélérer ,  le  nioyen 
mouvement  de  Saturne,  au  contraire,  parait  être  re- 
tardé ,  et  vice  versa.  Enfin ,  Laplace  remarqua  en** 
core  que  l'accélérai  ion  du  moyen  mouvement  de  la 
première  de  ces  planètes ,  déterminé  par  Halley,  était 
au  ralentissement  du  moyen  mouvement  de  la  seconde^ 
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à  trèft  peu  prit  comme  U  masse  de  Saturne,  multipliée 
par  la  racine  carrée  de  son  denn<>grand  axe,  est  à  la 
flttsse  de  Jupiter  multipliée  de  même  par  la  racjne  car** 
rée  de  la  moitié  du  grand  axe  de  son  orbite.  Ces  diverses 
relatioiis  sont  celles  qu'indique  la  tbéorie  entre  les  iné* 
fipiites  à  longue  période  de  deux  planètes  réagissant 
Tuiie  sur  lantre*  Gomme  d'ailleurs  les  moyens  mou-« 
Temens  ne  peurent  ôtre  soumis  à  aucune  inégalité 
indépendante  de  leur  configuration  mutuelle,  Laplace 
ne  douta  plus  que  les  inégalités  dont  il  s'agit  ne  ré-^ 
tultaaaent  de  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne j  et  que  ces  inégalités ,  rangées  parmi  celles  que 
l'on  armit  regardées  jusque-là  comme  inappréciables, 
ne  deirtnssent  sensiUes  par  l'effet  de  quelque  circons** 
tance  particulière.  En  effet ,  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes  approchant  beaucoup  d'être 
eoDunensorables ,  en  sorte  que  cinq  fois  le  moyen 
mouYement  de  Jupiter,  moins  deux  fois  celui  de  Sa- 
turne, est  une  très  petite  quantité ,  l'inégalité  &  lon- 
gue période  qui  dépend  de  cet  argument  peut  deye- 
QÎr  considérable  en  acquérant  cette  petite  quantité 
jMMar  drriseur,  quoiqu'elle  soit  au  moins  du  troisième 
ordM  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai-* 
flons.  lie  calcul  confirma  pleinement  cette  conjecture; 
et  c'est  ainsi  que  cette  découverte ,  Tune  des  plus 
belles  de  rAstronomie  physique,  résulta  d'une  suite 
de  considérations  fondées  sur  la  théorie  ^  sans  que  le 
liasard,  quelquefois  si  favorable  même  aux  géom^ 
faw ,  y  ait  eu  aucune  part* 

n  ea  est  de  ménie  de  toutes  les  inégalités  de  l'espèce 
de  celles  que  nous  avons  nommées  inégalités  à  Ion  * 
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gués  périodes;  elles  seront  d'autant  plus  sensiUes^ 
que  les  moyens  niouvemens  des  deux  planètes  qui 
réagissent  l'une  sur  l'autre ,  approcheront  dayantage 
d'être  commensurables;  et  Fou  voit  que  plus  elles 
croîtront  avec  lenteur^  plus ,  toutes  choses  égales  d'ail- 
leurs^ elles  pourront  devenir  considérables.  Parmi  ces 
inégalités^  les  plus  importantes  sont  celles  de  Jupiter 
et  de  Saturne^  à  cause  de  la  grandeur  de  leurs  coeffi- 
ciens;  et^  par  cette  raison^  on  a  été  forcé  de  porter 
dans  leur  calcul  l'approximation  jusqu^aux  cinquièmes 
puissances  des  excentricités  et  dés  inclinaisons ,  et 
jusqu'aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses.  On 
verra  que  les  résultats  qu'on  a  ainsi  obtenus  représen- 
tent les  observations  avec  une  grande  précision.  Une 
inégalité  à  longue  période  existe  encore  dans  le  mouve- 
ment de  la  planète  Uranus;  une  autre,  mais  beaucoup 
moins  sensible,  dans  le  mouvement  de  Mercure  ;  en- 
fin ^  on  a  découvert,  dans  ces  derniers  temps ,  dans 
le  mouvement  de  la  Terre  une  inégalité  de  même 
espèce ,  dont  le  coefficient  est  peu  considérable,  il  est 
vrai  I  puisqu'il  ne  s'élève  guère  qu'à  deux  secondes^ 
mais  que  cependant  les  observations  modernes  ren- 
dent sensible ,  et  qui  doit  être  comprise  désormais 
parmi  celles  qui  servent  à  la  construction  des  ta^ 
blés  du  Soleil. 

La  théorie  des  inégalités  à  longue  période  va  par- 
ticulièrement nous  occuper  dans  ce  chapitre.  Nous 
déterminerons  celles  du  ntyon  vecteur,  de  la  lon- 
gitude et  de  la  latitude,  qui  dépendent  d'une  puis- 
sance quelconque  des  excentricités,  en  employant 
la  méthode  foudée  sur  l'intégration  directe  des  équa- 
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tioDS  différentielles  du  mouvement  trouble ,  et  ensuite 
le  procédé  de  la  variation  des  constantes  arbitraires. 
Ainsi  que  nous  Tavons  fait  dans  le  livre  11^  nous' 
montrerons  l'accord  parfait  de  ces  deux  méthodes , 
et  nous  indiquerons  les  avantages  particuliers  à  cha- 
cune d'elles. 

Dans  l'un  des  chapitres  suivans,  nous  réduirons 
ces  formules  en  nombres ,  en  y  substituant  les  va- 
leurs relatives  à  chaque  planète.  Ce  grand  travail 
avait  déjà  été  en  partie  exécuté  par  divers  géomè* 
très  avant  même  l'apparition  de  la  Mécanique  cé^ 
leite;  cependant  il  n'avait  point  encore  atteint  toute 
la  perfection  désirable  :  de  nouvelles  inégalités  ont 
été  découvertes  depuis  cette  époque ,  et  quelques  er- 
reurs inévitables  dans  les  longues  opérations  numé- 
riques ont  été  signalées  dans  plusieurs  résultats  de 
cet  ouvrage.  J'ai  donc  pensé  qu'il  serait  utile  de  re- 
prendre ici  ce  travail  en  entier,  et  de  profiter  des  re- 
cherches de  tous  les  géomètres  qui  se  sont  occupés 
des  inégalités  planétaires,  pour  présenter  dans  un 
même  ensemble  le  tableau  des  résultats  les  plus  com- 
plets et  les  plus  exacts  qu'on  ait  obtenus  jusqu'à 
présent  dans  cette  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde,  si  importante  pour  la  précision  des  tables 
astronomiques,  dont  elle  est  la  base. 

28.  Reprenons  la  formule  (5)  du  n^  89  du  livre  II  ; 

Si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n*  48,  r=  a(i-f-i/), 
et  qu'on  observe  que  pat;  les  formules  du  mouvement 
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elliptique  on  a  ^=/?*,  on  aura 

OU  bien 

En  faisant  donc^  pour  abréger, 

FssStt — 5tt*+4M?—  51^-1-61^-^7  w*H-8w'—9tt'-f-elc.  > 
l'équation  (i)  deviendra 

"^-i-nVcrr— anVFJ^r—  2/^'R  — r^=o.   (a) 

D'après  l'expression  du  rayon  vecteur,  u,  et  par 
conséquent  F,  sont  des  quantités  de  l'ordre  des  ex- 
centricités ,  il  suffira  donc ,  dans  l'équation  précé- 
dente ,  de  substituer  pour  J^r,  dans  les  termes  multi- 
pliés par  F,  la  valeur  de  cette  quantité  résultante  des 
approximations  qui  précèdent  celle  que  Ton  consi- 
dère. Si  donc  on  substitue  pour  u  sa  valeur  dans  F, 
et  pour  i'r  les  valeurs  résultantes  des  premières  ap- 
proximations,  et  qu'on  fiisse ,  pour  abréger, 

on  pourra  regarder  P  comme  développé  en  une  suite 
de  sinus  et  des  cosinus  des  multiples  des  moyens 

mouvemens  de  la  planète  troublée  et  de  la  planète 

• 

perturbatrice.  Soit  donc  .Q*     (fit  H-  f)  l'un  quelcon- 
que  des  termes  de  cette  suite  ;  en  n'ayant  égard  qu'à 
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ce  terme  y  on  aurt 

^+ n«.rcrr-Q;;';(/8«H-f)  =  o; 
et  Ton  satisfera  à  cette  équation  en  faisant 

On  dëtermineraît  de  la  même  manière  chacun  des 
termes  de  la  valeur  de  rj^r  correspondant  au  terme 
que  l'on  aura  considéré  dans  la  fonction  P  ;  et 
d'après  la  théorie  des  équations  linéaires ,  la  réunion 
de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  complète  de 
la  quantité  rj^r. 

Cela  posé,  considérons  dans  R  un  terme  de  la 
forme  : 

m'kcos  [i(n't  —  n^ -{- g'  —  é)  +  &t<-f- & -f- f). 

En  observant  que  r  —  =  a^  ,  n*  4#  on  aura  re- 
lativement à  ce  terme  : 

et  si  Ton  observe  qu'en  faisant  ^tt  =  i ,  ce  qui  revient 
à  prendre  pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète  m,  on  a  a'n*  =  i  »  il  est 
aisé  de  voir  qu'il  en  résultera,  dans  la  valeur  de 

-:r ,  le  terme  suivant  : 
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où  i  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives  ou  né- 
fjatives  depuis  zéro  jusqu'à  l'infîni. 

Le  diviseur  de  cette  expression  étant  la  différence 
de  deux  carrés,  peut  s'écrire  ainsi 

[/(/z'— n)  +  (Z+l)n]  [/(/i'_w)+(Z_  i)/ï]  ; 

et  si  l'un  dès  deux  facteurs  de  ce  produit  est  une  très 
petite  quantité,  l'inégalité  précédente  pourra  devenir 
considérable* 

Dans  l'impossibilité  où  l'on  est  de.  calculer  rigou- 
reusement toutes  les  inégalités  qui  dépendent  du 
carré  et  des  puissances  supérieures  des  excentricité 
et  des  inclinaisons ,  à  cause  de  leur  multiplicité ,  on 
doit  s'attacher  spécialement  à  celles  qui  peuvent  ac- 
quérir quelque  influence  par  l'intégration,  et  l'ex- 
pression (3)  donne  un  moyen  très  simple  de  les  re- 
connaître à /?hbrf. 

En  effet,  tous  les  termes  du  développement  de  R 
sont  généralement  insensibles,  lorsqu'on  p^sse  la  pre- 
mière puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
à  cause  de  la  convergence  de  la  série  ;  et  si  ces  termes 
produisent  ensuite ,  dans  l'expression  du  rayon  vec- 
teur, quelque  inégalité  importante ,  cela  provient  né- 
cessairement de  ce  que  l'intégration  leur  fait  acqué- 
rir de  très  petits  diviseurs  qui  les  rendent  considé- 
rables. Cette  circonstance  se  présente  toutes  les  fois 
qu'il  existe  quelque  rapport  de  commensurabilîté 
entre  les  moyens  mouvemens  de  la  planète  :  troublée 
et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  inégalités  qui  en 
résultent  dans  les  mouvemens  de  ces  deux  planètes 
croissent  avec  une  grande  lenteur,  puisque  le  coefE* 
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cieDt  da  temps ,  sous  les  signes  sinus  ou  cosinus  dont 
elles  sont  affectées^  est  suppose  une  très  petite  quan- 
tité ;  elles  mettent ,  en  général ,  plusieurs  siècles  à  pas* 
ser  de  leur  maxinuim  au  minimum  de  leurs  valeurs , 
et,  par  cette  raison^  on  les  a  nommées,  comme  nous 
Vayons  dit ,  inégalités  à  longue  période. 

On  voit,  par  ce  qui  précède ,  comment  les  inéga- 
lités de  cette  espèce  peuvent  devenir. considérables , 
quand  même  elles  dépendraient  des  puissances  supé- 
rieures des  excentricités  et  des  inclinaisons* 

Ainsi  donc  9  pour  étudier  complètement  la  théorie 
d'une  planète ,  on  commencera  par  former  les  trois 
quantités  i (n'  —  n)  +  (/  —  î)n,    i(n'  —  n)  -^-In , 
1(71'—  /«)  +  (/+  1)71,  dans  lesquelles  /  sera  Texpo- 
sant  de  la  puissance  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons auxquelles  on  s'est  arrêté  (n""  4)  >  ^^  ^  pourra 
prendre  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives  pos- 
âMes^  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini.  Si  parmi  ces  va- 
leurs il  en  est  qui  rendent  l'une  des  trois  quantités 
précédentes  très  petite,  on  considérera  dans  R  le 
terme  qui  leur  correspond,  et  l'on  déterminera  par 
la  formule  (3)  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  l'ex- 
pression du  rayon  vecteur  ;  on  réunira  ensuite  cette 
inégalité  aux  autres  termes  du  rayon  vecteur  qui  dé- 
pendent du  même  argument,  et  quon  déterminera 
de  la  manière  suivante  : 
Nons  avons  supposé 

— 8a'+  9«'  —  etc. 
On  a  (n*  3) 
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-h  etc.  5 

d^où  Ton  conclura 


y  an  aTe-»-!  «ï— ^tf»")  oot  (/i« -f  •  —  »)  4- 3c»  cos  a(/if  +  •  —  «  ) 
"+•  22-  c»  cos  5  (nf  -f-  •  —  »)  +  etc.). 

I20 

Soit  niaiatenaiit 
G  cos  [iÇn't  '^nt'^  i[—  i)  +  gnt  +  gé  +  »)] 

l'un  des  termes  de  la  valeur  de  —    dépendant    des 

puissances  des  excentricités  et  des  inclinaiscH]^  d'uQ 
ordre  inférieur  à  celui  que  l'on  coosidère ,  et  déjii  éé^ 
terminé  par  les  approximations  précédentes.  Eki  tonh 
binant  cette  valeur  avec  la  précédente ,  il  em  rwiil«« 
tera  dans  la  fonction  an^.VJ^r  des  termes  de  Mtte 
forme 

^  a*n»H  cos[i(»'^  ^  m  +  ê*  —  ê) 
-f-(fir=*=/)(/i^+  é)  +  cP], 

où  i  est  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positiv9f^ 
et  négatives ,  en  y  comprenant  «éro  ;  et  où  Vçffk  doit 
supposer  successivement  y=  i ,  y=  2,  y=  5,  etc. 

Si  parmi  ces  termes  on  choisit  ceux  dans  lesquels 
on  a  g  =b  y  =  Z,  et  où  le  coefficient  H  est  du  même 
ordre  ^  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  ii 
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naîsoQS  9  que  les.  inégalités  que  Von  veut  calculer  ; 
qu'on  les  substitue  dans  Téquatiou  différentielle  (2)  p 
et  qu'après  Tintégration  on  les  réunisse  aux  termes 
qui  rÀultent  directement  de  la  fonction  R ,  et  que 
nous  aTOns  déterminés  plus  hant^  on  aura  toutes 

les  inégalités  de  —  qui   dépendent  de  Targument 

i(n't  —  ?U)  ^  bit  f  et  qui  peuvent^  par  consé- 
quent, devenir  sensibles  dans  l'expression  du  rayon 
yecteor.  On  troure  ainsi 

!— iii»XHco»p(n'f  — «14- •'—•);»-/««  4- /•  +  /]  ) 

la  caracléristique  Z  devant  comprendre  tons  les  ter- 
mes de  la  fonction  ïVr  qui  dépendent  de  l'argument 
m't  -f-  (Z — i)nt,  et  qui  sont  de  l'ordre  /  par  rap- 
port aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

£a  donnant  k  î,  dans  cette  formule,  toutes  les  va- 
leurs entières  positives  et  négatives,  y  compris  zéro , 
on  aura  toutes  les  inégalités  du  rayon  vecteur  de  Tor* 
dre  l  dans  lesquelles  le  coefficient  de  nt  surpasse  ou 
est  surpassé  par  celui  de  n^t  de  /  unités. 

39.  Déterminons  les  termes  correspondans  de  la 
valeur  de  «Tp;  on  a,  par  la  fommle  (6)  du  n*  8g  du 
livre  n, 

^  = •.  (5) 

y  t  —  e* 

En  négligeant ,  poar  fins  de  simplicité ,  le  dénomi- 


(4) 
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nateur  \/i  —  e*,  et  en  ne  considérant  d*abord  que 
la  partie  de  cTp  qui  dépend  de  la  fonction  R,  on 
aura 

J^f;  =  _  Zafndtfd'K  —  2a  fr  (^) .  ndt  ;     (6) 

par  conséquent  y  en  vertu  du  terme 

m'k  cos  [i{n't  —  71/  +  g'  —  e)'^'lnt -^U  +  6], 
que  cette  fonction  renferme ,  on  aura 

I  et  /  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives,  y  compris  zéro. 

Si  la  quantité  i(n^ —  ri)  -H  In  est  très  petite,  il  en 
résultera  dans  J^p  une  inégalité  d'autant  plus  sen- 
sible, que  le  carré  même  de  cette  quantité  entre 
comme  diviseur^dans  l'expression  précédente.  C'est 
donc  spécialement  au  calcul  des  inégalités  qqi  sont 
assujetties  à  cette  condition  qu'il  faut  s'attacher  ;  et 
elles  sont  d'autant  plus  importantes  à  considérer,  que 
le  moyen  rpouvement  de  la  planète  m  est  affecté  lui- 
même  des  mêmes  inégalités.  En  effet,  en  faisant 
Ç  z=/ndt,  on  a  (n^  43 ,  livre  II) 

« 

J^Ç  =  —  Zf/andt.dR. 

En  n^ayant  donc  égard,  dans  le  développement  de 
la  fon<^on  R,  qu'au  terme  que  nous  considérons,  on 

* 

aura 

''f=£ip£^$^-''*"''ti{'«'<-»t+.'-.)+^«+/«+c]. 
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La  partie  de  J'v  qui  a  pour  diviseur  le  carre  de 
i(jn! —  n)  +  In  est  donc  celle  qui  résulte  de  la  varia- 
tien  du  moyen  mouvement  dans  lexpression  de  la 
longitude  moyenne  nt  -|-  €.  Le  second  terme  de  cette 
expression  dépend  de  la  variation  de  l'époque  ;  mais 
comme  le  premier  est  généralement  beaucoup  plus 
considérable  que  les  autres,  on  pourra,  sans  erreur 
sensible,  appliquer  au  moyen  mouvement  la  va- 
riation entière  de  S^  calculée  par  la  formule  précé- 
dente. 

Lonsidcrons  mamienant  la  partie  --; ou 

^d.rtr — drit  jt     1,  •        j      in      t  ^«^  '  2d.rtr 

7-^- de  1  expression  de  (Pv.  La  quantité  —rrr 

s'obtiendra  immédiatement  en  multipliant  le  coeffi- 
dent  de  l'expression    précédente  de    —^  par 


-^  -jui i i  ^  et  en  changeant  ensmte  les  cosmus 

en  sinus.  Pour  plus  de  simplicité,  nous  la  laisserons 
sons  cette  forme. 

Quant  à  la  quantité  ^-^>  c'est  d'elle  que  résul^ 

tent  dans  cTi^  les  termes  indépendans  de  R,   qu'on 
calculera    de    la    manière    suivante     :     Féquation 

r=€t(i  -f-  u)  donne,  en  différentiant  — 7-  =  — i-.  En 

^      '       ''  '  andt        ndt 

vertu  de  la  valeur  de  u  rapportée  plus  haut ,  on  aura 
donc 


Tome  III.  10 
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+  (e* —  xe^  jsin2(w^+€ — cû) 

+  1  e*  sin4  (/ï^  +  «  —  û)  ) 

+  etc. 

Représentons  par  h  cos /(nt-^e  —  co)  un  terme 
quelconque  de  cette  suite  ^  et  considérons  comme 

précédemment  dans  —  le  terme 

G  cos[/('i'^ — /il+é' — f)  +  gnt  +  g6  +  yi']. 

Si  Ton  combine  ce  terme  ayec  ceux  dont  se  com- 
pose l'expression  précédente  de  —^ ,  il  en  résultera 

dans  le  produit  — y  .  —  une  suite  de  termes  de  cette 
forme  : 


g  et  i  étant  susceptibles  de  toutes  les  valeurs  posi- 
tives et  négatives  y  y  compris  zéro,  et  le  signe  supé^ 
rieur  ayant  lieu  quand  /est  pris  positivement  et  le 
signe  inférieur  dans  le  cas  contraire.  On  voit  de  plus, 

par  l'expression  de  —j ,  que  f  est  l'exposant  de  la 
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paissance  la  moins  élevée  de  l'excentricité  e  dans  la 
série  que  h  repr^nte. 

Si  dans  la  suite  de  termes  ainsi  déterminés  on 
choisit  ceux  où  l'on  a  gzizj'z=:lf  et  si  on  les  réunit 
aux  termes  qui  résultent  directement  du  développe- 
ment de  Ry  et  dont  l'expression  a  été  donnée  plus 
haut ,  on  aura  alors  tous  les  termes  de  cTt^  qui  dépen- 
dent de  l'argument  i(/i'  —  n)t  -|-  Int ,  et  que  l'inté- 
gration peut  rendre  sensibles.  On  trouvera  ainsi, 

/  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  positives 
ou  négatives  y  j  compris  zéro,  /étant  le  nombre 
d'unités  dont  le  coefficient  de  n't  surpasse  ou  est 
surpassé  par  le  coefficient  de  nt,  et  le  signe  Z  devant 

comprendre  tous  les  termes  du  produit  — -^  qui  dé- 
pendent de  l'argument  i(n' — n)  t^-i-lnt,  et  qui  sont 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  du 
même  ordre  que  K. 

La  période  des  inégalités  du  rajon  vecteur  et  de 
la  longitude  dont  nous  venons  de  donner  l'expression 
générale  étant  supposée  très  longue ,  les  élémens 
elliptiques  des  orbites  de  m  et  de  m!  changeront  pen- 
dant cet  intervalle,  en  vertu  de  leui's  variations  sé- 
culaires; et  pour  l'exactitude  des  résultats,  il  sera  né- 
cessaire d'avoir  égard  à  ces  altérations  dans  les  for- 
mules précédentes.  C'est  à  quoi  l'on  parviendra  très 
simplement  de  la  manière  suivante  : 
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Nous  supposerons  aux  termes  du  développement 

de  R  qui  dépendent  de  largument 

i(n't  —  71^  +  é'  —  e)  +  Zw^  +  &  cette  forme  ; 

K  =  mVûn[i{p!t—nt  +  ^  —î)+lnt  +  U'\ 
H-  mlf'cos\^i{n't  —  nt+  e—î)  +  lut  +  U]. 

En  différentiant  par  rapport  à  tz^,  on  aura 

Si  l'on  intègre  maintenant  cette  expression  par 
parfies  en  y  regardant  P  et  P'  comme  des  fonctions 
variables  des  élémens  des  orbites  de  m  et  de  m', 
on  aura 

.    ^    ,  ^w««       3//  —  i)m'an* 

fp/,  ^^ 3J»P^ 

|_  Tp M[F 3t/«P    

I      L        ['  ("'—  «)  +  '«]  ''^       C«  ("'  —  ")  +  In]  ^dt* 

Les  quantités  ^ ,    ^  ,   -^  ,     etc. ,    décroissant 

avec  une  grande  rapidité,  vu  la  lenteur  des  variations 
séculaires  des  élémens  elliptiques ,  on  pourra ,  dans 
la  plupart  des  cas,  n'avoir  égard  qu'aux  deux  pre- 
miers termes  des  séries  précédentes. 

On  aura  ensuite ,  en  vertu  de  la  valeur  précédente 
deR, 
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c/P 
— a^T^  C05  [i(/i't— /!«  -f- 1'— O+Z/il-f-Zi] 


'San 

Il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  variations  des  quan- 
tités P  et  P'  dans  ce  terme ,  qui  est  toujours  très 
petit  relativement  au  précédent;  la  valeur  de  J^v 
deviendra  ainsi 

a*ndt       a  1 

/3{i  — /)iit'tfn«  r„,  .  a<fP  "î        aw'/rn        JP)    .  ^.,  ,         .  /    .  .  ,      .  ,,l 

i£i(/i -/i)-f-//tj*  L        \i{n-n)+ln]dlj     i{n  ^m+ln     dai  ^  j 

l[i(ir-/i)-H//ij«  L        [«(/i'-n)-f./n]dtj     i(/i'-/i)-|-//i     da  f       '' ^  '  \ 

On  obtiendrait  relativement  au  rayon  vecteur  une 
expression  semblable  ^  en  introduisant  à  la  place  de  R 
sa  valeur  précédente  dans  l'équation  différentielle  (i), 
et  en  l'intégrant  ensuite ,  en  ayant  égard  à  la  varia- 
bilité de  P  et  F;  mais  comme  les  termes  qui  en  ré- 
sulteraient dans  l'expression  de  —^  sont,  à  très  peu 

près,  insensibles,  nous  nous  dispenserons  de  cette 
opération. 

Pour  déterminer  les  valeurs  de  -=- ,    -rr  •  -j-  > 

dt  ^     di^  ^     dt     ^ 

-TT- ,  etc. ,  il  faudrait  différentier  les  quantités  P  et  P' 

par  rapport  aux  élémens  elliptiques  que  ces  quantités 
renferment,  en  substituant  ensuite,  au  lieu  des  dif- 
férences de  ces  élémens,  leurs  valeurs  ordonnées 
par  rapport  aux  puissances  du  temps ,  on  aurait  les 

,    JP     ^»P       dV      d-V       ,         j,     , 
expressions  de -^ ,  -^  *   '^>  -^.f  «^c.,   develop- 
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pées  de  la  même  manière  ;  en  s'en  tenant  aux  termes 
multipliés  par  le  carré  du  temps  ^  l'expression  précé- 
dente de  J^i'  prendra  alors  cette  forme  : 

+(  A'  4-  Wt+Gt^)cos[i{n't— nt+€!^é)+ lnt+ le] , 

et  cette  expression  pourra  s'étendre  en  général  à  plu- 
sieurs siècles ,  ayant  et  après  l'instant  que  l'on  aura 
choisi  pour  époque. 

Mais  dans  les  applications  il  sera  plus  simple  de 

déterminer  les  valeurs  de  ^ ,  -^ ,  ^ ,  -^  ,  de  la 

manière  suivante.  L^expression  4^  P  au  bout  du 
temps  t  sera  généralement 

Cette  expression ,  en  s'en  tenant  aux  termes  dé^ 
pendans  du  carré  du  temps  ^  pourra  s'étendre  a 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que 
Ton  a  choisi  pour  époque. 

Cela  posé  on  calculera ,  en  ayant  égard  aux  varia- 
tions que  subissent  dans  cet  intervalle  les  élémens  des 
orbites  ^  les  valeurs  de  P  pour  deux  nouvelles  époques 
distantes ,  la  première  de  if,  la  seconde  de  t^,  de  celle 
d'où  l'on  compte  le  temps  t*  En  nommant  P^  et  P«  ces 
valeurs^  on  aura 

•  *^       dl      *^    i  .2      dl*  * 
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d*où  Ton  tire 

dT  _    f*»(P,  —  P)  —  r'*(P^  —  P) 
dt    ~  ififZrr^  ^ 

ép^  _         f^(P^_P)— /'(P,— P) 
IF^  ^  *        ??(?^ 0 

On  aurait  de  la  même  manière  les  valeurs  de  --?- 

ai 

et  de  -rr. 

Dans  la  plupart  de  ces  cas^  c'est-à-dire  lorsque 
les  inégalités  que  l'on  veut  déterminer  ne  sont  pas 

très  considérables ,  on  peut  y  comme  nous  lay  ons  dit 

d'P 
plus    haut   dans  l'expression  de   ^v^  négliger  -^ 

et  -j^  ;  on  aura  alors  simplement 

dP"        F,  —  r 


dP  _  F,  — P  dP^ 

dt  '^       i      ^  dt 


t'  désignant  ici  un  intervalle  de  deux  à  trois  siècles 
qui  sépare  les  époques  pour  lesquelles  les  valeurs 
de  P,  P, ,  F  et  P',,  ont  été  calculées. 

3o.  La  formule  (8) ,  lorsqu'on  néglige  les  ter- 
mes dépendans  des  différences  ^r  ^^  "^  9  d<>^t  coïn- 
cider avec  la  formule  (7).  C'est  ^  en  effet ,  ce 
dont  il  est  facile  de  s'assurer  en  développant  cette 
dernière,  et  en  observant  que  par  la  comparaison 
des  deux  expressions  que  nous  avons  supposées  aus 
termes  de  R  que  nous  considérons^  on  a 

F  =  ^cosff,         P  =— Asinff. 


i5x  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Réciproquement,  il  est  souvent  utile  dans  la 
théorie  des  perturbations  planétaires  de  réunir  en  un 
seul  terme  les  diverses  parties  d'une  inégalité  dépen- 
dante d'un  argument  déterminé  ïn'  —  in.  Pour  cela  > 
on  commencera  par  décomposer  ces  différentes  par- 
ties y  de  manière  à  donner  à  leur  somme  la  forme 
suivante 

lism(j!n't — /7i<+ ^'^ — i^) + Bcos(m'^ — //i^ + ^^^ — ^)  • 

Si  l'on  suppose  ensuite  que  l'inégalité  dont  il  s'agit 
devienne 

L  sin  (i'n't  —  int  +  /V  —  /g  +  6) , 
on  aura  pour  déterminer  L  et  6  les  deux  équations 

L  =  V/ÂH^%   tang  9=  ? 

Ces  transformations  nous  seront  très  utiles  dans 
la  suite. 

3 1 .  Lorsque  la  valeur  de  —  sera  déterminée ,  il  sera 
facile  d'en  conclure  celle  de  — .  En  effet,  si  l'on  désigne 

par  —  la   partie    de    —   qui  dépend   de    l'angle 

i{p!t  —  n^  +  ê'  —  é)  +  //i^  +  ^   et    par 

2N cos {i{n't  —  nt  +  é'^i)  +Jnt  +/«  +  % ]  les 
autres  termes  dont  cette  quantité  se  compose  ,  on 
aura 

^=^{^''+2Ncos[<n'<-«/+€'-0+/n<+y^+%]|- 


Si  Von  substitue  pour  -sa  valeur  i  +w,  et  que  dans, 
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le  produit  «2Fcos[/(w'^ — nt+t — é)'j-fnt+fé+x]  > 
on  ne  conserve  que  les  termes  dépendans  de  l'angle 
^'t  —  7î^  +  ^  —  é)  +  /«<  +  /é ,  que  pour  abréger 
on  désigne  ces  termes  par 

2Lcos[/(7î'^  —  nt  +  €'  —  Cj  +  lnt  +  h'\-  0], 

réquation  précédente ,  en  n'ayant  égard  qu'aux 
termes  qui  dépendent  du  même  argument,  don* 
nera 

-^=^— 2Lcos[i(w'<— n^+€'— 6)+/n^+&+0]. 

52.  II  nous  reste  à  déterminer  les  inégalités  du 
mouvement  de  la  planète  en  latitude.  On  pourrait 
employer  pour  cela  la  formule  (7)  du  n°  89,  livre  II. 

d^ .  ri's    .    u  ,  r^s  dK  ,    . 

-dF—^—i^ -^='*-       (9) 

Comme  cette  équation  suppose  que  l'on  prend 
pour  plan  fixe  celui  de  l'orbite  primitive,  après 
avoir  diflerentié  par  rapport  à  z  la  fonction  R^  on 
fera  z  =  o  dans  le  résultat ,  et  l'on  formera  le  déve- 
loppement de  la  fonction 

dK         ,  ,(  I  I  ) 

par  les  mêmes  moyens  que  nous  avons  employés 
pour  le  développement  de  la  fonction  R.  On  peut 
d'ailleurs  déduire  ces  deux  expressions  l'une  de  l'autre 
au  moyen  des  formules  du  n*  4;  l'équation  (9) 
ayant  même  forme  que  l'équation   (\)j  s'intégrera 
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ensuite  de  la  même  manière^  et  donnera,  par  des 
approximations  successives,  les  inégalités  de  la  lati- 
tude de  tel  ordre  qu'on  voudra ,  par  rapport  aux 
puissances  et  aux  produits  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

Mais  comme  les  inégalités  de  la  latitude  sont  en 
général  très  peu  considérables,  il  suffira  de  déter- 
miner celles  qui  pourraient  devenir  sensibles  par  les 
très  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  ac- 
quérir. Alors  il  sera  plus  simple  d'employer  à  cette 
détermination  les  formules  relatives  à  la  variation 
des  constantes  qui  fixent  la  position  du  plan  de  l'or- 
bite. On  aura,  n°  86 ,  livre  II , 

S's^zJ'qsmÇy  —  U)  —  (^pcos(^f — FI),     (lo) 

Et  pour  déterminer  J^p  et  J'q ,  on  aura ,  n*  4  ?  les 
formules 

Y  andt  1      dK 

apz=. .         cos  -  y  -y-; 

,  andt         rdK    ,     i  ^^/dR    ,    dE\n 

Si  l'on  se  borne  à  considérer  dans  l'expression  de 
la  latitude,  parmi  les  termes  dépendans  d'un  atigu-^ 
ment  donné  ceux  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons^  on 
pourra  négliger  les  termes  multipliés  par  e*  et  y*  ^ 
dans  ces  deux  expressions ,  ce  qui  donne  A  =  sin  ^  f 
on  aura  simplement  ainsi 

dp  z=z  "-^  andt  -T— , 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  i55 

Soit  donc 

m'A  X^  cos(i'n't  —  int  +  B  —  agH  ) 

nn  terme  quelconque  de  R  dépendant  de  l'angle 
in't  —  int.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme  ,  on 
aura 

-^  =  agm'Ax'*—  cos(iV<  —  int  +  B  —  agH), 
^ = 3gm'  AX"*"'  sin  (t'n'f  —  m/  +  B  —  agH), 
et  par  conséquent 

/p  =  _  î^^  X'*-  sin  (/'/l'f  _  w,<  -t-  B  —  2gn)  , 
J^^  =  _  ^^!:£f!î  x»*-  cos  (Cn't  -  m<  +  B  —  agH). 

'  in  —  in  ^  "' 

Ea  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (lo)  , 
on  trouvera 

JN^  _^^X^-'sin[iVf.mf-H-B-(2g.i)n].  (i  i) 

On  aura  donc  ainsi  les  inégalités  de  la  latitude  cor* 
respondantes  aux  termes  de  R  qui  dépendent  de 
l'angle  tn't  —  int  y  et  que  la  petitesse  du  diviseur 
fn'-'^in  peut  rendre  sensibles.  L'expression  de  J^s  ne 
renferme ,  il  est  vrai ,  ce  diviseur  qu'à  la  première 
puissance;  et  sous  ce  rapport^  Tinégalitë  qui  en 
résulte  doit  être ,  par  conséquent ,  beaucoup  moins 
considérable  que  l'inégalité  correspondante  de  la  Ion-* 
gitude  moyenne;  mais^  d'un  autre  côté,  l'ordre  de 
son  coefficient  se  trouvant  abaissé  d'une  unité ,  cette 
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circonstance  doit  contribuer  à  augmenter  sa  valeur* 
Au  reste,  toutes  les  inégalités  de  la  latitude  d'un 
ordre  supérieur  au  premier  sont  insensibles  dans  les 
mouvemens  des  planètes,  excepté  relativement  à 
Jupiter  et  à  Saturne ,  à  cause  du  rapport  de  corn- 
mensurabilité  qui  existe  entre  leurs  moyens  mou- 
vemens. 

33.  Si  l'on  veut  rapporter  le  mouvement  de  tti  à  un 
plan  fixe  très  peu  incliné  a  celui  de  son  orbite  primi- 
tive ,  qu'on  nomme  (p  l'inclinaison  de  cette  orbite  sur 
ce  plan  ,  9  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  et 
if'  la  projection  de  i^  sur  le  plan  fixe ,  en  supposant 
que  m  ne  quitte  pas  le  plan  de  son  orbite  primitive  > 
on  aura,  à  très  peu  près, 

if'  —  6  =  i^  —  ^  tang*^sin  2  {v — 6), 
s  =  tang  ^  sin  (  ^  —  9  )  , 
ou  bien 

(;'  —  6=i'  —  ^s  tang  (p  cos  (  ^ — fl  ). 

Si  donc  on  fait  croître  la  latitude  ^  de  cT^,  on  aura 

if' — 9=i^ — ^tang*(psin2(^ — G) — ^cr^tang(pcos(i^ — 6). 

On  voit,  par  conséquent,  que  la  variation  de  la 
latitude  introduit  dans  l'expression  de  la  longitude 
rapportée  à  un  plan  ^fîxe  ,  des  inégalités  dépendantes 
des  carrés  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons;  mais  les  termes  qui  en 
résultent  sont  insensibles  même  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

34*  Nous  allons  considérer  en  particulier  les  inégalités 
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dépencUmtes  du  carré  et  des  produits  des  excentricités 
et  des  inclinaisons.  En  ne  portant  Tapproximation  que 
jusqu'aux  termes  dépendans  des  premières  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons^  on  a  trouvé^ 
n*  85  du  livre  II , 

-h  mVECO  coi  [t  {n't  —  /i£  -f  •'  —  •)  +  «f  H-  •  —  •'] . 

En  supposant  1  =  2  dans  les  formules  (4)  et  (7)  (*), 
on  trouve  ainsi  : 

3    ,  ^  f     (C<0-h D(0)c*cos  [i\Vt  —  nt  -4-  •'—  #^.-f-  ^nt -fat  —  q«]  i 
I -m  /î«. ^ 4.E(0ee'co8  [i(/i't  —  nt  -+-  •'—  •)  +  a/it  -f-  a*  —  •'—  »]     I 

a»  [1  (n'—  /i)  -h  3/»]  [«  (/i'—  /i)  +  n] 

_  a.</(rjy)     m^  I     (C(O-f-D(O)enin  [/(n'r— /2«  -f-«  —  •'+  ant +a#— a»]  I 
*'"''i^"^«       a     |  +  E(0<?c'iin[«(/i'«~nt  +  *'— •H-a/if  +  af  — •'— »]   ji 

{V        ^    '  •  am'/ia'-T-    I 

[i(/i'— /i)-+-a/ï]*         i(/i'— n)-f-a/iJ       ""  ^  -t-      y-r-      -i-    -r-j  . 

En  donnant  à  /  toutes  les  valeurs  positives  et  néga- 
tives, en  y  comprenant  zéro,  on  aura  toutes  les 
inégalités  du  second  ordre,  dans  lesquelles  le  coeffi- 
cient de  n't  surpasse  celui  de  nt  ou  est  surpassé  par 
lui  de  deux  unités. 

Si  la  quantité  in'  +  (2  —  i)n  diffère  peu  de  db/i, 
l'un  des  diviseurs  i(n'  — •  w)  +  5/2  ou  i(n'  —  n)  +  n 

étant  peu  considérable,  l'expression  de  — ;  peut  ac- 
quérir une  valeur  sensible.  Si  la  quantité  m'-|-(2— î)/i 
est  très  petite ,  les  termes  de  l'expression  de  JV  et 

{*)  Les  valeurs  de  F,  pages  i4i  et  142,  doivent  être  changées 
de  signes. 


(A) 
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ceux  de  la  valeur  de  — ^  qui  ont  cette  quantité  pour 

diviseur,  pourront  donner  lieu  à  des  inégalités  con- 
sidérables. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

des  carrés  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des 
orbites  et  de  l'angle  i{p!t — /i^  +  e' — 6)-f-2«^  +  2«, 
on  aura 

—  =  -I  +  2.  (C(0+  2D(0)c«  cos  [i  {n't  -^nt-h  •'-  •)  -f  anf-f-  at  —  a*»]  - 
+  —  ECOcc'coi  li{nU  —  n«  -f- •'—  •)+  awt  +!it—  •  —  •']. 

La  fonction  R  renferme  des  termes  de  Tordre  du 
carré  des  excentricités  et  des  inclinaisons  qui  dépen- 
dent de  l'angle  i(nU — ti^+é'  —  e).  Supposons  qu'en 
n'ayant  égard  qu  a  ces  termes  on  ait 

R  =  rrifk' cos  {i(n't  —  nt  -\-'  é  —  ^  )  -|-  p  ]• 

En  faisant   /  ==  o  dans  les  formules  générales  (4) 

et  (7) ,  on  aura  pour  les  inégalités  de  —  et  ^s^  dé- 
pendantes du  même  argument  y 

3    ,  ^   f     DCOc»cof  i  {nft  ^nt-^Z-^t)  > 

;"*"*•!  -fECOce'coi  [i  (n't  —  nt  +  .'—  ,)  +  a,  —  .']   f 

ir==  [i(/i'  — /i)  -i-  «]  [i  (»'  —  /i)  —  n]  \^Q 

""  «■/îrft  "*"  2  l-f.ECOcc'sin  i  (n'f  —  wt  -f-  §'—  »)  -f  »  —  «^  I 

T— T7«*  —  7-7 .f^^-T-  \  ^^^  [*('»^  —  /î«  +  •'—  •)  +  fl 

Si  la  quantité  i(n' — n)  diffère  peu  de  db  n  ^  alors 
l'expression  de  — j  peut  acquérir  une  valeur  sensible 
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en  vertu  de  l'un  des  très  petits  diviseurs  i{rJ —  n)  -|-  /i 
ou  i(/i' — n) — n  qu  elle  renferme  ;  enfin  si  la  quantité 
i{p!  —  n)  est  très  petite ,  c'est-à-dire  si  les  moyens 
mouvemens  des  deux  planètes  différent  peu  l'un  de 
l'autre,  il  en  résultera  des  inégalités  qui  peuvent  de- 
venir très  sensibles  dans  l'expression  des  longitudes 
des  deux  planètes. 

En  désignant  par  —  la  partie  de  —  qui  dépend 

de  l'angle  £(/i'^— 7i^+ €' — î)  et  qui  est 'de  l'ordre 
des  csLTvé&  des  exœntricités  et  des  inclinaisons^  on 
aura  : 

^=  2^4.!1(2D<'^— C«Vcos/(/i'^— n<  +«'—«)) 

i  devant  être  pris  avec  le  signe  +  et  avec  le  signe  — 
dans  toutes  ces  formules.  Les  formules  (C)  et  (D)  in- 
troduisent,  comme  on  voit,  dans  l'expression  du 
rayon  vecteur  et  de  la  longitude,  des  termes  du 
second  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons,  qui  dépendent  des  mêmes  argumens  que 
les  termes  indépendans  de  ces  deux  élémens. 

Les  formules  (A),  (B),  (C)  et  (D)  donneront  toutes 
les  inégalités  du  rayon  vecteur  et  de  la  longitude , 
dépendantes  des  carrés  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons ;  mais  comme  leur  nombre  est  trop  considé- 
rable pour  qu'on  les  puisse  calculer  toutes,  on  se 
bornera  à  déterminer  celles  qui  sont  assujetties  à 
lune  des  quatre  conditions  énoncées  plus  haut ,  et 
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qui ,  par  cette  raison ,  peuvent  acquérir  une  valeur 

sensible. 

Si  Tune  des  inégalités  de  la  longitude  est  suscep-^ 
tible  de  devenir,  considérable  il  sera  nécessaire ,  dans 
l'expression  de  cT^ ,  d'avoir  égard  à  la  variabilité  des 
élémens  des  orbites,  on  pourra  recourir  alors  à  la 
formule  générale  (8)  ,  et  elle  donnera  sans  peine  des 
formules  applicables  au  cas  où  l'on  considère  les  iné- 
galités dépendantes  du  carré  des  excentricités  et  des 
inclinaisons. 

55.  Considérons  maintenant  les  inégalités  dépen- 
dantes des  cubes  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 
Comme  ces  inégalités  ne  deviennent  sensibles  que  par 
les  petits  diviseurs  que  l'intégration  leur  fait  acquérir, 
on  peut  se  borner  à  calculer  les  termes  qui  sont 
affectés  de  ces  diviseurs. 

Pour  cela,  supposons  que  par  l'approximation 
précédente  on  ait 

=  h  COS[/(7l'^ 7Z<-f- g'  —  g)  +  2nt  +  2g  +  cT], 


a* 


Le  coefficient  h  étant  affecté  du  très  petit  diviseur 
iYtz'  — /z)  +  5/2.  Il  en  résultera  dans  —  le  terme 

hcos  [i(n't  — 71^  +  fi'  —  é)  +  2nt  +  j2é  +  cT]. 

Et  cette  valeur  de  —  introduira  dans  Féquation 

différentielle  (i)  des  termes  dépendans  de  Tangle 
i(rit — nt-^è' — 6)+5>z^+36,  et  des  termes  dépen- 
dans de  l'angle  i(n't  —  ti^  +  «'  —  s)  -|-  7i^  +  €,  qui 
auront  pour  diviseur  i(ri'  —  n)^5n,  d'après  ce  que 
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nous  ayons  dît  n®  :i8;  en  ne   considérant  que  ces 
tenues  y  on  aura 

3 

En  faisant  doncZ=3  dans  la  formule  générale  (4)» 
et  en  observant  que  Ton  peut  négliger  /(/i'— n)-|-  3/i 
devant  n  dans  les  diviseurs  de  cette  expression ,  on 
aura ,  en  ne  considérant  que  les  termes  qui  ont 
/(n'—  7i)+5w  pour  diviseurs , 

r4t  3 

--  = eAcos  \i{r{t  —  m+  1'— 1)+  3n/  +  3i  —  #  +  «fi 

-j eh  CO8  [i(n'<  —  n/  +  1'  —  %)  ^  nt  +  t+ m  +  f] 

/(n— 7i)-|-3/i  ^  •' 

£n  vertu  de  cette  valeur  et  de  la  précédente 

rit 


û* 


h cos \i{n*t  — nt-^-e'  — €)  +  2/1^  +  2«  +  /j  , 


on     aura  pour  la  partie  de  —  qui  a  pour  diviseur 
i{n' — n)  +  ^n 

m 

IL, 

-  =  hco^i{n't  —  /ï^  +  e  —  é)  +  27ii  H-  ac  +  cT] 

—  ehcos\y^rit — nt  '\-  é' — c)  +  3/i^  +  56 — û^+eT]! 
-f-  eh  cos[i[n't  —  n^  +  è'  —  g)  4- n^+  .+  &>  +  cT]  /  (^) 

Tome  III.  11 
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l'équation  (S)  peut  s'écrire  ainsi , 

En  ne  considérant  que  les  termes  qui  dépendent 
de  l'angle  /(w'<  —  w^+e' — e)~\-nt-{-e,  et  qui  ont  pour 
diviseur  /(/i'— /i)+3w,  en  vertu  des  valeurs  précé- 

1*ut*  aïï* 

dentés  de— r-  et    —,  on  trouve 

, =a  —  (  -^ I  ehnxk  [i(»'t— /i«-^f  — fi^-n t+t-|*«*M J 

a^ndt  V        «  3/  "• 

La  quantité  £(n' — 72)-|-37î  étant  très  petite,  dans  le 
coefficient  de  cette  inégalité  on  peut  supposer,  sans 

erreur  sensible ,  /(/i'— w)= — 5w;  la  partie  indépen- 
dante de  R  de  la  formule  (5)  introduira  donc  dans 
l'expression  de  i'\f  le  terme 

-|-|eAsin[f(n'^ — 71^  4-6' — 6)4-w^4-Ê  +  û>  +  J^]. 
En  vertu  de  la  valeur 

—  z=zh  cos  [i(n't  - —  nt+if  —  g)  +  nnt  +  m  -f-  cf  ]  ; 

le  terme      '  .    introduit  dans  le  S'v ,  le  suivant  : 

anai 

' —  H^— ^)    ^-.3^sin[t(7i'f — n^+/— e)+3/ï^-j-2€+<r], 

ou  bien  en  observant  qu'on  a  à  très  peu'  près. . . .  . 
i(n^  7—  7i)  +  5/1  ==:  o ,  le  terme 

+  2h  sin  [iÇn't  —  nt  +  î'  —  î)+2nt+2i+  cT]  ; 

le  terme -j-'     donnera  celui-ci  : 

ai 

—  ^eh  sin  [i(n't —  n^+g' — î)^5nt  -f-  3g —  û»  +  ^  ]. 

En  réunissant  donc  les  différentes  parties  de  J^(/; 
faisant  /sSdans  la  formule  générale   (7),   et  en 
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ne  considérant  que  les  termes  qui  ont  i{n!  *— /i)  +  Su 
pour  diiriseur^  on  aura 

^=— -eA  Mn  [i{nU  ~  nf  +  •'  —  •)  +  3nf  +  3f  —  •  +  /] 

—  oh  lin  [i  {nt  -^  nt  -Sr  %'  —  •)  -4-  anf  -f.  a»  -4-  /] 

5 
•^-eh  fin  [i(n't  —  /i£  +  /  —  ,)  -4.    i,«  +    ,  -f  •  -f  /]  /    (P) 

Les  formules  (E)  et  (F)  donneront  toutes  les 
inégalités  du  troisième  ordre  croissant  avec  une 
grande  lenteur^  et  qui  peuvent  devenir  sensibles  en 
acquérant  par  Tintégration  un  très  petit  diviseur. 

36.  On  pourra  donc ,  au  moyen  des  formules  des 
n"^  28  et  39  >  déterminer  toutes  les  inégalités  de  m 
dépendantes  d'une  puissance  donnée  des  excentricités 
et  des  inclinaisons,  qui  peuvent  avoir  une  valeur  sensi- 
ble. Mais  lorsqu'il  s'agit  seulement,  comme  dans  le  nu- 
méro précédent ,  de  calculer  quelques  inégalités  parti*- 
culières  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  il  est 
plus  simple  d'employer  la  méthode  de  la  variation  des 
constantes  arbitraires ,  qui  donnera  immédiatement 
toutes  les  inégalités  d'un  ordre  quelconque,  qui  de- 
viennent sensibles  par  les  petits  diviseurs  que  l'inté- 
gration leur  fait  acquérir,  sans  qu'on  soit  obligé  de 
s'occuper  des  inégalités  d'un  ordre  inférieur. 

En  effet,  soit 

f  un  des  termes  du  développement  de  R.  D'après  la  loi 
de  ce  développement,  n*  4f  ^  ^^  ^  étant  supposés  posi- 
tif, et  /  plus  grand  que  /,  le  coefficient  m  sera  de  l'ordre 

II*. 
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l  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux ,  de  quatre ,  etc. , 
unités  f  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons ;  en  sorte  que,  si  parmi  les  inégalités  dépen- 
dantes de  Tangle  i{n't — nt)'{-lnt^  on  n'a  égard  qu'à 
celles  qui  sont  de  Tordre  le  moins  élevé ,  relativement 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  m  sera  de  la 
forme  e^e'-^' A*^"A ,  y ,  y  et  y"  étant  des  nombres  tous 
trois  positifs  liés  par  l'équation  l — J — f^  —  ^f'  =  o 
et  A  étant  une  fonction  indépendante  des  excentri- 
cités et  des  inclinaisons  des  orbites.  On  aura  donc 

^  =  2/Ve'/'A*-^"-'A  =  '^.  ■ 

dx  *^  A 

Supposons  maintenant  que  le  terme 
m!kcos\i(nt—nt+è'—  &)+lnt+h  —fci^—fcù^—^f'U) 
prenne  la  forme  suivante  : 

en  comparant  ces  deux  expressions,  on  aura 

F=  Â:cos(/û)+yV+2/'n).     I     ^"""^ 

Si  l'on  différentie'par  rapport  à  e,  o),  A,  et  II  ces 
expressions ,  et  qu'à  la  place  de  ^  et  d  e  t-  on  subs- 
titue leurs  valeurs  précédentes ,  on  trouvera 

de 
d? 


dP            dP' 
dm—^   de  ' 

dp 

dm 

dP             dP' 

dn~-^  dx' 

*dP' 

dn 

=  —  A  -V  . 
dh 


Cela  posé ,  si  pour  abréger  on  fait  i(nU — nt-j^è' — e) 


''  "~      x[m'—  (i  —  /)' 
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^lnt+U  =  af  et  qu'on  néglige  les  inégalités  qui 
seraient  d'un  ordre  supérieur  à  /,  relativement  aux  ex- 
centricités et  aux  inclinaisons ,  on  trouvera,  n®  17  (*), 
que  le  ternie  précédent  du  développement  de  R ,  in- 
troduit dans'chacun  des  élémens  de  Torbite  de  m  les 
inégalités  correspondantes  qui  suivent  : 

am'/i"fi  —  l)n  ,.y   .  -^  . 

m  —  (1  —  0" 

m'fl/i       r/i   dV'  d^\  .  (X    dV  é^\        1 

m'an         fiï?    .  rfP'  \ 

i/ï  —  (i  —  i)n  \de  de  / 

m' an         (dV  .  c£P  \ 

<'/»=      r-7 — TT jr-  (  -3-  sin  *  —  -^-  cos  «  ), 

m'ansin>       /^fP'   .            rfP  \ 
*^--  1  -j-6in  « cos  flt  ) , 

m'anx  /^</P  .  */P  \ 

7=i : -TT-, ;-: ;r-^l   -7- Sin  « -f- -7- COS  a   )• 

Ces  diverses  inégalités  peuvent  devenir  très  sen- 
sibles, si  le  diviseur /V — (/  —  V)n  est  une  très  petite 
quantité  ;  les  plus  considérables  seront  d'abord  celles 
du  moyen  mouvement ,  à  raison  du  très  petit  coeffi- 
cient dont  elles  sont  affectées ,  et  ensuite  celles  de 
lexcenlricité  et  de  la  longitude  du  périhélie ,  parce 
que  Tordre  de  ces  inégalités  se  trouvant  abaissé  d'une 
unité  par  rapport  au  premier  de  ces  élémens,  et  de 
deux  unités  par  rapport  au  second,  elles  peuvent, 
par  cette  cause,  devenir  1res  sensibles  si  l'excen- 
tricité est  très  petite ,  et  même  surpasser  les  inéga- 
lités correspondantes  du  moyen  mouvement ,  quoi- 

(*)  Les  termes  de  «Ta,  /Ç ,  etc.,  donnés  n**  1 7,  ont  e'té  pris  par 
erreur,  avec  un  signe  contraire. 
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qu'elles  n  aient  pour  diviseur  que  la  première  puissance 
de  la  quantité  iv! — (/ — Z)/i,  comme  la  théorie  des 
satellites  de  Jupiter  en  offre  un  exemple.  C'est  donc 
principalement  aux  Inégalités  de  ces  trois  éléxnens 
qu'il  faudra  avoir  égard  dans  la  détermination  des 
perturbations  planétaires. 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'introduire  ces  variations 
dans  les  formules  du  mouvement  elliptique  ^  pour 
avoir  les  formules  qui  conviennent  au  mouvement 
troublé.  On  a 

V  •zz.fndt  -{-€-{-  ae  sin  {fndt  +  6  —  co) 

+  I  e*sin  2  {fndt  +  €  —  û^)  +  etc. 

Cette  valeur  de  la  longitude  vraie  étant  celle  que 
l'on  obtient  lorsque  dans  les  formules  de  l'orbite 
elliptique  on  change  le  moyen  mouvement  nt  en 
fndt ,  pour  rendre  ces  formules  applicables  au  mou- 
vement troublé^  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n*45,  livre  II. 

Si  l'on  différentîe  l'expression  précédente  par  rap- 
port à  la  caractéristique  ^^  en  observant  que  l'on  a 
fndtzrznt+1^ ,  et  qu'on  peut  supposer  fndtz=:nt  dans 
les  termes  qui  sont  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices, 
puisqu'on  néglige  ici  leur  carré ,  en  supprimant  les 
termes  qui  après  la  substitution  des  valeurs  de  ^^  cTé , 
cTe  y  etc. ,  seraient  d'un  ordre  supérieur  à  /^  on  aura 

r'^v=^-f-erÊ+/e[2sin(n^+€ — û))+fesin2(n<-f-6 — eûj] 
— ecrû)[2COs(w^-f-€ — û))+|ecos2(/2^+6-a)]. 

Si  dans  cette  expression  on  substitue  pour  %,  J'i, 
et  eS'û}  leurs  valeurs  précédentes ,  et  que  pour  abré- 
ger on  fasse 
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rn  an  dk     ^  , 


et  C  =  — f(»  —  y  V  —  3/^'n  ,  on  trouvera 

3i»^(i  — /)w«      i      flP'tin  lUn't  —  ut  +  /—  «)  4.  /n«  +  /t]   \ 

*^  ~  [£(»'— II) +  /»]M—  tfPco»  [iVt  —  nt  -*.  •'—  •)  +  int  +  /•]  f 

fl.^in[i\V£  —  nf  -4-  /—  f)  +  Int  4-  /t] 
211  n  1  oa 


r 
a 


I— fl«^Oi[i(ii'«  —  Ht  -h  è'—  t)  -f.  l/it  +  /i]   j    , 

-f-  2*  »io[»(n'/  —  n«  -*.  •'—  •)  +  (/  —  i)n«  -4-  (/  —  i)«  -h  •  +  Cl 
-f- 5c^inK/i'£  —  /Il  +  f'—  f)  -*.  (/  —  a)/ii  +  (/  —  a)i-4-îi«+  C]. 

De  même  pour  le  rayon  vecteur  on  a 

X  —  ecos(/ndt  +  €  — 0) 
+  ie*[i — cos2(/W^  +  €  —  û>)]  +  etc. 
et  en  différentiant  par  rapport  à  cT 

/r        /kl 

—  =  —  -4-  e/«  —  /«  [coa  (ni  -h  •  —  «)  +  e  coi  2  (ni  ^  •  —  •)] 

—  eim  [ain  (ni  -f-  t  —  •)  +  «  «n  2(«l  +  •  —  •)]• 

En  substituant  pour  S'a,  J'e,  ^ta  leurs  valeurs ,  on 
aura 

/r  _  am^(/— Qn     f      «P  sio  [i  (n  l  —  ni  4-  /  —  •)  +  /ni  -f  /•]  1 
a  '""iXn— n)-f./n   l-*-tfFco«  [/(n'i  —  ni  -h  •'  —  •)  +  /«t  +  /•]  I 

—  0^  coa  [i  (n'i  —  nt  +  •'  —  •)  -f-  Ittt  +  /•  4-  C] 

4.  ft  cot  [«(n'i  —  ni  4-  •'  —  •)  4-  (/  —  i)  ni  4-(/-.i)i4.  •4-0 

4-«Acoi  [i(n'i  —  nt  4-  •'  —  t)  4-  (/— a) ni  4- (/—a)i 4- «•4-fl. 

Enfin  y  en  vertu  de  l'équation  (  1 1  )  du  n*  Ss  ^  le  terme 
de  la  valeur  de  R  produira  dans  lexpression  de  la  la- 
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titude  le  suivant  : 

Si  Ton  fait  maintenant  1  =  5  dans  les  expressions 
précédentes  ,  en  observant  qu'on  a  C  =  S  —  â^, 
et  que  pour  P  et  P'  on  substitue  leurs  valeurs  en 
fonction  de  k  et  de  €  données  par  les  équations 
(13),  on  retrouvera  les  valeurs  de  J^r,  Sp  ,  cTr 
que  nous  avons  déduites ,  n"*  35 ,  des  formules 
générales  des  n°*  28  et  2g.  L'accord  des  deux  pro- 
cédés est  donc  parfaitement  vérifié ,  quel  que  soit  le 
degré  d'approximation  que  l'on  veuille  obtenir ,  ainsi 
que  nous  l'avions  déjà  établi  dans  le  n^  91  du  li- 
vre II,  relativement  aux  termes  dépendans  des  pre- 
mières puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

Sy.Laméthode  de  la  variation  desélémensde  l'orbite 
elliptique  conduit  très  simplement,  comme  on  voit, 
à  la  détermination  des  inégalités  qui  sont  affectées  de 
diviseurs  qui  les  rendent  considérables;  mais  s'il 
s'agissait  de  déterminer  toutes  les  inégalités  d'une 
planète  dépendantes  d'un  argument  déterminé,  la 
multiplicité  des  termes  qu'introduirait  dans  les  ex- 
pressions du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de 
la  latitude,  la  variation  des  élémens,  rendrait  ce  pro- 
cédé long  et  pénible;  et  dans  ce  cas,  pour  éviter  des 
réductions  trop  compliquées ,  il  sera  mieux ,  comn^e 
nous  l'avons  dit,  n*  88,  livre  II,  de  recourir  aux 
formules  générales  qui  résultent  de  l'intégration 
directe  des]  équations  différentielles  du  mouvement* 
troublé. 

Nous  avons  exposé  dans  le  chapitre  II ,  pour  cal- 
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culer  le  coefficient  d'un  terme  quelconque  de  l'ex- 
pression de  9l  en  série  ^  relatif  à  un  argument  dé^ 
termine  ^  un  procédé  qui  est  indépendant  des  excen- 
tricités et  des  inclinaisons  ^  et  qui  dispense  d'effectuer 
le  pénible  développement  de  cette  fonction.  On  aura 
de  cette  manière  y  sans  beaucoup  de  calculs ,  les  va- 
leurs de  P  et  P'  que  l'on  doit  substituer  dans  les  for- 
mules précédentes  ;  et  ce  prbcédé,  joint  à  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  est  sans 
contredit  le  plus  simple  et  le  plus  sur  qu'on  puisse 
employer  pour  déterminer  les  inégalités  d'une  planète 
qui  peuvent  devenir  sensibles  quoiqu'elles  soient  y 
relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ^ 
d'un  ordre  supérieur  au  second. 

58.  Reprenous  les  formules  (G)  ,  (\\)  et  (K). 

Le  cas  de  /=  3  mérite  une  attention  particulière  , 
parce  que  c'est  de  lui  que  dépendent  les  deux  grandes 
inégalités  que  l'observation  avait  fart  remarquer  de- 
puis long-temps  dans  les  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  et  dont  on  avait  vainement  cherché  la 
cause.  En  effet,  en  supposant  que  n  se  rapporte 
à  Jupiter  et  ti'  a  Saturne,  si  dans  i[n' —  ^)  +  l^ 
on  fait  /=  5  et  /=  5  ,  ce  diviseur  devient  5n'  —  2/1 , 
quantité  très  petite  en  vertu  du  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes , 
n**  59,  livre  II  ;  de  sorte  que  les  inégalités  qui  ont  cette 
quantité  pour  diviseur  peuvent  devenir  considérables, 
quoiqu'elles  soient  au  moins  du  troisième  ordre  par 
rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons. 

Comme  ces  inégalités  sont  extrêmement  impor- 
tantes dans  la  théorie  des  mouvemens  planétaires^  nous 
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alkms  développer  complètement  les  formules  propres 
•a  les  déteiTniner.  Pour  cela  ^  désignons  par  m  la  masse 
de  Jupiter  et  par  nJ  celle  de  Saturne.  En  ne  consi- 
dérant que  les  termes  du  troisième  ordre  relative- 
ment aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  qui  dé- 
pendent de  l'angle  Sut —  272^,  on  a ,  par  le  n**  4^ 

R  =  M^"^e^  cos  {Mt  -T^nt  +  Se  —  2e  —  5a>) 
+  M^' Ve'  cos  {5n't — 2nt  +  56'  —  2e  —  2(d  —  e/) 
-j-  M^*W*cos(5w'^ — 2nt+5i'  — 2e —  a>  —  2û)') 
+  M^V»  cos  (5n't—2nt+56'  —  26—  5œ) 
-I-  N^*^eA*cos  {Sn't  —  2nt + 5ê'  —  26 — a>  —  211) 

+  N^'VA*COS(5/z'^—  271^+56'  —  26— û)'—  20). 

Les  valeurs  de  M^*^,  M^'^,  etc. ,  étant  déterminées 
par  les  formules  générales  du  n"*  7  ^  dans  lesquelles 
on  fera  i  =  5,  ce  qui  donne  ,  en  substituant  en  outre 
à  la  place  de  A^'^  et  de  ses  coefficiens  différentiels , 

leurs  valeurs  esi  b^^,  a  —j— ,  etc. , 
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Si  l'on  décompose  l'expression  preoedente  de  R  en 
simis  et  en  cosinns  de  Tangle  Sn't — a/i^+Si' —  se  , 
et  qu'on  lui  suppose  cette  forme  : 

R  =  m'P  sin  {Sn't  —  Qui  +  S^-^  2i) 
-f-  m'P'cos^Sw'^  —  2nt  +  Se'  —  21) , 

on  aura 

-f-«'M(*)c'ï»in3«'-f-  flTS(«»)cx«  «in  {m-^  an)-Hi'N(»Vx»  ain(4i'+an)  j 

et  la  quanti^  m'a'V  sera  déterminée  par  la  même 
expression  dans  laquelle  on  changera  simplement  les 
sinus  en  cosinus. 

Cela  posé ,  si  l'on  fait  /  =  3  et  i  =  5  dans  les  va- 
leurs de  S's^  et  S'r  du  numéro  précédent ,  on  aura, 
relativement  à  Jupiter  ,  pour  les  inégalités  de  la  lon- 
gitude 

Snf — a/i  \5« — a/1  da  J        ^  * 

m'n       /      6n  _  dP\  ...  ...         ., 

-  ST^^'CsT^i^  ''P-  '^'  sr;  ^^*  (^'»  ^-  ^"^ + ^-  ^-^l 

4-  aA  Mn   (5/»'£  —  3/II  -f  5/  —  3f  4-  /)  >  ^'^ 
e&  sin  (Sii'l  —  a/if  -f-  5t'  —  at  —  •  +  /) 

4-  -«A  sin  (S/i'/  —  int  -|-  5«'  —  4«  +  »  -♦■  ^)» 

et  pour  celle  du  rayon  vecteur , 

/r jmfn     f      aP  sio  (Sn't  —  a/i£  +  5t'—  at)  "] 

a  ~"~"5n'  — a/i'LH-  «P'cos  (5/»'£  —  a/il  +  5/—  at)  J 

+  A  CM  (5/i'£  —  3nt  -H  5t'  —  3i  +  /)  ^    (L) 

—  eh  cot  (5/i'i  —  a/ii  -+-  5t'  —  at  —  •  +  /) 
-f-  «A  cot  (5n'f  —  4^»'  -f-  St'  —  4i  4-  »  +  /). 

En  supposant  i  =  —  2  dans  les  formules  (G) 
et  (H) ,  et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m 
en  ce  qui  est  relatif  à  m\  et  h  en  h^,  on  aura  des  for- 
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mules  analogues  aux  précédentes  pour  défernainer 
les  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  troublé  par 
Jupiter. 

On  trouvera  ainsi 

5/i'— 2/1  \5n'  —  a/2  da'/       ^ 

-I-  =-7 (  r-7 a  P-f-afl'«-r-T  )cos(5/2'«— 2/i«+5«'— at) 

5/1   —  2/1    \5// —  2/2  Ja  y/ 

4-      aV  sio  (4/i't  -.  a/ïf  4-  4«'  _  2,  -I-  ^T)  )  (W) 

—  i  e'A'  sin  (5/2'/  —  2/2/  -4-  5f'  —  2«  —  «'  -f-  iT') 

5  ^ 

-f-  -tf'A'  sin  {3nU  —  a/^r  +  3é'  —  ai  -h  »'  +  O» 

—  —        '<^^^^^    r      û'P  sin  (S/i'f  —  2/i£  -•-  5f'  —  a«)  1 
a'  *"     5/2'--a/2*L-4-  çr'P'cos  (5/i'«  —  int  •+•  5%'  —  at)  J 

4-    h'  cos  (4//'ï  —  int  -h  4*'  —  ai  +  O  >    (N) . 

—  c'/i'cos  (5/2'<  —  ant  -f-  5t'  —  a«  —  «'  ^t-  «T') 
-4-  e'h'cos  (3/2'/  —  a/zY  +  3t'  —  2«  H-  »'  H-  /')• 

Sq,  On  doit  observer  que  les  quantités  P  et  P'  con- 
servent les  mêmes  valeurs ,  soit  que  l'on  considère 
Faction  de  m'  sur  m,  soit  celle  de  m  sur  m\  ce  qui 
résulte  de  ce  que  dans  le  développement  de  la 
fonction 

I  xx+jy+zz' 

la  partie  -^^ ne   produit   aucun    terme 

de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  dépendant  de 
l'argument  5n't  —  2nt  ^  en  sorte  que  ces  termes  ne 
peuvent  résulter  dans  R  que  du  développement  de 

la  partie  [(a:' — ûcY+{x' — jT+i^'  —  z)]"»  qui  est 
commune  aux  deux  planètes. 

Il  suit  de  là  que  si  Ton  ne  considère  dans  J'sf  et  /f^ 
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que  la  partie  qui  a  pour  diviseur  (5/2'— -2/1)* ,  et  qui 
est  la  plus  considérable  de  ces  valeurs ,  on  aura  entre 
elles  la  relation 


•   .  5mn*a         . 

cTl^  =  —  -—7-t:   •  cTi^. 
2m  n'a 


OU  bien  en  observant  qu'en  vertu  du  rapport  qui 
existe  entre  les  moyens  mouvemens  de  Jupiter  et  de 
Satome ,  5n'  est  à  très  peu  près  égal  a  an,  et  que 


s 

1% 


i  9 


m  Y  ^ 

Àjuation  d'où  Ton  conclura  la  partie  i'v  qui  a 
(5/i' — 2/1/  pour  diviseur  de  la  partie  correspondante 
de  S^f  et  réciproquement. 

Cette  équation,  d'ailleurs,  n'est  qu'un  cas  parti- 
culier d'une  relation  générale  qui  existe  entre  les 
io^alités  à  longues  périodes  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  m  et  m\  ti*oublées  par  leur  action 
mutueUe ,  et  qui  est  fort  utile  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  parce  qu'elle  peut  servir 
soit  à  déterminer  Tune  par  l'autre  ces  inégalités,  ce 
qui  abrège  beaucoup  les  opérations  numériques ,  soit 
à  vérifier  leurs  valeurs  lorsqu'on  les  a  calculées  se- 
parénaent. 

On  peut  démontrer  à  priori  cette  relation  de  la 
iBanière  suivante  : 

En  nommant  R'  la  valeur  de  R  relative  à  l'action 
de  m  sur  m!,  on  aura,  a®  4^1  \vTce  II , 


174  .  THÉORIE  ANALYTIQUE 

C=  —  5i^nydtfd"K'.]       ^^ 

les  différences  d!K ,  cTW  se  rapportant  dans  chaque 
formule  uniquement  aux  coordonnées  de  la  planète 
troublée. 

D'ailleurs^  en  faisant  pour  abréger 

A  =  [(x' — jcy + [f  —jY + (z'  ~  zyyi , 

on  a 

Si  l'on  multiplie  par  {M'+m')m  la  première  de  ces 
valeurs ,  après  l'avoir  différentiée  par  rapport  k  x , 
y  eï  z  f  que  l'on  mttltiplie  de  même  par  (M-f- m)m', 
la  seconde  différentiée  par  rapport  à  j/,  jr\  a',  qu'en- 
suite on  ajoute  ces  deux  produits^  on  trouvera 

Si  dans  cette  équation  on  néglige  les  termes  da 
troisième  ordre  par  rapport  aux  masses  perturba- 

oc  d.*x 

trices ,    ce  qui   permet  de   faire    p-  =  —    -^  f 
-^  =  --^,  p---Sr,etc.,onaura  ] 
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mdR  +  m'd!'W  =  mm'd  .  (a  ^^f^£±^y±É^y 

La  différentielle  du  second  membre  désignant  une 
différentielle  cotnpiète.  On  aura  donc  en  intégrant 


i; 


Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer 
les  inégalités  de  ^  et  de  l^'  qui  dépendent  d'un  argu- 
ment donné  i'n't — int,  et  qui  ont  (îV — m)'  pour  divi-^ 
seur.  U  faudra^  dans  l'équation  précédente^  considérer 
les  termes  qui  dépendent  de  cet  argument,  et  qui  sont 
déjà  divisés  par  iW— //z,  puisque  ce  sont  les  seuls 
qui  puissent  acquérir  le  carré  de  cette  quantité  pour 
diviseur  en  subissant  une  nouvelle  intégration  dans 
les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'.  Or,  il  est  évident  que  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  ne  contient 
aucun  terme  semblable,  tant  qu'on  n'a  égard  qu'aux 
quantités  de  l'ordre  du  carré  des  masses  ;  en  ne  con- 
sidérant donc  que  ces  termes,  on  aura 

mfd^K  +  m'fd'l^.'  =  o. 

Si  Ton  intègre  une  seconde  fois  cette  équation ,  et 
qu'on  substitue  pour  fdtfctK  et  fdtfcTK'  leurs  va- 
leurs tirées  des  formules  (i  3) ,  on  aura 

m'ajîÇ  -f-  rddriX!  ==  ^> 


3 


OU  bien  en  observant  que  n  =  a""»  et  v!  =  a'"^ , 
d'où  l'on  tirera 
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nadP  3adF 


/2P  -I- 

^  (5n'  —  7.n)dt  {5n'  —  !in)dt^ 

p 7.adP 3adP 

^  (5n^M)di  (Su'— an)rfl^ 

et  Ton  dëtemiitvera   les  différences  -^  ,  -3:^- ,  -r-7 , 

-— • ,  comme  on  l'a  expliqué  n*  29. 

4^.  D'après  la  théorie  des  perturbations  planétaires^ 
les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  Sn't'-^tmt  doi- 
vent se  reproduire  parmi  les  termes  du  cinquième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  incli- 
naisons^ et  la  petitesse  du  diviseur  5w'  —  an  oblige 
d'avoir  égard  à  ces  termes.  Il  sera  facile  de  les  déter- 
miner par  les  formules  précédentes  du  moment  que 
Ton  aura  effectué  le  développement  des  termes  du 
cinquième  ordre  de  la  fonction  R  qui  dépendent  de 
l'angle  5n't  —  OLtit;  pour  cela  il  suffira  de  faire  /=5 
dans  l'expression  de  R  du  n*  16.  On  aura  ainsi 

R5=:ftF^^co9(5/i'<-r-2w^H-56'  — 2€+«'~4a>) 

^T-M^cos  {5n!t^^:ènt-^Bi'^ — m — »'  — 2«) 
•^t.M^*^co9  (5ii'l-r-an*4^5€' — 3£-^aû>^-p-tk)) 
1+.MWC0R  {5n't^  aBiftH-56'-^3€^5»') 
4rM<«coe(5/i'É*^27îi+5e'— af— 4a>'H-(^) 
•+.  N^^  008  (SnU — mt  -+•  5i — 2é  •— 2«  ♦^A>'~.2ll) 

4*N^*^  coa  (5»'<— 3n^+5s'-~:a6-^  6>'~  ail) 
-f-N^«^cog(5«'/— sw^+fU'*— 3€+  â» — ai^'^afl) 

+ N^^^  CO8  (5»'^  ~  2n<  4-  Sfi'—  26^-  » — 4n). 
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pour  déteminer  les  quantités  IVP*^,  M^'^^  etc. ,  on  aura 


«•)= 


$f  (•■•«-? 


d.*f^ 


<<•» 


« 


r 

4-656o« 


<0 


—  a6*4- 


BKO: 


HP    V 


^«4 


j.«.f 


a.*«l 


3eooo*/+.64«i^+„8*.-2^-.W-3JÎ. 


dftfp- 


—  3a«« 


<2«4 


III  €^mt 


o7«8Ai  -f543«*-T4— f-i6o«*      • 


rf44^> 


—  ag»^ 


/BIC>M 


f — 13"  V 


Ai4        *"    ll« 
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—  3S«« 
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j-  (   37348  &\-f.io59îi«-2^i — a66«« 


* 


i 


£ ,1 1.   j 

.=^1^  8844^+3906.^-348..^-  = 

dit"?         d»h?\ 


-'M(4)J       '^    ^ 


-18Î-LH*!  +*i  >'«'V-ar+-;G-/ 

.  -^^y    ,,     «ttV^      **«      **<•> 
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^0= 


«HÎICN: 


«rN<»)=: 


-— -\^«5*,     -85.-3-- ....-g-j—.l-g-py,^ 


^^'^= — 36-— ar- 

Si  Ton  décompose  les  sinnset  cosînns  de  rexpressiojd 
de  R  en  sinas  et  cosinus  de  l'angle  5/i'^— :i7ti?-|-5V— âf^ 
on  donnera  à  cette  fonction  la  forme 


m'Qsin  (5n't  —  2nt  +  5ff  —  21) 
+  m'Çl'œs{5n't — 2nt  +  5%' -r^  ae)  ^ 

et  pour  déteraiiner  Q'  on  aura 

-h  fl'MC»)  CM  (aa'-h  •)  -h  d^(4).cof  3«'H-  «'MKO  coê  ( V  —  •)      • 
-t-  a'NCo)  CM  (in  -f  a«— •'>+-<i'N<Ocoi(an+«)-ha'NO)cof(an+*') 

et  Q  sera  donné  par  la  même  équation  dans  laquelle 
oa  changera  les  cosinus  eu  simus. 


ifo  TQttORIK  AVALTTIQUB 

En  mbstiXvLznt  ces  valeurs  à  la  placç  de  P  et]F  dans 
les  formules  (K)  et  {h),  on  aura  ]a  partie  de  la 
longitad^  et  du  rayon  vecteur  de  Jupiter  ^  du  cin- 
quième xn*dre  par  rapport  aux  excentn^téi  et  rela- 
tive k  l'angle  5n't  —  2nt. 

Les  inégalités  correspondantes  de  Saturne^  déter- 
mineront de  la  même  manière  au  moyen  des  for- 
mules (M)  et  (N).  Soit  Q,  et  Q',  ce  cpiQ  deviennent  Q 
et  Q'  ptr  rapport  à  Saturne ,  on  aura  relativement  à 
Faction  de  Jupiter  sur  cette  planète 

R'  =  mQ,  sin  (5r/t  —  nnt  -f-  5e'  —  2%)       \ 
'  -j-  mQI  ,cos(5/i'^  —  2nt  +  5/  --*  as). 

On  substituera  /w'Q,  et  wQ',  à  la  place  de  tiîP  et  de  mP' 
dans  les  valeurs  de  cTi^'  et  de  J^r^^  et  l'on  aura  le5  iné- 
galités de  ces  deux  quantités  qui  dépendent  à  la  fois 
des  cinquièmes  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons,  et  de  l'angle  5nU  —  ont. 

.j  Comme  j  cette  pwtie  des  devx  grande  i^agàUtés 
^^.  jpp^^^i;  ,^t.4ç  SaturJi^ie  fest  peu  caasidérab)^  i?ekrf  • 
tivement  à  celle  que  nous  avons  détercoinéi^  dam 
le  numéro  précédent,  on  pourra  jse  homer  à  en 
calculer  les  fermes  principau:x.  Ce  $onl  ceux  qui 
sont  affectés  du  frès  petit  diviseur  (Sw'  —  27i)*,  et 
qui  sont  introduits  dans  l'expression  de  la  iôngttade 
par  la  varîatiou  du  moyen  mouvement.  On  pourra 
donc  ici  fiuppoaer  simplement 

/v  »  ~  Sa/ndtfd'K , 

^vf^^  W^n'dtfd'K\ 

et  par  conséquent  on  aura  encore  entré  les  termes  des 
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deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sisiturne  qui 
dépendent  âes  cinquièmes  puissances  des  excentricités 
et  des  indinaisonfls  U  relation  ordin^iîre 

'  j^p  „  _  !^.,  jv.  , 

my  a 

d^où  Von  conclura  immédiatement  la  partie  précé- 
dente de  la  grande  inégalité  de  Jupher^  lorsque  la 
partie  correspondante  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne sera  déterminée. 

Il  est  aisé  d'ailleurs  de  vérifier  la  relation  précé- 
dente dans  le  cas  que  nous  considérons.  En  effets 
d'après  la  nature  de  là  fonction  inR.  f  les  termes  de 
son  développement  qui  renferment  la  quantité  A^'^ 
et  ses  difierences  $Qnt  les  seuls  qui  ne  sont  paslcom^ 
muns  aux  deux  planètes,  en  sorte  que  la  quantité  M^*^ 
mt  la  3eule  .dpQt:ks  valeurs  diffîiNftMnt  dans  les  ex- 
préas»ons  en  iérie»de  mRet  de  ro'R^  Lprsque  l'on  con«- 
sidàre  Factioaiixle  W:  sur  ny'^on  doit  Cstire^  n^\a4> 

A^'^rs  -V  --^ -*? ,  et  dans  le  cas  oà  l'on  considère 

^  a' 

l'action  Aem snvn/.  it faut  faiiie  A^'^  =  -3 •::r*  Si 

l'on  suppose  donc  simplement  A^*^  =^  -A-  ,   on  aura 

rigoureusement  mR  =  mTR.',  et  par  conséquent  Q=Qi 
et  Q'  =  Q,  ;  il  faudra  ensuite  (tans  les  termes  dépen- 

dans  de  A^'^  et  de  ses  différences ,.  faire  A^' 


) 


a 


/»f 


ce    qui  ajoutera  a  la    valeur  de  M^""^   la  quantité 
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—  ^'  "fô  •  "^  ^  *^*  quand  oa  considérera  l'açtîoa 

de  m  sur  m' ,  il  €audra  faire  A^*^  =  —  ^ ,  ce  qui 

ajoutera  à  la  valeur  de  IVP"^  la  quantité  —  m!  -^  .  -7;. 

lyiais  par  le  rapport  qui  existe  entre  les  mouvemens 
moyens  ^e  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  a,  à  très  peu 
près, 

5oo  .  -T-  =  SiaS  .  -r* 

ùr  a 

En  effet,  -77  =  -^,  et  cpninie  5»'  est  à  fort  pe\i 
près  égal  à  a/i,  on  a  — ^  =  ^  ;  par  conséquent, 

5oo  =  3i25  —77  =5  5*  —77. 
•     .  «  ^. 

La  valeur  de  W-^X  est  donc  la  même,  soit  que  Ton 
considère  Faction  de  m!  sur  m,  soit  que  l'on  considère 
l'action  de  m  sur  m!.  Les  formules  qui  déterminent 
la  partie  des  grandes  inégalités  de  Jupiter  çt  de  Sa- 
turne, dépendantes: de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités ,  deviennent  donc 

j^    6m' n*        r       aQ'sin(5|i't-7727i^+5f'-26)| 

^^  ~       (5/i'-2/i)*  •  l _  aQcos{5n't—2nt+5î'''  21)  j' 

j,  ,_         iSm/t^'       f     a'Q'sin(57î7— 27i^+5i'— 2i)| 
^  ""      (Sn  — 2./i)«  •  I— .a'Qcos(57ï'f— !i/2^+5i'— 2f)J  ' 

Et  l'on  pourra  conclure ,  par  conséquent,  la  valeur 
précédente  de  /i^'  de  celle  de  J^i^,  en  multipliant 

ççlle-ci  par  -  -^^^^^^  ou  simplement  par--;^^, 
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43.  On  rencontre  dans  la  théorie  de  Mercure  troublé 
par  I9  Terre  une  inégalité  du  troisième  ordre,  à 
laquelle  il  £aut  également  avoir  égard  ,  parce  que  le 
rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens  nt 
et  n't  de  ces  deux  planètes,  rend  très  petite  la  quan- 
tité nt  — •  ^'t ,  et  peut  rendre  considérables ,  par 
conséquent ,  les  inégalités  dépendantes  de  cet  argu- 
ment. Toutefois,  comme  les  inégalités  de  Mercure 
sont  en  général  de  peu  d*impoitance ,  il  suffira  de 
considérer  celles  qui  sont  affectées  du  petit  diviseur 
(n — 4^'y  f  et  qui  sont  introduites  dans  l'expression 
de  la  longitude  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment. Pour  les  déterminer,  supposons  que  m  et  m' 
désignent  respectivement  les  masses  de  Mercure  et  de 
la  Terre ,  on  aura 

cPp  =  —  ZanfdtfdK. 

Si  dans  le  développement  de  la  fonction  R  on  n  a 
égzrà,  qu'aux  termes  qui  dépendent  de  l'angle  ^n't — nt 
et  qu'on  suppose 

R  =  mT  sin  {J^'t  —  71^  -f-  4i'— 1) 
+  mT'cos(4w'^  _  /i^  +  41'  — .  1) , 

pn  aura 

i\  3i»V        f     ûP'8in(4n'f— /i/-f-4i'— «)] 

^  ^—  (4n  - ny  •  \^aVcos{/in't—nt  +  4«'— «)i* 

En  faisant  1=4  ^^^^  ^^  formules  du  n"  7  ^  on 
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R  =  W'^e*  cos  (4n't — «<  -f-  4  ^  —  «—5») 
+  M«'Ve'  cos  (4n't  —  /i/H-4«'  — «—  2<* — «') 
H-  lVP»>efe'»c<»(4»''«— »«+4«'— É — 6»— 2«')  ' 
+MWé'»cos(4re'<  —  nf + 4g'_ê—  Bc/) 
+  Nt<»îeX»  cos  f  4re'<  —  ««  -}.  46'  _  g  —  a»  —  ail) 
+  Nt'VA*  cos(4n'<--»<  4-  4é'—  «'—  »'  --  an). 

» 

Et  fQ^T  ^[ettmaer  M^'V  ^^'^  etc. ,  on  aura 


«'M(»)=— ^A  i5j6".'+io8« 


.  m'a.   (    or<''  .        î       1 


En  comparait  la  valeur  précédente  de  R  à  celle 
que  nous  lui  avons  Supposée  ,  on  trouvera  ., 

+  a'MO)c'3sin3«»'-f.fl']NC»)cx«  sic  (•  +2n)T#-«'K<«Vx* w  {^  -fall)» 

et  l'on  aura  pour  déterminer  Tn!a!V\  la  même 
équation ,  dans  laquelle  on  changera  setilement  les 
sinus  en  cosinus. 

En  réduisant  ces  formules  en  nombres ,  et  en  snbs* 
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titoant  ensuite  poar  €xT  et  a'F'  leurs  valeurs  dans 
rexpreseion  de  J^v,  on  aura  sans  <lifficulté  la  partie 
principale  de  rinégalitë  de  Mercure  produite  par  l'ac- 
tion de  la  Terre.  Cette  inégalité ^  au  reste  ^  ne  s'éleTe 
guère  à  plus  d'une  demi-seconde  dans  sa  plus  grande 
Taleur;  W$  terme»  que  nous  aTons  négligés  peuvent 
donc  étxe  omis  sans  erreur  sensible. 

J^/^^U  existe  dans  la  théorie  de  la  Terre  troublée  par 
Vémia  une  inégalité  dépendante  de  l'angle  %nt^^  i  inlt^ 
et  par  conséquent  du  cinquième  ordre  par  rapport 
aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  ^  à  laquelle  il 
ÊLut  avoir  égard  ^  parce  que  9n  -—  i  Zn'  est  une  très 
petite  quantité,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les 
mojens  mouvemens  de  ces  deux  planètes.  En  effet , 
l'excès  de  huit  fois  le  moyen  mouvement  de  Vénus 
sur  treize  fois  celui  de  la  Terre ,  est  d'environ  la  -^ 
partie  du  moyen  mouvement  annuel  de  la  Terre  ; 
et  cette  circonstance  donne  lieu  à  une  inégalité  dont 
la  période  est  de  1240  ans  environ,  et  dont  Tinfluence 
est  très  sensible  lorsque  Ton  compare  entre  eux  des 
lieux  du  Soleil  observés  à  de  longs  intervalles.  Pour 
la  déterminer ,  supposons  que  m  soit  Vénus  et  71/  la 
Terre;  comme  cette  inégalité  est  peu  considéraUe, 
m  peut  neiger  les  termeaqui  n'ont  pas  {\M  '«-fin)^ 
pQur  diviseur^  alors  si  l'on  suppose 

R  =if^sin{i  5n'<— 8nf +1 W— 8f) 
+m'Fcos(i5rt'«— 8/if ■+•  iH^  81) , 

ou  aura  ' 
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''^— ""(i3/i'_8/i)»*  \— aTcos(i37î'/— 8/if+i5f'-8f)J* 

les  valeurs  de  P  et  P'  étant  les  mêmes ,  soit  qtte  l'on    . 
considère  Taction  de  m' sur  m,  soit  que  Ton  con- 
sidère Faction  de  m  sur  mf,  et  i5nf  étant  à  très  peu 
près  égal  k  8n,  on  aura  entre   cTp  et  cTc^  l'équation 
ordinaire  de  condition 

m'\/  d 

Ea  faisant  i  =:  1 3  dans  les  formules  du  n*  9,  oa 
aura 


R=MWe»cos(i5n'<— 8»<4-  i5i'— 8«— 5») 
+  Mt'Vc'cos(i  3n'<—  9>nt  +  1 3«'  — 8é — ^—6f\ 
+  MWe'e'*  CO8  (  1 3ra'< — 8n<  4-  1 5«' — 8é — 5a> — 20') 
+  Mt'Ve'»  cos(  1 5n'/ — 8n<  + 1 3  «'—  8«'—  20— 3«') 
.    +  M«W*cos(i  3n'«— 8ra/+  i5é'— 8«— a — 4«') 
.  ,  +M®e'»cos(i3»'«— 8n<+  i3/— 8«— 5«') 
,    +  N^'VA»  cos  (  1 3n'<  — 8n<+  1 3i'  — •  8«  — 3a —  ail) 
+Nt' Vc'A*cos(  1 5»'«— 8iï<+i  3«'— 8f-afi>'— a»'— afl) 
+N««c'»A'cos(i3/i'«— 8»<+i3«'— 8«— o— ao'-all) 
+  N<»V»A*cos(i  3»'« — 8/i<  +  1 3«'— 8fr—  5û>'— aFI) 
+  N«>cA  *cos  (  1 3/»'< — 87i<  + 1 3«' — 8» —  «  —  411) 
+N»VA*cos(i3re7— 8»<  +  i5»'— 8«— »'— 4n]. 

et  l'on  trouvera 
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+  4700-'  -7^  +  "o-«  -a^+  ••  -^) , 


+  *>»o..  -5^+  ..3.4  -5^-+  «•  -gî-  ^ 
«1IIC)=— ^   \^4«»769»*±    +1106667. -^+I09i7».'-2JL_ 

) 


d.A<"^  «i«*î"'  "•^■" 


L<'^  Jir<'»>  j«<'»> 


■"■^   \^47«09'7*1  +"»4o9^-3Î-+"'948«*-^ 


) 


^MVOs     rô;  \^49>*»'5*V+i3ii366«-^+i4877«««^ 


58,0.. -gJ- +  . ,5.4 -^ 
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\'<««*î  +.9...-^  -H8..^  +*'-3iVy  ' 


aNO>=      ^ 


l'NC*) 


«^f»> 


En  comparant  entre  elles  les  deux  expressions  pré- 
cédentes de  R  9  on  aura 

4-  alWOc  Vîco«  (!mH-3«  )+tf'M(Occ'4cos(»-f.4»')-f.a^<S)c'»cos  5*' 
-f-  «^<o)c'x*  cos  (3«»4.in)-Hï']V(0c»c'x*cos  (a»  -f  •'+  aH) 

-h«'N(4)ex4  co»(»  -h  4n)  +  ii'Ni'fe'x^cos  (^-h  4n)  ; 

et  pour  déterminer  P  il  suffira  de  changer  dans  cette 
équation  les  cosinns  en  sinus. 

En  substituant  ensuite  ces  valeiirs  dans  le»  exptw* 
sions  de  J'v  et  de  J'u^  on  aura  la  partie  la  plus  sen- 
sible des  inégalités  de  la  Terre  et  de  Ycnus^  résultant 
de  leur  action  réciproque  et  dépendante  de  l'angle 
i5n^t  —  8nt. 

Ce  calcul  n'a  de  difficulté  que  son  extrême  lon^ 
gueur.  C'est  à  M.  Aîry,  savant  professeur  de  l'Univer- 
sité de  Cambridge,  que  l'on  doit  la  découverte  de 
l'inégalité  précédente.  Il  est  remarquable  que  la  prin- 
cipale partie  du  coefficient  de  cette  inégalité,  qui  s^ 
lève  a  près  de  S' pour  Vénus ,  et  à  2''  seulement  pour 
la  Terre,  résulte  des  termes  dépendans  de  findHnai' 
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aoa  mutaelle  deB  orbites  ^  t6rm es  que  Voa  n  avait  pas 
soflbanuneiit  oonsidérës  jusqu'ici  »  et  parmi  lesquels 
ou  «Tsît  même  cru  pouvoir  négliger  tout-^-fait  ceux 
qui  renferment  les  puissances  des  inclinaisons  supé^ 
rieures  à  la  seconde.  Les  termes  qui  dépendent  unique- 
ment des  excentricités  se  compensent  au  contraire  de 
telle  sorte ,  en  vertu  de  la  position  actuelle  des  péri- 
bélies  des  deux  planètes ,  que  leur  ensemble  ne  four- 
ait  qv'un  résultat  à  peu  près  insensible.  On  voit  par 
cet  exemple  qu'il  était  nécessaire  de  donner  ati  dé«- 
veloppement  de  la  fonction  R  toute  Tétendue  k  la^ 
quelle  nous  lavons  portée ,  et,  en  même  temps,  que 
nos  formules  suffisent  jusqu'à  présent  k  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter. 

45.  Dans  le  chapitre  IX  du  livre  II  nous  avons  donné 
les  expressions  des  inégalités  du  rajon  vecteur,  de  la 
longitude  et  de  la  latitude  de  m,  en  portant  Tap* 
proximation  jusqu'aux  premières  puissances  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons;  ce  qui  suflSt  dans  la 
plupart  des  cas.  Au  moyen  des  formules  précédentes, 
OB  pourra  pousser  les  approximations  aussi  loin 
qs'oD  voudra;  et  nous  avons  donné,  en  particulier^ 
Fexpression  des  termes  dépendans  du  carré  des  ex- 
cntricilés  et  des  inclinaisons,  et  celle  des  deux 
fiaudcg  inégalités  de  Jupiler  et  de  Saturne,  en  tenant 
aime  compte  des  termes  du  cinquième  ordre.  Il  est 
tare  que  les  besoins  de  l'Astronomie  exigent  da- 
vantage; on  aura,  en  Ions  cas,  recours  aux  fomiulea 
générales^  et  les  considérations  qui  obligeront  de 
criculer  quelque  inégalité  nouvelle,  serviront  k  en 
baii^er  la  détermination.  Les  diverses  in^^^itéa  de 
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Vf  p,  s^  ainsi  caicalées;  s'ajouteront  l'une  à  rautre^en: 
vertu  de  ce  que  les  équations  qui  les  déterminent  sont 
linéaires,  et  Ton  aura  pour  le  rayon  yecteur,  pour  la 
longitude  et  pour  la  latitude  dans  l'orbite  trou-* 
blée , 


onr,i^^s,  désignent  le  rayon  vecteur^  la  longitude  et 
la  latitude  dans  Torbite  elliptique  ^  et  J'r,  J'v,  J'Sfh  \ 
somme  des  inégalités  dont  ces  trois  expressions  sont 
affectées.  Ces  trois  dernières  quantités  seront  compo- 
sées de  termes  de  cette  forme  : 

g  étant  un  nombre  entier  quelconque  ou  zéro ,  et  k 
une  fonction  des  excentricités  ou  des  inclinaisons  de 
Tordre  g,  ou  d'un  ordre  supérieur  de  deux,  de 
quatre,  etc.,  unités.  i 

En  effet ,  il  résulte  des  lois  du  développement  de  la  ^ 
fonction  R ,  et  des  formules  qui  déterminent  les  iné- 
galités planétaires,  que  si  une  inégalité  dépendante 
d^un  argument  déterminé  se  présente  pour  la  pre-- 
mière  fois  parmi  les  termes  de  Tordre  g,  elle  ne  se 
présentera  plus  ensuite  que  parmi  les  termes  de 
l'ordre  g  +  a,  g  +  4>  ^^c.,  et  ainsi  de  suite.  Ou 
pourra  donc  juger  facilement  à  quel  ordre  appartient 
une  inégalité  dépendante  d'un  argument  donné. 

Chacune  des  planètes  perturbatrices  m!,  m",  etc., 
produira  des  termes  semblables  aux  précédens,  et 
la  réunion  de  tous  ces  termes  formera  la  valeur  com- 
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plète  du  rayon  vecteur  de  m  et  des  inégalités  de 
son  mouvement ,  soit  en  longitude ,  soit  en  la- 
titude. 

Dans  Fun  des  chapitres  suivans  nous  donnerons 
les  r^ultats  de  la  réduction  en  nombres  des  for- 
mules précédentes,  relativement  aux  sept  planètes 
principales,  et  nous  présenterons,  avec  une  exactitude 
suffisante ,  la  détermination  de  leurs  principales  iné- 
galités. 


Tome  III-  i3 
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CHAPITRE  IV. 


,  " 


Inégalités  déperidantes  du  carré  des  forces 

perturbatrices. 

46.  On  est  quelquefois  obligé ,  dans  la  théorie  des 
perturbations  planétaires ,  de  porter  les  approxima- 
tions plus  loin  que  nous  ne  l'avons  fait  jusqu'ici ,  et 
de  considérer  les  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  La  méthode  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  employer  pour  les  déterminer,  est  celle  de 
la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  for- 
mules du  mouvement  elliptique.  Il  est  toujours  fa- 
cile, en  eflfet,  d'obtenir  par  ce  moyen  les  inégalités 
du  rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude 
d'une  planète,  lorsque  l'on  connaît  les  inégalités  cor- 
respondantes de  chacun  des  élémens  de  son  orbite; 
on  n^aura  pas  même  à  craindre  ici  que  la  compli- 
cation des  formules  nuise  à  leur  usage ,  parce  que  les 
considérations  qui  obligeront  à  avoir  égard  à  quel- 
ques-unes des  inégalités  du  second  ordre,  permet- 
tront toujours  d'en  négliger  le  plus  grand  nombre, 
comme  absolument  insensibles. 

Nous  avons  présenté,  dans  le  n*^  61  du  livre  H, 
des  formules  qui  donnent  les  variations  du  grand 
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axe  et  du  moyen  mouvemeut;  en  ayaul  égard  aux 
termes  dépendans  du  carré  des  forces  perturbatrices , 
déterminons  de  la  même  manière  les  variations  cor- 
respondantes des  autres  élémens  de  Torbite  ellip- 
tique. Pour  cela ,  en  indiquant  par  cT  les  variations 
dépendantes  de  la  première  puissance  des  masses ,  il 
faudra  I  dans  les  formules  qui  donnent  les  variations 
des  élémens  de  lorbite  de  m  (n^ 4^ 9  livre  II),  substi* 
tuer  à  la  place  des  élémens  que  ces  formules  renfer- 
ment leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  variations 
/a,  Ç,  J^e,  etc. ,  et  R  -f-  cTR  à  la  place  de  R ,  en 
Dommant  J^R  la  variation  de  la  fonction  perturba- 
trice correspondante  à  celle  des  élémens  de  Torbîtc 
elliptique  que  cette  fonction  renferme,  et  dépendante 
simplement  de  lu  seconde  puissance  des  forces  per- 
turbatrices ;  en  sorte  qu'on  a 

i/ç  da  </•  «c  tim  dp  dq   ^ 

^-^ç  "  -^d::^''^di^'*'^d;;^''^^d;;''''-^dp^^'^df^^'^ 

Nons  avons  désigné  par  rf'R  la  différentielle  de 
la  fonction  R  prise  par  rapport  aux  coordonnées  de 
la  planète  troublée ,  et  sans  faire  varier  celles  de  la 
•  planète  perturbatrice  ;  lors  donc  qu'on  aura  substitué 
à  la  place  des  coordonnées  de  m  et  de  m!  leurs  valeurs 
en  fonction  du  temps  et  des  élémens  de  leui^  orbites, 
augmentées  de  leurs  variations,  on  aura  la  différen- 
tielle d'(^  -f-  cTR)  de  la  fonction  résultante ,  en  diffé- 
rentiant,  par  rapport  au  temps  introduit,  par  les 
coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leuiis  va- 
riations ^  sans  faire  varier  le  temps  dépendant  des 

j3.. 
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coordonnées  de  la  planète  perturbatrice  ou  de  leui*s 
variations  y  conformément  à  ce  qui  a  été  dit  n?  60 
livre  IL  Quant  aux  différences  partielles  de  la  fonc- 
tion R  -4"  J^R  relatives  aux  élémens  de  Torbite  ellip- 
tique ,  qui  entreront  dans  les  formules  qui  détermi- 
nent les  variations  de  ces  élémens,  pour  montrer 
comment  on  les  obtiendra ,  désignons  pour  un  mo- 
ment par  R  cette  fonction ,  et  par  a  =  a  -f-  JVz  run 
quelconque   des   élémens  de    l'orbite    de    m    aug- 

mente  de    sa  variation .  —=    sera    la  quantité   qu'il 

faudra   substituer   à  la  place  de  ^z  ^°s  ^^  ^or^ 

mules  du  n®  4^  ^^  '^^^^  ^^f  lorsqu'on  aura  égard 
aux  termes  dépendans  du  carré  des  masses,  mais 

il  est  clair  que  la  valeur  de  -=-  est  égale  à  celle  de 

da 
dK 

-j- ,  dans  laquelle  on  substituerait ,  à  la  place  des  élé- 
mens de  l'orbite,  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs 
variations;  en  sorte  qu'on  aura 

^  zss  —  'U  /f   — 
da         da'^      '  da' 

Or,  d'après  la  valeur  précédente  de  cTR,  il  est  aise 
de  voir  que  l'on  a 

n  im  _  dJK 
"^'d^  —  ^d^' 

la  différentielle  de  J^R  relative  à  a  devant  être  prise 
en  faisant  varier  la  constante  a  introduite  par  la 
substitution  des  valeurs  des  coordonnées  elliptiques 
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de  m,  et  en  regardant  comme  constante  celle  qu'in- 
troduisent les  variations  de  ces  coordonnées,  ainsi 
que  celles  des  coordonnées  de  la  planète  pertur- 
batrice rr! . 

n  faudra  donc,  pour  avoir  égard  aux  termes  dé- 
peadans  du  carré  des  masses ,  substituer  dans  les  for- 
mules du  n*  4^^  livre  II ,  à  la  place  des  élémens  de 
l'orbite  de  m,  que  nous  supposerons  corrigés  de  leurs 
variations  séculaires,  leurs  valeurs  elliptiques  aug- 
mentées de  leurs  variations  périodiques,  que  nous 
désigneroas  par  la  caractéristique  S^^  et  mettre  ensuite 

R  -f-  J^R  à  la  place  de  R,  ^ — | — -j—   à  la  place  de 

^  ,  et  de  même  pour  les  différences  partielles  rela- 
tives aux  autres  élémens;  ou  bien,  ce  qui  revient  au 
même,  on  différentiera ,  par  rapport  à  la  caractéris- 
tique J^,  les  formules  du  numéro  cité ,  en  observant 
que  dans  les  différences  partielles  de  la  fonction  JH , 
relatives  aux  élémens  de  l'orbite  elliptique  de  ni ,  on 
doit  regarder  comme  constantes  les  variations  ^a  ^ 
^,  J^a',  etc.,  qui  entrent  dans  l'expression  de  /R^ 
ainsi  que  les  quantités  qui  en  dépendent. 

Cela  posé,  en  observant  que  -^=:  — ,  on  trou- 
vera 
rfa=  ia\d'S^  +  4arf'R/^'R) ,  (i) 
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L\  e"^}/  i^e^J  ndt      «■|/i-e*«*-J 


Enfin ,  la  formule  (4)'d^  n*  6i  du  livre  II,  en  ob- 
servant que  Ton  a 

donnera,  pour  la  variation  du  moyen  mouvement , 
dÇ  =  —5andtfd'J'K  +  ^a^ndt{fd'K)\      (7) 

Dans  les  formules  précédentes ,  îl  faudra  substituer 
à  la  place  de  S^è  sa  valeur  déterminée  pav  l'équa- 
tion (5)  du  n°  4^-  du  livre  U  ;  et  eri  intégrant  ensuite 
ces  formules,  on  aura  les  variations  finies  desélémens 
de  l'orbite  elliptique,  dépendantes  du  carré  des 
masses.  Nous  n'avons  pas  effectué  ici  cette  substitu- 
tion, qui  ne  présente  Railleurs  aucune  difficulté, 
afin  de  ne  pas  trop  conipKquer  les  formules, 

47.  Si  de  mcme^  dans  la  valeur  (a)  de  J^R,  on  rem- 
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place  les  variations  finies  des  éàéxnens  des  orMtês  à$ 
m  et  de  m'  par  leurs  valeurs  données  par  la.  premièrb 
approximation 9  on  pourra  développer  lexpression 
résultante  en  série  de  sîuus  et  de  cosinus  d^angles 
proportîoonels  aux  moyens  mouveniensdes  deux  pliH 
nètes,  de  la  même  manière  qa  on  a  développé  la  fonc* 
tioo  Rdépendante  de  la  première  puinsH  nce  des  m<4s8es|} 
mais,  dans  certains  cas,  il  sera  préférable  de  dé- 
terminer la  variation  J^R  de  la  manière  suivante. 

An  lieu  de  regarder  R  comme  une  fonclioii  des 
élémens  des  orbites  de  m  et  de  m\  et  du  temps  t,  on 
peut  considérer  cette  quantité  dans  l'état  où  elle  est 
donnée  par  les  formules  du  mouvement  troublé  ^ 
c'est^à-^lire  comme  fonction  des  coordonnées  de  la 
{danète  troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Si 
Ton  désigne  doue  respectivement  par  r,  i^^^^lé  rajon 
vecteur,  la  longitude  et  la  latitude  de  m  dans  son'Or- 
Ute  elliptique,  et  par /r^  <jV  et  J's  les  parties  de  Èèa 
coordonnées  due^  à  l'action  des  forées  perturiia triées  y 
et  dépendantes  de  la  première  puissance  de  ces  forces^ 
qu'on  désigne  par  les  mêmes  lettres  aceentuéed^  les 
quantités  correspondantes  relatives  à  hi'^  on  aura 

* 

La  première  approximation  par  les  formules  dé- 
veloppées soit  dans  le  livre  II,  soit  dans  les  chapitres 
précédens,  fera  connaître  les  valeurs  de  J^r,  /i^,  Ss^ 
exprimées  en  suites  de  sinus  et  de  cosinus  des  moyens 
mouvemens  de  m  et  de  m',  ordonnées  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  des  excentricités  e\ 
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des  inclinaisons  de  leurs  orbites.  Nous  avons  donné  » 

dans  le   n''4f  1^  moyen    d'obtenir  les  valeurs  des 

différences  partielles  j- ,  t-  ,  ^ ,  expnmees  de  la 

même  manière;  on  pourra  donc  déterminer  sans 
peine  les  termes  de  J^R  correspondans  aux  termes 
que  l'on  aura  considérés  dans  chacun  des  facteurs  des 

jn\  //R  //R 

produits  j-^^f  J~  ^^f  'T  ^^  *  ^"^  ceiià  fonction 
renferme.  Il  en  serait  de  même  relativement  aux 

produits  ^  J^r',  -^'^^\  ds'^^'*    ®*  ^  ^^*  facile, 

par  conséquent ,  de  distinguer  tous  les  termes  de  J'K 
qui  dépendent  d'un  argument  donné ,  et  de  tel  ordre 
qu'on  voudra  par  rapport  aux  excentricité  et  aux 
inclinaisons. 

On  aura  les  termes  correspondans  de  d^J'K  en 
difierentiant  par  rapport  au  temps  t ,  introduit  par 
les  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  par  leurs 
variations  tPr^  /i^ ,  J^s ,  et  en  regardant  comme 
constant  celui  qui  dépend  des  coordonnées  de  la 
planète  perturbatrice  et  des  variations  J'r^  /(/  et 
S's' ;  enfin,  on  obtiendra  les  termes  correspondans 
des  différences  partielles  de  J^R  relatives  aux  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique,  en  différentiant , 
par  rapport  à  ces  élémens ,  l'expression  {b) ,  sans 
faire  varier  ceux  qui  se  trouveraient  renfermés  dans 
les  valeurs  des  variations  S^r,  JV,  cTi',  etc.,  confor- 
mément à  ce  que  nous  avons  dit  précédemment 

48.  On  déterminera  donc  de  cette  manière  les  iné- 
galités des  élémens  de  l'orbite  de  m,  dépendantes  de 
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la  seconde  paissanoe  des  forces  perlarbatrices  ;  et 
en  introdaisant  ces  éléroens  corrigés  de  leurs  va- 
riations ainsi  obtenues ,  dans  les  formules  du  mon^ 
yement  elliptique ,  on  aura  les  inégalités  correspoo  * 
dantes  du  rayon  vecteur ,  de  la  longitude  et  de  la 
latitude  :  toutefois ,  comme  les  termes  dépendans  du 
carré  des  masses  sont  en  général  très  peu  considé- 
rables, on  naura  besoin  d'avoir  égard  qu'à  ceux 
qui  y  par  reffet  de  quelque  circonstance  particulière, 
peuvent  devenir  sensibles.  Si,  par  exemple,  il  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m!  un  rap-* 
port  tel  que  Un'  —  in  soit  une  très  petite  quantité , 
î  et  V  repr^ntant  deux  nombres  entiers  quelcon- 
ques ,  les  inégalités  les  plus  considérables  parmi 
celles  qui  dépendent  du  carré  des  masses,  dans  les 
mouvemens  réciproques  de  ces  deux  planètes,  se- 
ront, toutes  choses  égales  d ailleurs,  les  inégalités 
qui  auront  pour  diviseurs  les  plus  hautes  puissances 
de  cette  quantité. 

Or,  les  valeurs  de  Ç  et  de  Ç'  renferment  des 
termes  dépendans  de  Tangle  fnt — int ^  et  qui  ont 
[Vn'  —  iny  pour  diviseur;    en  les  combinant  avec 

les  ternies  des  différences  ^  c*  jF/^  M"^  dépendent 

du  même  argument,  il  en  résultera  dans  ^Ç  des 
termes  dépendans  de  l'argument  3(iV^-— //s/) ,  et 
qui ,  à  cause  de  la  double  intégration ,  seront  af- 
fectés du  diviseur  {Vn'  —  //}/,  et  dans  les  variations 
des  autres  élémens  des  termes  périodiques  dépen- 
dans du  même  angle,  mais  affectés  seulement  du  di- 
viseur {i'n' —  inf.  Ces  derniers  termes,  quoique  sous 
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ce  rapport  liioîtis  considérables  que  les  premiers ,  peu* 
ycnt  cepcindant  produire,  dans  les  expressions  des  ex* 
êentricites  et  des  longitudes  des  périhélies^  des  ioiégà* 
lités  très  sensibles ,  et  qui  même  surpasseront  celles  du 
moyen  mouyement ,  si  les  excentricités  de  m  et  de  m' 
sont  très  petites ,  parce  que  leurs  coeffîciensserontd'uo 
ordre  moins  élevé  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons.  Cette  remarque  est  analogue,  à  celle 
que  tioiis  avons  faite  n""  56  par  rapport  aux  inéga- 
lités dépendantes  de  la  première  puissances  des  forces 
perturbatrices. 

Les  expressions  de  J^a,  Se,  etCr^  renferment  des 
termes  dépendans de  largument  fn't ' —  int ,  et  affec- 
tés du  dîviseui*  fn'  —  in;  en  les  combinant  donc  avec 

les  termes  de  -z-i  ^ ,  etc ,  dépendans  du  même  an- 
gle^ il  en  résultera  y  dans  l'expression  du  moyen 
mouLveinent,  des  terixies  dépendans,  comme  le$  pr^é- 
cédens,  de  l'argument  2  (i^n't  —  int),  .et  qui  aui:ont 
{i'n' "-T' iny  pour' diviseur,  et  dané  l'expression  des 
autres  élémens  de  l'orbite  de  m,  des  termes  relatif 
au  même  À<igle,  mais  affectés  seulement  du  diviseur 
{i'n' —  in)*;  cependant,  il  faudra  encore  avoir  égard 
à  ces  termes,  prîlicipalement  dans  les  expressions 
des  variations  des  excentricités  et  des  périhélies ,  par 
}a  même  raison  que  précédemment. 

Enfin,  si  l'on  considère  les  termes  de  la  fooc- 
iiori' J^R.qiiîr  dépendent,  simplement  de  l'argument 
i'n't\^  int^  it  est  aisé  de  voir  qu'il  en  résultera  dans 
eTj^^.ipar.  ladt^uble  intégration  que  ces  termes  subi^ 
sent,  des  inégalités  qui  n'auront,  il  est  Vrai ,  poUjr 
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dÎTiséiir  qoe  la  quantité  (iV  —  iny^  maïs  aussi  qui 
seront  siniplemcfnt  de  Tordre  i^ —  i  relativement  aux 
ezoetitricitës  ^ï  aux  inclinaisons ,  tandis  que  les 
inégalités  relatives  li  l'angle  3  {Vr^t —  int)^  qui  sont 
affectées  du  diviseur  (iV — ùiff  seront  de  l'ordre 

Lorsqu'on  n'a  égard  qu'à  la  première  puissance  des 
forces  perturbatrices  ^  l'expression  du  moyen  mouve'* 
ment  est  lé  seule  qui  contienne  des  inégalités  dépen- 
dantes, conitne  les  précédentes,  de  l'angle  i'nlt — intp 
et  ayant  (iW  —  w)*  pour  diviseur  ;  et  c'est  elle ,  par 
conséquent,  qui  fournit  alors  la  principale  partie  de 
la  variation  de  la  longitude  moyenne;  mais  tous 
les  élémens  de  l'orbite  pourront  contenir  des  iné^ 
galités  semblables  parmi  celles  qui  sont  de  l'ordre 
du  carré  de  la  force  perturbatrice.  En  effet,  pour 
les  obtenir,  il  suffira  de  combiner  dans  .^R  les 
termes  des  variations  de  J'a ,  J^e ,  etc. ,  qui  dé- 
pendent de  l'angle  Vn't  —  irtty  et  qui  i^nt  divisés 
ipt^  i'n'  -^in,  avec  les  parties  constantes  des  dififo- 

rences -r- •  -5-,  etc.;  il  en   résultera  évidemment, 

da      de  ^  -     . 

par  l'intégration  dans  Ja ,  J^e,  etc. ,  des  inégalités  re- 
latives au  même  angle ,  et  qui  auront  (i'n'  —  inY 
pour  diviseur.  Ces  termes  seront  donc  comparabljes, 
aous  tousr  les  rapports,  à  ceux  qui  leur  correspondent 
dans  l'expression  du  moyen  mouvement  ;  et  il  jtie 
sera  pas  permis  de  les  négliger,  du  nioraent  qWpn 
aura  reconnu  la  nécessité  d'avoir  égard  à  ces  derniers 
termes. 
I.es  diffé^enks  Inégalités  que  nous  venons  d'ia-r 
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diquersont  celles  qui  résultent,  dans  les  expressions, 
des  variations  des  élémens  de  l'orbite  de  m  dépen- 
dantes du  carré  de  la  force  perturbatrice  de  la  fonc- 
tion J^R  et  de  ses  différences  ;  raais  il  est  clair  que  les 
autres  termes  des  expressions  différentielles  de  ces 
quantités  introduiraient  de  même  dans  leurs  valeurs 
finies  des  inégalités  dépendantes  de  langle  i'n't — int^ 
et  ayant  pour  diviseur  (i  V —  /w)*,  et  des  inégalités 
dépendantes  du  double  de  cet  angle,  et  divisées  par 
{i'n*  —  inYf  {Vn'  —  7/^)*  ou  {Vn' —  in).  Pour  les  dé- 
terminer, il  suffirait  d'examiner  avec  soin  les  différen- 
tes parties  des  formules  généi^les  (i),  (2)  etc.  ;  mais 
comme  ces  inégalités  ne  deviennent  assez  considéra- 
bles pour  qu'on  en  tienne  compte ,  que  dans  la 
théorie  de  quelques  planètes ,  il  sera  plus  simple  de 
les  développer,  dans  chaque  cas  particulier,  selon 
l'importance  qu'il  présentera  :  les  circonstances  qui 
auront  rendu  leur  considération  nécessaire  contri- 
bueront toujours  à  faciliter  ce  développement. 

49-  C'est  principalement  dans  la  théorie  de  Jupiter 
et  de  Saturne  que  la  grandeur  des  deux  inégalités  qui 
affectent  leurs  mouvemens  réciproques  oblige  à  te- 
nir compte  des  termes  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices.  Nous  allons  donc  appliquer 
aux  inégalités  de  cette  espèce  ,  qui  peuvent  deve- 
nir sensibles  par  le  rapport  qui  existe  entre  les 
moyens  mouvemens  de  ces  deux  planètes,  les  con- 
sidérations précédentes. 

Occupons-nous  d'abord ,  parce  que  ce  sont  les  plus 
faciles  à  déterminer,  des  inégalités  relatives  au  dou- 
ble de  l'argument  de  la  grande   inégalité ,  et  qui 
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ayant  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (5/i' —  ^^Y» 
peuvent  acquérir,  par  cette  raison,  une  valeur  sen- 
sible f  quoiqu'elles  soient ,  comme  on  le  verra ,  du 
second  ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice , 
et  du  sixième  à  Tégard  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons. Les  inégalités  de  ce  genre  ne  peuvent 
exister  que  dans  l'expression  du  moyen  mouvement. 
Reprenons  donc  la  formule  (7),  et  supposons  que 
m  représente  Jupiter,  mf  Saturne,  et  que  toutes  les 
quantités  relatives  à  m ,  marquées  d'un  accent ,  dé- 
signent les  mêmes  quantités  relatives  à  m\  en  inté- 
grant, on  aura 

cfÇ=  —  5an/dtfd'J'K  +  ^/dt(fd'K)\ 

Considérons  d'abord  le  premier  terme  de  cette 
expression.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inégalité  dont 
nous  nous  occupons ,  on  peut  supposer ,  d'après  ce 
qui  précède. 


ndt'^     ^     n'dl 

En  ne  considérant  que  les  termes  du  développe- 
ment de  R  qui  dépendent  de  l'angle  Sn!t  —  s/i^, 
soit 

R  =  mO*  tio  ( j/i'l  —  int  -f-  5/—  •)  -4-  m'Pco*  (5;i'l  —  a/i«  +  5i'—  ai)  5 

d'où  l'on  tire 

-^  =  —  am'Pcos  {Mt  -^wt-h  5/—  at)  ~h  amT'sin  (5/i't— îm«+5i'— at)] , 
-^=      5m'Pcos  (5/i'l  —  aii£  -4-  5i'—  ai)—  5m'F8iii(5«'l— a/i/-f.5i'— at)], 

et  par  suite 

/R  =■  w'(5{'—  aOCPcot  {5/i't  -.a«<-|-5/-.  ai)— F»in  (5«'i— ant+5f'—  at)] . 
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Ponr  avoir  la  différentielle  rf'cTR,  il  font  faire  va- 
rier dans  cette  expression  }^  etnt;  mais  on  peut  reje- 
ter d'abord  la  partie  dépendante  de  la  différentielle 
de  Ç",  parce  qu'il  n'en  résultera  dans  cTÇ  que  des  ter- 
mes relatifs  à  Tangle  2(5n't  —  ant),  ayant  (5/î' —  inf 
pour  diviseur;  on  trouvera  ainsi 

On  a  d'ailleurs  (n*»  36) 

et  au  moyen  de  l'équation  Ç'  = .g",  on  en 

conclut 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente, on  trouve 

f?-£!^=— .^^2fi!f. /^5m  \/7'^'im'  i/â'\  (     ( P'» -P«)8ina(5/i'i— 2ii«-f-5/-îi)  ^ 
/i<f/  ""     (5/i'— a/i)«\  m'V/«'         /l— aPP'co8a(5«'«— a/jZ-f-5/— if),  j 

on  aura  donc,  en  vertu  de  ce  terme, 

^^         2(5«'— a/i)4\         mV^  yl— aPP'cosa(5«'f— a/if-f-5f'— ai),     i 

Cette  inégalité    doit    être    ajoutée    à    la    longitude 
moyenne  de  m   dans  l'expression   elliptique   de  la 

longitude  vraie.  En  la  multipliant  par  —  ^v^ ^  ^^ 

faisant  a  =  -7,  on  en  conclura  pour  la  valeur  cor- 
respondante  de  cTÇ', 
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*^~'  a(5n'— an)4\  ;„  ^/ J  j  l — aPP'coM(5/i'|p.a/M-f.6f'-ai) .  f 

5o.  Considérons  maintenant  l'inégalité  de  J'Ç  relative 
à  l'angle  !i{Sn't  —  27z^),  et  qui  a  (5/i' —  2w)*  pour  di- 
viseur. Les  termes  qui  la  produisent  peuvent  résulter, 
I*.  de  la  partie  de  eTR  que  nous  venons  de  considé-r 
rer^  a*,  du  deuxième  terme  de  la  formule  (7);  5*.  de 
la  partie  de  cTR  qui  dépend  de  la  variation  des  élé- 
mens  a^à^  e,  etc. ,  des  orbites  de  m  et  de  m\  Déter-^ 
minons  successivement  les  différentes  parties  de  cette 
inégalité. 

L^expression  de  ^R  donne ,  en  différentiant  par 
rapport  à  Ç' , 

tt.lK  =:  amV/Ç  [P'sin  (5«'£—  Q/it  4-5*'—  at)— P  cos  (5/i'£— aiif4-5t—  21)], 

et  en  substituant  pour  dl^  sa  valeur^ 

tfi^  _     6m'»na     (      (F*  —  P«)  tin  a  {5nU  —  wt  -h  Si'  —  Q»)  ^ 
ndt  ~~  (5nf  —  an)' l  —  aPP'coi  a  (5/i'/  —  2nt  -h  ^y*  —  ai).  f 

et  par  suite 

^  '^  a(5/4  —  a«)î  l—  aPPco8  a  (5/i'f  —  an/  -f-  5/—  ai,.  / 

Supposons  maintenant 

J'Ç  =  \a^nfdt{fd'}iy; 

la  valeur  précédente  de  R  donne,  en  la  différen- 
tiant, 

«fR=  —  'àm'ndL  [P  co»  (5/i'i— ant-hSi'—  a«)— F»iii  {^n't^Mt-^^  ai)J, 

et,  par  conséquent , 

y<fR=—  g^J^^  LP"n  (S/iV-a/it+St'— ai)4-P'co*  (5n'i— a^f-f^iV-ai)]. 
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En  élevant  cette  valeur  au  carre,  et  en  rejetant  les 
termes  non  périodiques ,  on  trouve 


am'«/i* 


et  par  suite 

■ 

^  ""  jCSh'—  a/i)ï  l  —  aPF  cof  a  (5ii'£  —  aA«  +  5/  —  at).  / 

Qette  inégalité ,  jointe  à  la  précédente,  donne  la  sui- 
vante : 

jhy  —    lam^'fl*     C      (F*  —  ?•)  tin  a  {5n't  —  a/it  -f-  5/  —  at)  l 
•^^  ■"  i(5/i'  — 'a^)"» 'I  —  aPP'  cot  a  (5n't  —  on t  -f.  5/  —  at).         f 

On  trouverait  pour  l'inégalité  correspondante  rela- 
tive à  m% 

_     ']5m*nf^a'*     €      (F«  —  P«)  sin  a(5/i'«  —  a/if  -f-  5i'—  ai)  ^ 
''^  ""  a (5/i'  —  a/î)'' l  -  aPP'  cos  a(5//t  —  a/if  -f-  5t'  —  •).  / 

Ces  deux  inégalités,  comme  celles  que  nous  avons 
précédemment  déterminées,  sont  du  sixième  ordre, 
par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 
puisque  P  et  V  sont  au  moins  du  troisième  ;  mais 
ces  dernières  inégalités  n'ayant  pour  diviseur  que  le 
cube  de  5rJ  —  tàn ,  tandis  que  les  autres  sont  divisées 
par  la  quatrième  puissance  de  cette  quantité,  elles 
sont  nécessairement  beaucoup  moins  considérables , 
et  Ton  s'est  dispensé,  jusqu'à  présent ,  d'y  avoir  égard, 
les  inégalités  affectées  du  diviseur  (5w' —  any  devant 
fournir,  en  effet,  la  principale  partie  de  la  va- 
riation de  la  longitude  moyenne  relative  à  l'angle 
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5i,  Supposons  maintenant 

en  £dsant  abstraction  des  termes  de   ^R  qui  sont 
relatif  à  la  variation  des  élémens  de  Forbite  de  m\ 

Les  différences  partielles  j-  dans  cette  expression , 

ainsi  que  dans  celle  de  ^£ ,  doivent  être  prises  en  re- 
gardant n  comme  constant  (n®  4^  f  ^^^^^  II  )• 

Si  Ton  substitue  pour  S'a ,  Ji,  ê^e  et  Sea  ^  leurs 
valeurs  données  par  rintégration  des  formules  du 

n®  4^  9  livre  II,  en  observant  que  -y-  =  ~j-,  et  pour 

T- ,    -T-  9  Spf  ^^9  leurs  valeurs  données  n^  4 >  ^^ 
trouvera 

'^  ;^i/, ^\dn'^        dx       dx-^        dn/ 

Supposons  t  comme  précédemment , 

11=  wT  sîn  (Sn'i  —  ûn<  +  5/—  ai)  -h  mT'  cos  (5/i'«  —  ant  -f-  5f'  —  ai). 

En  faisant,  pour  abréger,  5w'^ — a/i/-|-5«' — 2«=a, 
l'expression  de  J^R  prendra  cette  forme  : 

ToMK  m.  14 


v^ 
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4m-»^M  \      [gsin.-hgcos.](P8in*  +  Fco.  *)| 
f—  [ï^sin*  ^P  co8«t]  f  —  coa«  — -^ftiiitf  j 

/H-l  j-amatH-— C08*  (Pfin«t-+-Kcoi«)' 

ir^fP  .      ^.fP'         T  /dP  dfy ,     \ 

IdH "^*+  d«  *^°« *J  U *^^*- âi""^  vi 

irdP  .     ,  dP     "irdP          dP'  .    \ 
I  -;-  8intt-f--T~<^08  et  I  -7—  cos  «e t--  8in  «  Ij 

[P  COS  A —  P'sin  à\   I  -r-  C08«—  -5— 8111  fll) 

+  r^  8ifi  «-4-  ^  cos  «1  (P <iii  «4-  Fcos  «). 

81  l'on  opère ,  dlEuis  cette  expresskm ,  les  mult^lica? 
tions  indiquées ,  oa  verra  qae  le  second  membre  se 
réduit  à  une  quantité  constante ,  de  sorte  que  la  fonc- 
tion  J^R  ne  contient  aucun  terme  périodique  dépen- 
dant de  l'angle  i  (SwV  —  ant)  introduit  par  la  Varia- 
,  tion  des  six  élémens  de  l'orbite  de  la  planète  troublée  ; 
le  même  résultât  aurait  lieu  relativement  awc  élé- 
mens de  l'orbite  de  m\  ce  qui  tient  à  ce  que  tous  les 
termes  de  la  valeur  de  eTR  peuvent  prendre,  datiaks 
deux  cas  9  la  forme  générale  K  {MjlSdt  —  N/Mcft) , 
K  étant  un  coefficient  constant. 

Pour  avoir  la  différentielle  de  d^J^K  ^  il  faut  diffé^ 
rentier    l'expression   précédente    par   rapport  ttax 
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seules  quantités  relatives  à  la  planète  m,  c'est-à-dire 
d'après  la  forme  que  nous  lui  avons  donnée ,  qu'il 
faiMdra  ne  (aire  varier  le  temps  t  dans  les  facteurs 
compris  entre  les  crochets  [    ]  qu'autant  qu'il  est 
multiplié  par  n,  et  différentier  complètement  les 
£M:teurs  compris  entre  les  parenthèses  (     ) ,  et  qui 
flont  introduits  par  la  variation  des  élémens  de  la 
jdanète  troublée.  Dans  les  deux  cas ,  cette  expression 
devient  identiquement  nulle ,  en  sorte  que  les  varia** 
tkms  du  grand  axe,  de  l'excentricité,  de  l'inclinai-* 
son ,  des  longitudes  de  l'époque ,  du  périhélie  et  du 
nœud  de  l'orbite  de  la  planète  troublée,  n'introdui- 
sent dans  la  fonction  if  «TR  aucun  terme  constant ,  ni 
aucun  terme  relatif  à  l'argument  2  (5nU  ^^^  2nt).  Il 
serait  facile  de  s'assurer  que  le  même  résultat  a  lieu 
relativement  aux  variations  des  élémens  de  la  planète 
perturbatrice.  Il  en  résulte  que  le  moyen  mouvement 
de  m,  de  même  que  celui  de  m',  ne  sont  assujettis,  en 
yertu  des  mêmes  variations ,  à  aucune  inégalité  crois- 
sante comme  le  carré  du  temps,  ni  à  aucune  inégalité 
à  longue  période  dépendante  de  l'angle  2(5n't — 2nt); 
ce  qui  confirme,  relativement  aux  grandes  inégalités 
de  Jupiter  et  de  Saturne ,  le  beau  théorème  de  Vim^a" 
riabilité  des  grands  axes  et  des  moyens  mouvemens 
planéiaireSf  en  ayant  même  égard  au  carré  de  la 
force  perturbatrice ,  que  nous  devons  à  M.  Poisson , 
et  dont  nous  avons  donné  une  démonstration  géné- 
rale dans  le  n°  60  du  livre  II  (*). 

{*)  M.   Poisfon  avait  conclu  {Mémoires  de  F  Académie, 
U^nse  Y*  )  que  le  même  résultat  MdMiste  encore  en  portant 
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Les  expressions  de  J"!^  et  de  éfÇ'  ne  renfernienl 
donc  aucune  autre  inégalité  dépendante  de  l'angle 
2  (5n't  —  2nt),  et  ayant  pour  diviseur  (5n^  —  2ny, 
que  celles  que  nous  avons  déterminées  n*  5o.   Les 
grands  axes  et  les  longitudes  des  époques  renferme- 
ront des  inégalités  semblables ,  et  qu'il  sera  facile  de 
développer  d'après  l'analyse  précédente.  Mais,  comme 
on  peut  s'en  assurer ,  ces  inégalités  seraient  absolu-^ 
nient  du  même  ordre  que  les  inégalités  correspon- 
dantes du  moyen  mouvement,  c'est-à-dire  du  second 
ordre  par  rapport  à  la  force  perturbatrice ,  et  du 
sixième  relativement  aux  exceniricités  et  aux  incli- 
naisons des  orbites  ;   et  l'on  pourra   les  négliger , 
comme  nous  l'avons  dit,  devant  les  inégalités  du 
même  ordre ,  et  relatives  au  même  argument ,  qui 
ont  (  5n'  —  2n  y  pour  diviseur.  Nous  nous  dispen- 
serons, par  cette  raison,  d'en  effectuer  ici  le  déve- 
loppement. 

52.  Considérons  les  variations  des  excentricités  et  des 
longitudes  des  périhélies  relatives  au  même  argu- 
ment. Pour  simplifier  les  formules,  nous  n'aurons 


Tapproximation  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre ,  par 
rapport  aux  forces  perturbatrices ,  mais  il  a  reconnu  depuis 
qu'il  avait  donné  trop  d'extension  à  son  analyse.  L'expression 
différentielle  du  demi-grand  axe  peut  donc  renfermer  des  termes 
constans  du  troisième  ordre ,  relativement  à  ces  forces ,  et  le 
demi-grand  axe  en  peut  contenir  qui  soient  seulement  de  l'ordre 
de  leur  carré  ;  en  sorte  que  le  théorème  sur  l'invariabilité  des 
grands  axes  n'a  plus  lieu  au-delà  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice  :  nous  en  verrons  un  exemple  dans  la 
théorie  de  la  Lune.  (Mémoires  de  l Académie,  tome  XIIL) 
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égard  qu'à  la  partie  de  ces  vanations  qui  est  de  Tor- 
dre le  moins  ëlevë  possible ,  relatrvement  aux  exeen-^ 
tricitës  et  aux  inclinaisons.  Dans  ce  cas,  on  peut  sup- 
poser simplement 


e      \  att  e    dm  J  ^ 

,  andt  /d.i^         <^e  c/R\ 

e      \  de  e*  dt  J' 


(c) 


Déterminons  d  abord  les  inégalités  relatives  à  Tan- 
gle  2  {5n't —  2nt),  et  qui  ont  (5n'  —  211)'^  pour  di- 
viseur. Elles  résultent,  comme  on  la  vu  précédem- 
ment ,  de  la  partie  de  <^R  qui  dépend  de  la  variation 
des  moyens  mouvemens  de  m  et  de  m';  en  ne  consi- 
dérant que  ces  termes,  on  peut  supposer  (n**  /19) 

les  quantités  P  et  P'  ne  devant  plus  s^étendre  ici 
qu'aux  termes  de  la  fonction  R  relatifs  à  Tangle 
5n't  —  int,  qui  dépendent  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons des  orbites. 

Pour  avoir  les  différences  partielles  -^—  et  -^ —  ,  il 

faudra,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  n'*46,  différent 
tier  l'expression  précédente  par  rapport  a  g?  et  par 
rapport  à  e,  sans  faire  varier  les  constantes  intro- 
duites dans  eTR  par  les  variations  des  moyens  mou- 
vemens nt  et  n't.  Pour  cela,  d  après  la  forme  de  cette 
expression,  il  suffira  de  différeutier ,  relativement  à 
ces  constantes,  les  facteurs  entre  les  crochets,  e^  re*- 
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gardant  comme  invariables  les  facteurs  compris  entre 

parenthèses.  En  observant  quon  a,  par  le  n^  36 , 


d^ dP^       dP^ dP 

du  de  ^        dêt  de 


9 


on  trouvera  ainsi 


de  de 


edm       (5/1  — a/i)»  \  ^/  j/^  y  J      \      tf e  de  y 

de  de 


/p  ^P"  .   n/^P  >    . 


En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (c)  y 
et  en  intégrant  ensuite ,  on  aura  les  inégalités  corres- 
pondantes de  cTe  et  de  S" où. 

Considérons  maintenant  la  partie  de  «TR  qui  ré- 
sulte des  variations  des  autres  élémens  des  orbites 
de  m  et  de  m'.  En  n'ayant  égard  qu'aux  inéga- 
lités dont  nous  nous  occupons^  on  peut  faire  >  =  A^ 
et  en  observant  qu'on  a 


rfP          dV 

dm—^  de  * 

dV 

dm 

<fP 
'~^de  * 

dV       j  dV 
dJ"-^  dd  ' 

dV 

~dJ  "~ 

,dP 
^de" 

rfP           dV 
dn^^"^  dv  * 

dV 
da  "" 

rfP 

(d) 


on  peut  supposer  simplement 
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.    mmWn'     irâP"  .  d?  T  /rfP  .  dP  N 

+ 12?  ""  *"^  ■ar^'J  w  ""  •+57  «^'*;} 

rdP  .     .  JP      T/rfF       _^</P  .    \i 

Pour  obtenir  les  différences  -^  et  -^  ,  il  feu- 

dra^  comme  précédemment,  différentier  cette  ex- 
pression ,  en  faisant  varier  les  facteurs  entre  les  cro  - 
chets ,  et  en  regardant  comme  constans  ceux  qui  sont 
compris  entre  parenthèses.  En  observant  que ,  d'après 
les  équations  (d),  on  a 

^'P  _  ^   .       i/'F         d^  _        dP^  rf*P 

d^^^^^^dd^'      dedm^^  de    "^^l?* 
j.p    ^       £^  J'F J'P 


é/^£^  Je^T}^  '  <f^J#  dedy  ' 

d*P  df    .        d'V         d^V  dP  dP 


-/7*».  '  •     #    y/»*.»  '     ^'^^n  ****         //»*.  # 


et  en  substituant  pour  ^e  sa  valeur  (n*  36) , 
OQ  trouvera ,  toute  réduction  faite  ^ 
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+ 


fie    de*        de     de* 
m'^ane    ]      i  r/'dP'\*       /<fP\»n    «n  3a 


5/i' — an 


ï[i^y-(sy] 


dJK     ^edK\      I  I      dP  dP" 


/'d,m     Se  ^\ 

V,  Ja.         c  Jo»,/     \  'w  '   ede  de 

1      mmWn'e  /dP  d^P"         dP'    d*P  N 
"^  5/»'  —  a/»  \de''de  d</        def  'de  de'J 

m\m'an'¥m€fn')e  /dP  d^P*        dF    d^P\ 
Snf —  a/1  \dy  dedy       dy    dedy)  * 

dp  d»P    ,    dP'   d^P' 
de    de*         de     de* 

.     m'^an    )         dP    dP'    . 

1+  ê-7 •<  —  a—T-'-j— *™2* 

on  — a/»   1         cae     de 

V  3r"       e'de)''\  vWde)         \de  )  \      e 

■*■  5n'-.art  '  W  <fc€/e'  "^  dt^   dedtf  ) 

m^{m^an'¥maW)  rdP_    d*P    ,dP^  d*P"\ 
Sn'  —  a/1  \dy    dedy       dy    dedyj 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  (c) , 
et  qu'après  avoir  intégré  on  joigne  les  inégalités  ré- 
sultantes à  celles  que  nous  avons  déterminées  précé- 
demment^ on  trouvera^  en  n'ayant  égard  qu-aux  pr- 
ties  non  périodiques  ^ 

m'»a*n»trdP'  d«P       dP  d'P'       dP'  d»P       dP    d^P'  H 
5/i' — a/1  L  ^     ^**         ''^  de*         dy   dedy      dy    dedy  J 
mm'aa'nn't  r  dP'     d^P  __  JP  ^«F         <iF   éf«P   __  dP  d^  T 
■*"     5/1"— a»      L  de'    dede'      de'  dedft'^  dy   dêdy       dy  dedr^ 

.    m'^a^nH    fdP  d»P     .    dP'  d'P'  ^   dP    d*P    ,    dP^   d*P'  T 
{5/»' — a/ï)e  Ldc    <£e"         rfe    c/c*        dy    dedy        dy     dedyJ 

mm'aa'nn't  FdP  d*P         dP^    d*P'       ^^         </P  d'P'l 
"^  C5n'  —  a»)e  Ue'  cfo</c'  "^  </e'     dede'  "''  «/^    iferfy  "^   dy    dedyS 
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Ces  termes  croissant  proportionnellement  au 
emps  t,  introduisent  dans  les  expressions  des  varia- 
ions  séculaires  de  rexcentricité  et  de  la  longitude  du  . 
)érihélie,  des  inégalités  dépendantes  du  carré  des 
brces  perturbatrices ,  qui  deyiennent  très  sensibles 
kns  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

En  considérant  ensuite  les  termes  périodiques ,  on 
lura 


m  «tt*/i*       ^       de    lie  ' 


WaM.    /5mV^+W\/^j     (P  J-P^).in,(5«'t-an.H-5.'-«) 


in'«a»ij' 


'  I  ""^51  -T-co«a(5/i  /-a/i£4-5i  — ai). 

Ces  formules  détermineront  les  variations  pério- 
diques de  Texcentricité  et  du  périhélie  de  Torbite 
de  7»,  dues  au  carré  des  forces  perturbatrices,  et  re- 
latives au  double  de  largument  de  la  grande  inéga- 
lité; ces  variations  introduisent  dans  l'expression  de 
la  longitude* vraie  une  inégalité  à  longue  période, 
qui  acquiert  une  valeur  sensible  dans  la  théorie  de 
Jupiter  et  de  Saturne. 

55.  Pour  la  déterminer,  en  nommant  p  la  longi- 
tude de  m  dans  son  orbite  elliptique,  et  en  ne  consi- 
dérant que  le  premier  terme  de  l'équation  du  cen- 
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tre ,  on  a 

V  zrzfndt  +  €  +  2^  sin  {fndt  +  6  —  a>). 

Désignons,  comme  précédemment,  par  la  carac- 
téristique cT  les  variations  dépendantes  de  la  première 
puissance  des  forces  perturbatrices ,  et  par  la  caracté- 
ristique S"'  celles  qui  sont  dues  au  carré  de  ces  forces. 
Si  dans  l'expression  précédente  on  augmente  les  élé- 
mens  de  l'orbite  de  m  considérée  comme  une  ellipse 
variable  de  leurs  variations^  on  aura  dans  Torbite 
troublée 

la  partie  de  cette  valeur  qui  dépend  simplement  des 
masses  m,  m\  etc.,  est  celle  que  nous  avons  examinée 
dans  la  première  approximation. 

Si  Ton  développe  donc  l'expression  précédente ,  en 
n'ayant  égard  qu'aux  inégalités  de  Tordre  du  carré 
de  la  force  perturbatrice ,  qu'on  observe  cpe  les  iné- 
galités de  cT'g  et  (  J^6  )■ ,  dépendantes  de  l'angle 
aigrit — 2nt^5t — 2e),  sont  insensibles,  n?  5o,  qu^on 
a  d'ailleurs  dans  l'orbite  troublée  fndt  :=znt'-JrÇ+S'lif 
en  sorte  que  les  inégalités  dépendantes  du  même  an- 
gle, introduites  par  la  variation  du  moyen  mouve- 
ment, s'obtiennent  en  augmentant  dans  la  partie  el- 
liptique, comme  nous  l'avons  dit  n?  49  >  Tangle  fU 
de  CH-cT^,  la  quantité  J^Ç  étant  déterminée  par  la 
formule  du  même  numéro ,  on  aura 

/V  =*  4-  [acT'tf  —  c  (ift»)»  +  ae^/»]  sia  {»«  -^  •  —  a») 
—  [^e^m  -f-  i/e  i"»  —  af^c]  cos  (n«  -f- 1  —  a»). 

Cette  expression  devrait  contenir  encore   les  deux 
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termes  +  2e/6 cTo»  et  +2j^6J^e;  mais  ces  termes, 
comme  il  est  aise  de  s*en  convaincre,  ne  donneraient 
que  des  inégalités  insensibles  relativement  à  celles 
que  noBS  considérons. 

Si  au  lien  de  Se  on  substitue  dans  cette  expression 
sa  valeur  donnée  n®  5^ ,  et  au  lieu  de  ^  et  de  i'cù 
leurs  valeurs  déterminées  par  les  formules 

f  =  ^|f^^    [P,hi  (5/i'£—  îini  -f5f'~  at)— P  cot  (5/i'f-îw£-f-5«'—  at)], 

qu'on  remplace  ensuite  S^'e  et  J^'â»  par  la  partie  pério- 
dique de  leurs  valeurs  donnée  par  les  formules  pré- 
j.   oédentes,  on  verra  que  les  inégalités  qui  ont  {Sn' — 2/1)* 
pour  diviseur  disparaissent  d'elles-mêmes  ;  et  en  né- 

^gligeant  les  inégalités  dépendantes  de  l'angle  /i^*f-€ , 
parce  qu'elles  peuvent  être  supposées  comprises  dans 
l'équation  du  centre,  on  trouvera 

\  Par  une  analyse  semblable ,  on  trouverait  pour  les 
vurialions  séculaires  de  l'excentricité  et  de  la  longi- 
tude du  périhélie  de  m!^  dues  au  carré  de  la  force 
perturbatrice, 

■^W—   anL^    de'^        d^  d^*^  dy    d^dy"^  dy  dt/dyj 

mmfaa'nnU  rdP"^  d*V        dP    d»V        dP'    <f»P        d?  d*l?"\ 
■*"    W-^w      t^  dedt^      J^ÂdZ'^  dy    él?3i'^  dyd^y 
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■^(5/1'—  iny  [dS  rfe'«  "^  de'    rfe'»  "^  d>  ^c^^t.  "*'  rf>    rfc'c/>J 

mm'ac^nn't   Tâ^   <£»P        ^'  ff'P'        f/P    rf'P         JP    ^^'P^T 
"*"  (5n'  —  2/i)e'   L  rfe  dedé  "*"  cfc  Je  de'  "^  dy  de'dy  "^  d>    dc'i/yj  ' 

et  pour  les  variations  périodiques  de  ces  mêmes  élé- 
mens  y  dépendantes  de  l'angle  2{5n't — 2nt+Se^ — 2é), 
on  aura 

ÎdV  dV  .     ,^  ,  ,      '      , 

a  «T-;  -7-7  sina(5/i'£ — aw«+5r— ai) 
d€f  def         ^ 

[©•-©■>•'<=»"-"" 

a(5/i'— an)V>  ^        dP  dV  ,.  .       «   *   .  c^    . 

V  /         I  —  a --_  --_  C08  2  (5n'«  —  a/i£+5r— î 

i        flC^  de 

d'où  Ton  conclura  qu'en  vertu  des  termes  dépendan 
du  carré  de  la  force  perturbatrice,  la  longitud 
vraie  de  Saturne  est  affectée  de  l'inégalité  sni 
vante  : 

,      3m'fl3.P  nmVaJ^'im'Va'\\       L     de/  àe'T    ^9"  '     ^     ^       ^ 

-(5n'-i/.)VV,         ^y/a  )\      Tp  ^-|.p'^lcos(9/i'£-4n«+9»'H« 

On  peut  déterminer  immédiatement ,  et  sans  au 
cun  calcul,  les  deux  inégalités  précédentes  de  i 
et  J^i^  au  moyen  des  inégalités  déjà  calculées  dar 


m-'a*^nf* 
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la  première  approximation.  En  effet  ^  si  Ton  repré- 
sente par  K  sin  {Sn't  —  ^nt  +  Se'  —  5<  +  B)  l'iné- 
galité de  m  dépendante  de  langle  Sn't — ^nt+Si' — 5<, 

et  par  H  sin  {Sn't  —  ant  +  5«'  —  3f  +  A)  la  grande 

inégalité,  ou   celle  qui  dépend    de   Tangle 

5/i'<—  371^+  5f' —  3f,  l'inégalité  de  J*p,  qui  dé- 
pend de  Tangle  lon't — 5n^+  loi'  —  5f  pourra  se 
mettre  sous  cette  forme  : 

Soit  de  même  R'sin(4'î'^  —  2/i<  +4^  —  2«-f-B'),  l'iné- 
galité de  m' dépendante  de  l'angle  /^nU — 2«<+4^' — 2f, 
et  —  H'  sin  (  ^n't  —  2nt  +  Si'  —  2f  +  A'))  la  grande 
inégalité  de  m'^  l'inégalité  précédente  de  cTf/  pourra 
prendre  cette  forme  : 

1  (3mt/^-*- am'i/â')  iî>ir/   •    /     /       »t       .      v      /      •    *    .    dm 
T 7= — ' — '  H'K'  »in  (yi'l  —*^nt  +  9/  —  4t  -f  A  +  B'). 

54* Déterminons  maintenant  les  inégalités  des  incli- 
naisons et  des  longitudes  des  nœuds,  correspondantes 

{*)  Il  suffit,  pour  s'en  couvaincrey  d'observer  que  parles 

n^'SSet  36  on  a  B=s# +  C,  A  =  ff,   K  =:—«—; ,-—, 

5n  —  2n  de 

H=  -= .  Si  Ton  développe  l'expression  précédente, 

(5/1  —  2/l)*  »  ï  *  *^ 

et  qu'à  la  place  de   k  sinC,  A  cos  C,  —  sin  C,  -7-  cos  C,   on 

substitue  leurs  valeura  en  fonction  de  P  et  P',  n'  3o,  on  re- 
trouvera identiquement  l'inégalité  de  iv  déterminée  plus 
haut.  % 
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aux  prëcédeates.  Pour  cela  nous  observerons  que  (p 
et  (p'  étant  y  conune  précédemment,  les  inclinaisons 
des  orbites  de  m  et  de  mf  sur  un  plan  fixe ,  et  a  et  a' 
les  longitudes  de  leurs  nœuds  ascendans,  si  Ton 
nomme  y  leur  inclinaison  mutuelle,  et  n  la  longi- 
tude du  nœud  ascendant  de  mf  compté  sur  Torbite 
de  772,  et  qu'on  considère  le  triangle  sphérique  com- 
pris entre  ces  trois  plans ,  on  aura 

sin ^  sin  (n  —  a)  =  sin  ç' sin  (a'  —  a), 

sin  y  cos  (Il  —  a)  =:  sin^^cosq^cos(ce^ — a) — sin^cos^'. 

Si  l'on  suppose  donc 

P^  =  sinj^  sinn,     Q^  =  sin3.cosn, 
et,  conune  précédemment, 

p  =2  siQ(p  sin  ce ,    Z''  =  ^î^  ^'  ^^  ^' t  I 

^  =  sin  (p  cos  a ,     9'  =  sin  ^'  cos  0!^ 

en  multipliant  par  siu^  les  deux  équations  précé- 
dentes ,  on  aura 

Si  de  ces  équations  on  tire  les  valeors  de  P^  et  Q^,  en    - 
observant  qu'on  a 


V'i— /!•- 

-î*=i- 

P-^T 

<m  trouTera 

-^"=1- 

•+i^  •-/»'*— «"' 
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Si,  comme  nous  le  faisons,  on  prend p  our  plan 
fixe  celui  de  l'orbite  de  m  à  une  époque  donnée ,  p 
et  n  seront  de  Tordre  des  forces  perturbatrices,  et  l'on 
aura ,  aux  quantités  près  de  Tordre  du  carré  de  ces 

forces 


*    On  a  d'ailleurs  y/i  —  p'*  —  j'*  =5  cos  y\  en  négli- 
geant donc  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des 
i     ioclinaisons  mutuelles  des  orbites, 

Ces  valeurs  sont  conformes  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  n®  86,  livre  II;  mais  Tanaljse  précédente 
montre  de  quel  ordre  sont  les  quantités  négligées. 

Si  Ton  différeutie  par  rapport  à  la  caractéristique  £^, 
en  observant  qu'en  prenant  pour  l'origine  d'où  les 
longitudes  sont  comptées,  Tintersection  commune 
des  deux  orbites ,  ce  qui  suppose  II  =  o ,  on  a 
cTP^  =  ySW ,  cTQ^  =  cTj. ,  et  que  les  inégalités  de  eTp  et 
&p\  de  J^9  et  J^ç',  sont  liées  d'ailleurs  par  les  équa- 
tions ordinairesy 
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on  aura 

Maintenant,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  que 
nous  considérons,  en  vertu  des  formules  du  n'*4; 
on  a 

dp:==.  —  ajidt. -jj — ,      ^q  :=!  andt -^--T- . 

En  différentiant,  par  rapport  à  ^  et  à  IT^  les  deux 
parties  de  la  valeur  de  cTR  donnée  plus  haut,  n'5:i, 
et  ne  conservant  que  la  partie  constante  de  cette 
différentielle,  on  aura 

dy    '^{5nr^2n)\  m'\/â'  J  \    ^y  ^y  J 

m'» an     fd?     </"?        ^'    <i»F  N 
5/i'  —  in  \^de    dedy         de    dedy  J 

mm'a'n'  fdV    d^V     x^^'  ^^^'  ^  \ 

"^  Sn'—wKdi/  de'dy'^de'  de'dyj  î 

m'{m'an'hma'n')/dV  d*P    ,   dP' d»V'\ 
^^  5/»' —  2/1  \</>    É^>*  ^>    </>.»  /* 

d,lK_    3m'^an»     /5mV±±22^7\   fp^  —  F— ^ 
ydlî  ""  {5n^^  my  \  m'\/â'  /    V     ^V  ^>y 

m**an     fdV   d^V        dV    d»P  \ 
^^  5fi'  —.  a/i  \^rf^    dèdy        de    dedy  J 
mm'a'n*  /d?    d^^        dP^    d^V  \ 
■^5/1'— an  Me'  rfc'i/>       </c'   rfe'</>/' 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  les  expressions  de 
dp  et  dq^  qu'on  intègre,  et  qu'on  remplace  ensaite 
(fp  et  cTijf  par  leurs  valeurs  dans  les  expressions  de  ^ 
et  de  yJ'U  ,  on  trouvera 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  mS 

5»'  — an\        w'|/fl         J\de    dedy        de    dedyj 

mn^a€^nn't/m  |/i7-4-  m"  \/â\  fd^   d^V       d9*    d»P  \ 
Su'— an\      ,mf\/a        J\iiidédy       d^  d7d^ J' 

de    dedy  "^  </«    ^«liy 
^d?    d^    ^.^^ 
i/y   <iy»  dy     dy* 

ÎdP    d*P  dP^  </«P 

de'  de'dy  "^  dé  d7d^ 

d9d^  rfF  ^ 

1/7^    tf>  »  <iy  dy^ 

On  déterminera ,  au  moyen  de  ces  expressions , 
les  valeurs  de  J'y  et  de  yJU;  on  en  conclura,  en 
vertu  des  formules  {e)  et  {f)y  celles  des  quantités 

^Pf  ^P'9  ^P  ^^  ^9'f  ^^  P^  suite  les  valeurs  des  quan- 
tités J^ ,  J'a,  J'cp',  <Pa',  qui  déterminent  les  varia- 
tioDs  des  orbites  de  m  et  de  m\  résultantes  de  leur 
action  réciproque  et  relatives  à  un  plan  fixe  quel- 
<x>nque. 

Les  quantités  J^y  et  yJ^U,  comme  les  valeurs  de 
J'Cy  cTo^f  etc.,  sont  encore  affectées  d'inégalités  pé- 
riodiques dépendantes  de  l'angle  2{Sn't — 2nt);  mais 
comme  elles  sont  absolument  insensibles ,  nous  n'au- 
rons égard  ici  qu'aux  inégalités  séculaires. 

55.  Nous  avons  vu,  dans  le  n®  78  du  livre  II,  que 
les  inégalités  de  cette  espèce,  dépendantes  de  la  se- 
conde puissance  des  forces  perturbatrices,  comme 
celles  qui  dépendent  de  la  première  approximation. 
Tome  IIL  i5 
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sont  soumises  à  l'équation  de  condition  suivante  : 

m  sJ'aeSe  +  ni  \Qe'^é  +  ^"'^y  ^'f  >^  =o.  (A) 

Les  valeurs  précédentes  de  «Te ,  S'é  et  S'y  doivent 
donc  satisfaire  à  cette  équation ,  et  c'est  en  effet  ce 
qu  il  est  facile  de  vérifier  en  y  substituant  succes- 
sivement chacun  des  termes  correspondans  des  va- 
leurs de  Se ,  J^e'  et  Sy  ;  et  en  observant  que  P  et 
P'  étant  des  fonctions  homogènes  en  e ,  e'  et  7^,  de  la 
troisième  dimension ,  on  a 

^^  +  ^-^  +  >55;  =  5P, 

d¥  d?    ,  .  X  ^ 

et  que  -^  et  -j-  étant  des  fonctions  homogènes  en 
e^  e'  et  7^^  de  la  seconde  dimension^  on  a 
^         f  d^V  i*P  JP 

^  de*^^  dede  ^  ^  d^  "  ^  "S"  ' 

^^  ,  d'P  d'P   _        ^P  1 

^dedy'*'^  de'dy'^y'dy    —  ^  "^  ' 

i 

et  de  même  relativement  à  -r-  et  -r-; 

de  dy 

enfin,  que  d'après  les  valeurs  de  P  et  P^  on  a 

dP  d'P'        d^  d^V 


dy   dy*  dy  dy* 


O. 


La  stabilité  du  système  des  deux  planètes  m  et  m' 
dépend  de  l'équation  (A),  comme  on  Fa  vu  n'  78, 
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livre  II  j  ce  système  est  donc  stable ,  c'est-à-dire  que 
les  excentricités  et  Tinclinaison  mutuelle  des  orbites 
de  Jupiter  et  de  Saturne  resteront  toujours  très  pe- 
tites y  en  ayant  même  égard  aux  variations  séculaires 
dépendantes  du  carré  de  la  force  perturbatrice  et  du 
troisième  ordre^  par  rapport  aux  excentricités  et  aux 
inclinaisons. 

56.  Ce  résultat  n  est  qu'une  vérification  particulière 
çlwthéorème  que  nous  avons  démontré  généralement 
bT  79»  Hyre  Ily  et  en  considérant  un  nombre  quelcon- 
que de  planètes  circulant  autour  du  Soleil.  Il  faut  tou- 
tefois faire  ici  une  remarque  importante.  Si  les  masses 
I»,  m%  w!^,  etc.  y  ainsi  que  les  demi*grands  axes  a^  a% 
d'y  etc.,  et  les  excentricités  e,  e',  €",  etc.,  des  or- 
bites, différaient  beaucoup  ei^tre  elles,  comme  cela  a 
lien  4ans  notre  système  planétaire ,  il  s'ensuivrait  que 

les  quantités  m\/ae^e ,  ni\/a!e'^'éj  etc. ,  pourraient 
se  compenser  entre  elles,  quoique  les  variations  eTe, 
J^e'  j  etc. ,  fussent  très  différentes.  Les  équations  (e) 
e(  (/),  n*  54  9  Uvi^e  II ,  pourraient  donc  être  satisfaites, 
sans  qu'on  en  dût  conclure  que  les  oscillations  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  seront  toujours  comprises 
d^ns^  d'étroites  limites.  Il  faut ,  dans  ce  cas ,  recourir  à 
rintégration  des  équations  différentielles  (Pj  et  {c)  des 
n**  |54  et  ôgdu  livre II;  si  l'on  n'a  égard  qu'aux  varia- 
tions séculaires ,  qu'on  suppose 

ô  r=  e  sin  &/ ,       c  =  e  cos  od  , 

V  =  e'  sin  o)',       d  =  e'  cos  û>', 

etc. 

On  sait  qti'on  s^tîs^it  au  premier  système  en  faisant 

i5.. 
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^  =  M  sin  {ht+l)  +M,  s\n  (h,t  +  /j  +M.  8Ïn(h^t  +1^)  +etc., 

etc., 

c  =  M  cos  (ht  +  /)+M.  cos(^,^  +  /,)  +M.  cos(h^t  +/.)  +  etc. , 
c'=  M'cos  (ht  +  l)+M\cos(hj  +  /,)  +M'aC08  {hj  +h)  +  etc. , 
etc., 

If  lu  hi  cfc*  f  étant  des  constantes  arbitraires  en 
nombre  égal  à  celui  des  équations  (P);  M,  M', 
M",  etc.,  M.,  M',,  M\,  etc.,  M.,  M'.,  M\,  etc.,  des 
systèmes  de  valeurs  dont  chacun  renferme  une  arbi- 
traire et  des  quantités  déterminées,  et  enfin  A,  £,, 
h^  y  etc. ,  les  racines  d'une  équation  d'un  degré 
égal  à  celui  des  corps  agissans  que  l'on  considère. 

Soit  X  =  o  cette  équation.  Si  toutes  ses  racines 
sont  réelles  et  inégales,  les  valeurs  de  &,  c,  V ^  etc.  y 
seront  toutes  composées  de  quantités  périodiques  ;  et, 

en  vertu  des  équations  e=v/ô*+c*,  e'=v/i'*-|-c^*,  etc., 
il  en  sera  de  même  à  l'égard  des  excentricité  e^ 
e\  etc.  Si,  de  plus,  les  quantités  M,  M',  M",  etc.,  sont 
supposées  très  petites  et  du  même  ordre  que  les  ex- 
centricités des  planètes  principales  à  1  époque  ac- 
tuelle, les  intégrales  précédentes  montrent  que  les 
quantités  h^  h\  etc. ,  c ,  c',  etc. ,  et  par  conséquent  les 
excentricités  qui  s'en  déduiront,  varieront  dans  des 
rapports  peu  considérables,  et  seront,  dans  tous  les 
temps ,  très  petites,  comme  elles  le  sont  aujourd'hui.  Il 
en  sera  de  même  des  inclinaisons  qui  dépendent  d'un 
système  d'équations  absolument  semblables.  Oo  dé- 
montre aisément,  par  les  considérations  exposées  n'^ôS, 
livre  II  ;  et  sans  avoir  besoin  de  résoudre  Téquatioft 
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X=  Oy  que  cette  équation  ne  saurait  admettre  que 
des  racines  réelles  et  inégales  ;  mais  il  reste  encore  à 
calculer  les  quantités  M,  M'^  M'',  etc.  ^  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines  ^  pour  être  assuré  que  Tet- 
lipticité  de  Torbite   de  chaque   planète  sera    tou^ 
jours   comprise  entre  d'étroites  limites   quelle  ne 
saurait  dépasser  (i)  :  c'est  d'ailleurs  le  seul  moyen  de 
déterminer  avec  exactitude ,  pour  un  temps  quelcon- 
que  y  les  élémens  des  orbites  planétaires.  Jusqu'à  pré» 
sent  on  s'était  contenté  de  donner  leurs  variations  sé^ 
calaires  développées  par  rapport  au  temps ,  et  en  ne 
portant  l'approximation  que  jusqu'à  la  seconde  puis- 
sance; mais  la  connaissance  plus  exacte  que  nous 
ayons  maintenant  des  masses  des  planètes  et  des  élé- 
mens de  leurs  orbites  exige  qu'on  détermine  ces  va- 
riations d'une  manière  plus  précise.  Aussi ,  quoique 
la  formation  et  la  résolution  de  l'équation  X  =  o  , 
lorsque  Ton  considère  à  la  fois  le  système  des  sept 
planètes  principales ,  demande  de  pénibles  calculs  ;  la 
nécessité  d'établir  avec  certitude  un  point  si  impor- 
tant dans  le  système  du  monde  ^  ne  nous  a  pas  permis 
d'bfôiter  à  les  entreprendre ,.  et  l'on  verra  que  les  ré- 
sultats que  nous  avons  obtenus  confirment  les  conclu- 
sions auxquelles  nous  étions  parvenus  dans  le  cha- 
pitre VIII  du  livre  II ,  en  admettant  comme  un  fait  la 
petitesse  des  quantités  M^  M'^  M"^  etc. ,  qui  n'avaient 
pas  encore  été  calculées. 

Lorsqu'on  veut  avoir  égard  au  carré  des  forces  per- 
turbatrices,  il  faut,  dans  les  équations  (P)  et  (c),  n""'  64 

{*).  Voir  les  notes  à  la  fia  du  volume. 
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et  69 ,  livre  II ,  augmenter  les  quantités  57 1  ^  >  etc. , 

j  >   j  9  etc. ,  de  leurs  variations  séculaires  relatives  à  la 

ai      ut 

seconde  approximation ,  et  déterminées  par  les  formu* 
les  précédentes.  Ces  équations  alors  ne  sont  plus  li- 
néaires ,  cependant  on  peut  encore  les  intégrer  par  les 
méthodes  ordinaires  d'approximation.  En  effets  sup- 
posons d'abord  qu'on  ait  égard  aux  quantités  d'un 
ordre  quelconque  par  rapport  aux  masses  m,  m', 
jn!'j  etc. ,  mais  qu'on  néglige  dans  les  équations  ci- 
tées tous  les  termes  qui  dépendent  des  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  supérieures  à  la 
première.  Les  équations  qui  en  résulteront  seront 
encore  linéaires  et  à  coefficiens  constans;  en  les  trai- 
tant comme  on  a  traité  les  équations  primitives  (F) 
et  (c) ,  on  en  déduira  une  équation  de  la  forme 

X  4-  X,  4-  X,  4-  etc.  =  o,         (a) 

qui  remplacera  l'équation  X  =  o ,  et  dans  laquelle 
le  premier  terme  sera  cette  même  quantité  X  de 
l'ordre  des  masses  m,  m',  etc.;  X^  désignera  une 
quantité  du  second  ordre  par  rapport  à  ces  masses, 
Xft  une  quantité  du  troisième  ordre ,  et  ainsi  de 
suite.  Or,  les  racines  de  l'équation  (a)  se  déduiront 
dé  celles  de  l'équation  X  =  o  par  le  procédé  cnrdi* 
naire  des  substitutions  successives ,  et  d'après  les 
principes  de  cette  méthode  si  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en  sera 
de  même  des  racines  de  l'équation  (cl)  ,  qui  se  trou- 
veront exprimées  en  séries  ordonnées  par  rapport 
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aux  produits  et  aux  puissances  des  masses  m,  m', 
m",  etc.  Les  excentricités  et  les  inclinaisons  seront 
donc  encore  y,  dans  ce  cas,  composées  de  quantités 
périodiques. 

^  Ton  considère  maintenant  les  termes  dépendans 
des  cubes  et  des  puissances  supérieures  des  excen- 
tricités  •  et  dés  inclinaisons ,  lès  équations  (P)  et  (c) 
ne  seront  plu»  linéaires  >  et  pour  les  intégrer  il  fau- 
dra reebàrir  |iux  méthodes  d'approximation.  On  sup« 
posera  qu'on  ait  déterminé  les  valeurs  des  incon- 
nues f  en  faisant  d'abord  abstraction  des  termes 
dépendans  des  puissances  des  excentricités  supérieu- 
res à  la  preniière ,  mais  en  ayant  égard  à  toutes  les 
puissances  des  masses  qu'on  veut  considérer.  On  sub&- 
titiiera  dafis  les  équations  proposées  les  premières 
talents  approchées ,  et  Ton  déterminera  les  varia- 
tions qu'il  faut  faire  subir  aux  constantes  qui  en- 
trent dans  les  intégrales ,  pour  satisfaire  à  ces  équa- 
tions, lorsqu'on  a  égard  aux  termes  du  troisième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
tons^  On  parviendra  ainsi,  par  des  approximations 
Soccesrïves,  à  déterminer  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités avec  tel  degré  d'exactitude  qu'on  voudra,  et 
tontes  ces  valeurs,  d'après  les  principes  de  cette  mé- 
tBodé  d'approximation ,  conserveront  la  même  forme 
qde  dans  le  cas  où  l'on  n'a  égard  qu'à  la  première 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons.  Soit 
donc 

Y  +  Y,  4-  Y,  +  etc.  =  o  , 

l'équation  qui  remplace  l'équation  («) ,  et  dans  la- 
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quelle  Y  est  le  premier  membre  de  cette  équation^ 
Y,  une  quantité  de  l'ordre  des  carres  et  des  produits 
des  excentricités  et  des  inclinaisons,  Y^  une  quantité 
de  l'ordre  de  leurs  quatrièmes  puissances,  etc.  Toutes 
les  racines  de  cette  équation,  résolue  par  la  méthode 
ordinaire  d'approximation,  seront  réelles  et  inégales- 
si  les  racines  de  Féquation  Y  =  o  remplissent  cette 
condition  ^  et  elles  se  trouveront  exprimées  en  séries 
convergentes  ordonnées  comme  les  quantités  Y, 
Y, ,  etc. ,  suivant  les  puissances  ascendantes  des  ex-» 
centricités  et  des  inclinaisons. 

Ainsi  donc  la  stabilité  du  système  planétaire  est 
généralement  assurée,  quel  que  soit  Tordre  des  termes 
auquel  on  veut  pousser  les  approximations,  du  mo- 
ment qu'on  a  prouvé  que  Les  valeurs  des  excentricités 
et  des  inclinaisons  résultantes  de  la  première  approxi- 
mation ae  sont  composées  que  de  quantités  périodi- 
ques. Nous  avions  déjà  démontré  ce  théorème  au 
moyen  des  équations  qui  résultent  du  principe  des 
aires ,  n"*  78  du  livre  11 ,  en  étendant  les  approxima* 
tions  à  toutes  les  puissances  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  et  aux  quantités  du  second  ordre  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  La  démonstration 
précédente,  déduite  de  la  considération  même  des 
équations  différentielles  qui  déterminent  les  variations 
des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  est  une  cou* 
firmation  nouvelle 

Le  principe  important  de  ta  stabilité  du  système 
du  monde  repose ,  comme  on  voit ,  sur  deux  condi- 
tions également  indispensables  :  il  faut,  !<"  que  l'équa- 
tion X  =:  o  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  inégales^ 
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2®  que  les  valeurs  de  M ,  M',  M",  etc. ,  qui  sont  des 
fonctions  de  ces  racines ,  soient  toutes  de  très  petites 
quantités.  On  prouve  y  n*  65,  livre  II,  que  la  première 
condition  est  remplie  dans  la  supposition  que  tous  les 
corps  célestes  circulent  dans  le  même  sens  autour  du 
Soleil.  C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature;  mais 
il  était  d  autant  plus  intéressant  d'examiner  ce  qui  ré- 
sulterait de  rh^pothèse,  que  quelques-uns  des  corps 
célestes  tournent  dans  des  sens  opposés,  que  plu- 
sieurs géomètres  avaient  cru  pouvoir  avancer  que 
l'hypothèse  contraire  n'était  pas  indispensable  à  la 
stabilité  du  système.  M.  Poisson  a  démontré ,  en  ne 
considérant,  il  est  vrai,  que  l'action  mutuelle  de 
deux  planètes,  que,  dans  ce  cas,  les  excentricités  se- 
ront encore  des  quantités  périodiques ,  mais  que  les 
inclinaisons  ne  seront  pas  assujetties  à  cette  condi- 
tion, et  qu'elles  pourront  croître  indéfiniment  avec 
le  temps.  Mais  comme  cette  recherche  n'est  que  de 
pure  curiosité ,  nous  ne  nous  y  arrêterons  pas  ici ,  et 
nous  renvoyons ,  sur  ce  point ,  au  mémoire  du  savant 
géomètre  (*). 

57.  Considérons  maintenant  les  inégalités  des  élé- 
mens  des  orbites  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  de  Tordre 
da  carré  de  la  force  perturbatrice,  et  qui  dépendent 
simplement  de  l'argument  Sn't  —  ont  de  la  grande 
inégalité.  11  est  aisé  de  s'assurer  que  parmi  ces  termes 
les  moins  élevés,  relativement  aux  excentricités  et 
aux  inclinaisons,  sont  ceux  qui  dépendent  des  cubes 
et  des  produits  de  trois  dimensions  de  ces  quan- 

O  Connaissance  des  Tems  pour  l'annce  i836a 
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tités,  et  que  les  plas  considérables  soht  ceux  qui, 
après  l'intégration ,  acquièrent  le  très  petit  diyiseur 
(5n'  — -  2nY.  Nous  n'aurons  donc  égard  ièi  qû  a  ces 
termes^  parce  que  ce  sont  eux  qui  fournissent  néces- 
sairement la  partie  principale  des  inégalités  corres- 
pondantes des  longitudes  J^p  et  J'i/f  que  nous  noos 
proposons  de  déterminer. 

Occupon^-iious  d  abord  des  moyens  înouVemens. 
En  supposant  que  m  représente  iiipiter^  m' Saturne, 
et  que  toutes  les  quantités  rèlatiyes  k  m^  marquées 
d'un  accent ,  désignent  les  mêmes  quantités  re- 
latives à  mf,  pour  déterminer  les  inégalités  de  «T^ 
et  J^Ç',  on  aura 

cTÇ  =  —  5anfdtfd'.J^R+  ^  fdti/d'Ry, 

J'C  =  —  5aW/dtfd!'.  cTR'^.  ^^^JL^fdt^fdHi'). 

Les  différentielles  d'  et  d^'  se  rapportent  unique* 
ment  y  la  première  à  la  planète  m^  la  seconde  à  la 
planète  m\  et  devant  être  prises ,  par  conséquent, 
en  faisant  varier  dans  chaque  formulé  le  temps  i 
introduit  par  les  coordonnées  de  la  planète  trou- 
blée^ et  en  regardant  comme  constant  le  temps  re- 
latif aux  coordonnées  de  la  planète  pertu]i>atrice.,.. 

D'après  la  forme  des  fonctions  J^R  et  6rR%&?47' 
IL  faudra  t  dans  chacun  des  produits  qui  les  compt>- 
seiit,  ccxnbiner  entré  eux  les  différens  termes  dl^ 
deux  facteurs ,  de  manière  que  la  somme  ou  la  dif- 
férence des  argumens  relatifs  aux  termes  que  l'onra 
considérés,  soit  égale  à  ^n't — 2??^;  c^est-à-Hiire  <|ue 
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si  Ton  désigne  par  It  Targument  du  terme  que  l'on  a 
considéré  dans  l'un  des  facteurs,  et  par  tt  l'argument 
du  terme  correspondant  dans  l'autre  facteur^  que> 
jpour  fixer  les  idées ,  on  suppose  de  plus  que  n't  soit 
toujours*  précédé  du  signe  -|-  dans  It  et  dans  Vt ,  il 
fiiudra  qu'on  ait 

l'-^lz=:  5n!  —  2/1    ou    l'  —  Z  =  5n'  —  2/2. 

n  £audra ,  en  outre ,  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
surpasse  pas  trois. 

'    Or,  d'après  les  lois  du  développement  de  la  fonc- 
tion R,  n*  4^  et  celles  des  différens  termes  des  expres- 
sions de  J^r,  S'r^,  J^i^,  etc. ,  il  sera  aisé  de  reconnaître, 
que  les  valeurs  de  /  et  de  r,  qui  satisferont  à  la  pre- 
mière condition ,  seront 

Z  =  o  et        /'  =  5n!  —  aw, 

l  ==  n',  V  =  ^n'  --^  an, 

l  £:::  2/l',  l   ==  5/l'  —  2/1 , 

/  =■   5/1,  F  tzn  2J/  —   2/2, 

l  s=^  n'  —  /i ,  Z'  =  4^^'  —  n , 

Z  =  3/i'  —  riy        Z'  =  2/i'  —  n. 

Ces  combinaisons  sont  au  nombre  de  Six ,  mais  elles 
en  fourniront  douze ,  parce  qu'on  peut  changer  dans 
diàcune  d'elles  Z  en  Z',  et  réciproquement. 

Quant  aux  valeurs  de  Z  et  de  Z^  qui  satisferont  à  la 
deuxième  condition ,  leur  nombre  est  indéfini ,  et 
l'on  peut  les  comprisndre  sous  ces  quatre  formes  gé« 
nérales  : 
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l  =  M —  2«  +  i(/^'  —  n)  et  Vz=ii(n'  —  /î) 

l  s=  5n! —  5n  +  î(/i' — n)       V z=ii(n' — ri)  —  n^ 

l  =  5n!  —  4^  +  i(p!  —  n)       T  =  £(/»' —  ri) —  2/1, 

{  étaat  un  nombre  entier  et  positif  quelconque. 

Ces  combinaisons  sont  doubles  ^  comme  les  précé- 
dentes,  parce  qu'on  peut  y  permuter  les  lettres  / 
et  l\ 

On  voit,  d'après  cela^  que  la  partie  des  valeurs  de 
S^t^  et  ^1^  qui  provient  de  ta  combinaison  par  voie  de 
soustraction  des  argumens  /  et  T  sera  composée  d'un 
nombre  indéfini  de  termes,  et  que  par  conséquent 
il  serait  impossible  de  calculer  rigoureusement  les 
valeurs  de  ^^  et  de  cTÇ'  qui  dépendent  de  l'angle 
Sn't  —  2nt ,  et  qui  sont  du  troisième  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités  des  orbites ,  et  du  second  par 
rapport  aux  masses  perturbatrices.  IVfais  comme  les 
inégalités  que  ces  termes  produisent  sont  pour  la 
plupart  très  petites^  il  suffira  de  tenir  compte  des 
plus  considérables  ;  en  général ,  ce  sont  celles  qui  ré-- 
pondront  aux  moindres  valeurs  de  i;  et,  en  effet, 
on  verra ,  lorsque  nous  réduirons  en  nombres  les  for- 
mules du  chapitre  précédent,  que  lés  inégalités  du 
rayon  vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  for- 
ment des  séries  qui  décroissent  avec  beaucoup  de  ra- 
pidité à  mesure  que  leur  argument  dépend  d'un  plus 
grand  multiple  des. moyens  raouvemens  de  la  pla- 
nète troublée  et  de  la  planète  perturbatrice.  Les  pre- 
miers termes  de  ces  séries  seront  donc,  en  général, 
les  seuls  qui  puissent,  par  leur  combinaison  avec  les 
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différences  partielles  de  R  et  R',  produire  des  inéga- 
lités sensibles  dans  les  valeurs  de  ^TÇ  et  de  «TÇ'. 

Considérons  maintenant  la  seconde  partie  des 
formules  (o).  11  est  évident  que  les  seuls  ter- 
mes qui,  après  la  double  intégration,  auront  la  très 
petite  quantité  (5/î'  —  2/1)*  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui ,  dans  les  intégrales  (fd'Ky  et  (/Vf 'R'/,  sont  déjà 
divisés  par  5n'  —  an.  En  nous  bornant  donc  à  dé- 
terminer ces  termes,  il  faudra,  pour  les  obtenir, 
combiner  la  partie  constante  des  intégrales  fd'^  et 
fd'JM  avec  la  partie  de  ces  intégrales  qui  dépend  de 
l'argument  5n't  —  2nU 

La  détermination  des  inégalités  dépendantes  des 
seconds  termes  des  expressions  de  J^^  et  de  /Ç'  sera 
comprise,  par  conséquent,  dans  la  première  des  com- 
binaisons des  argumens  It  et  tt,  c'est-à-dire  dans 
celle  des  argumens  zéro  et  5n't  —  2nt. 

Commençons  par  déterminer  les  inégalités  rela- 
tives à  cette  combinaison. 

Inégalités  de  SH^  et  cTÇ'  qui  résultent  de  la  combi- 
naison des  argumens  o  et  5n't-— 2nt. 

58.  Pour  les  déterminer,  reprenons  la  première 
des  formules  (o) ,  en  n'ayant  d'abord  éga^  qu'à  son 
premier  terme.  * 

Si  Ton  ne  considère  que  la  partie  non  périodique 
du  développement  de  la  fonction  R ,  et  qu'on  né- 
glige les  termes  dépendans  des  excentricités  et  des 
inclinaisons ,  on  aura 

R  =  -A^V 
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et  par  conséquent 

En  prenant  la  différentielle  d'S'K ,  on  ne  doit  faire 
varier  dans  cette  équation  que  les  coordonnées  de  m^ 
c  est-à-dîre  qu'il  faut  différenfier  l'expression  précé- 
dente par  rapport  à  Ji^,  en  reg^dant  J^r^  comme  cons- 
tant. On  aura  ainsi 

d'.i^^m'         d^    dit 
TuU    """  2    *        da  *  andt 

Supposons  qu'en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  du 
troisième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  qui 
dépendent  de  l'angle  5/z7 — !mt  on  ait 

—  =  Fcos  {Mt —  ant + Se'  —  ac  +  /), 

F  étant  déterminé  par  la  première  approximation  et 
étant  affecté  du  très  petit  diviseur^  5/i'  — *  un.  En  verta 
de  cette  valeur  on  aura 

ndt  2»  da  ^  ^  ' 

Et  en  multipliant  cette  expression  par^g-r^ — rp. — y 

en  suppossmty  comme  dans  le  n^  18^   et=:^,  on 

aura  la  partie  correspondant^  c^e  cT^  réduite  ^n  se- 
condes. 

On  doit  observer  ici  que  la  différentiation  relative  à 
la  caractéristique  d'  introduisant  dans  ^'R  le  multi- 
plicateur 5«' —  2/ï ,  la  valeur  de  S"!^  ne  semble  af- 
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fedée,  après  la  double  intégration  ^  que  du  diviseur 
5nf  —  an;  mais  comme  la  quantité  F  renferme  im- 
plicitement le  même  diviseur ,  il  en  résulte  que  l'i- 
négalité correspondante  est  réellement  affectée  du 
très  petit  diviseur  (5/i' — 3^)*  j  et  qu  elle  est  de  Tordre 
des  quantités  que  nous  considérons.  Il  n'est  donc  pas 
permis  de  la  négliger ,  comme  le  suppose  Laplace^ 
(Mécanique  céleste,  n*  16,  livre  VI),  et  Ton  verra 
qu'en  effet  cette  inégalité  s'élève  à  plus  de  8'  sexagé- 
simales relativement  à  Saturne.  On  peut,  pour  plus 
d'exactitude,  substituer  dans  les  équations  précé- 

dentés,  à  la  place  de  —  A^*^  la  partie  non  pério- 

diqne  de  R ,  ekacte  jusqu'aux  quantités  du  quatrième 
ordre  par  rappo^rt  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
nai^n$9  et  que  nous  avons  daignée  par  F  dans 
len^iy. 

Supposons  récipi*oquement  qu'en  ne  considérant 
que  les  termes  dépendans  des  cubes  et  des  produits 
de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, on  ait 

R=:m'P8in(5n'<— 2WU+5/— ai) +m'P'co8(  V— îïni+5«'— ai) . 

U  faudra  combiner  avec  cette  valeur  de  R  celles 
qui  proviennent  des  parties  constantes  de  ^r  et  de 
J^/  ;  nommons  oX  et  a'W  ces  parties ,  en  sorte  qu'on 
ait 

^  —  F       £r-  — F 

a  'a  ' 

il  en  résultera 
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^R 


=  m>(a^F+a'  ^f)  8in(5n'<  -  an/  +  5i'—  2.) 
+  m'r  fl-^F+û  ^F'Jcos  (5/i'/  — 2/i/  +  5i'  — 2«) , 

d'où  en  différentiant  par  rapport  knt ,  en  regardant 
nU  comme  constant ,  on  tirera 


a'i^.J^K 


En  multipliant  cette  expression  par  7^-7^ — tt-- — »  > 

on  aura  la  partie  correspondante  de  Jl^. 

Considérons  maintenant  le  second  terme  de  la 
même  formule.  Supposons ,  comme  précédemment, 

d'où  en  différentiant  par  rapport  antfei  en  intégrant 
ensuite ,  on  tire 


am  A 


g  étant  une  constante  arbitraire. 

En  ne  considérant  donc  que  les  termes  dépendans 
de  l'argument  5nU  —  ant ,  on  aura 

lfdhy=z^p^ .  [P«in  (5/i'«— an«+5V—a*)+Fco8  (5/i'«— aii«+5f'-ai)]. 

On  a  d'ailleurs  ,  n*  92 ,  livre  II , 

1    dkw 

La  première  des  formules  (o)  donnera  donc^  en 
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en  vertu  du  terme  jurécédent , 

Ea  réuaissant  cette  inégalité  aux  deux  inégalités 
déterminées  précédemment ,  on  aura  la  valeur  com- 
plète de  J^^,  résultante  de  la  combinaison  des  argb- 
mens  zéro  et  5/î'/ — 2nt. 

Sg.  Pour  avoir  la  partie  de  cTÇ'  correspondante  à 
celle  de  cTÇ  que  nous  venons  de  déterinîner ,  repre- 
nons la  seconde  des  formules  (o) 

En  suivant  l'analyse  du  numéro  précédent ,  et  en 
supposant 

^=Fcos(5/i'/  +  2/i^  +  5€'  — 2Ht/0 
on  trouvera 

et  en  multipliant  cette  expressio9  par  ^  ,^    ^^ — s , 

on  aura  l'inégalité  que  le  terme  précédent  introduit 
dans  la  valeur  de  J^Ç'. 

liéciproquement,  soit 

R'=r  mP  im  (5n't  -1  2nt  •+-  5«'—  ^t)  -f  mP'cos  {'^n't  —  nnt  •+-  5/—  at) , 

et  supposons ,  comme  plus  haut. 


.» 


on  trpui^era 

Tome  IU.  i6 


En  différentiaDt  cette  ralour  pitr  rapport  a  n!tj  oq 
aura 

dt  \      da  daf     /  ,..•.. 

Les  quantités  P,  P',  F,  F'  ayant  ici  les  mêmes  va- 
leurs qiie  dans  le  n*"  58 ,  eomm^  on  a  à  très  pen  près 
5n'  ==  211,  il  est  aisé  de  conclure  que  l'inégalité  de  «T^ 
dépendante  de  là  partie  précédente  de  cTR'  est  liée 
à  l'inégalité  correspondante  de  cTÇ  par  l'équation  or- 
dinaire de  condition 

Par  l'analyse  du  n^  58  on  verra  que  le  second  terme 
de  l'expression  de  J^'  produit  le  terme  suivant  ; 

i  •  ' 

*       (5/1  -anj*  ««'  ^  ,    :  .  !  V 

En  réunissant  cette  dernière  inégalité  aux  détût 
précédentes,  on  aura  la  valeur  complète  d^ln  partie 
de  <iX',  dépendante  de  la  combinaison  des  ^a^nnoeiis 
zéro  et  5n't — nt. 


Calcul  des  termes  de  cT^  et  de  cTÇ'  qui  résultent  de  ta 
combinaison  des  mrgumens  3rft — nt  et  an't — ^nt. 

6o.  Le  dernier  terme  de  chacune  des  fbittiules 
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(o)  ne  saurait  produira  dans  lea  râleurs  de  «^ 
et  de  /^'  aucune  inégalité  dépendante  de  T^ngle 
5n!t — :int  et  du  troisième  ordre  relativement  aux 
exceutricités ,  lorsque  Ton  fait  abstraction  de  la  com- 
binaison des  argumens  o  et  Mt  —  %nt  y  il  nous  suf- 
fira donc  de  supposer  désormais 

£r^  =  — S^n/rf^/rf'.eTR, 

Parmi  le  nombre  indéfini  de  ccmibinaisons  qui 
peuvent  donner  dans  ^  et  cT^'  des  termes  de  la  nature 
de  ceux  que  nous  considérons  ^  nous  n'aurons  égard 
qu'a  ceux  qui  proviennent  de  la  dpuble  combinaison 
des  argumens  3/»'— /i  et  ar! — n ,  parce  que  ce  sont 
eux  qui  fournissent  la  principale  partie  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  dépen- 
dantes du  carré  des  forces  perturbatrices.  Il  sera  facile 
d'ailleurs  d'étendre  la  même  analyse  au  développe- 
ment des  termes  résultant  de  l'une  quelconque  des 
combinaisons  énumérées  n^  67  ;  c'est  ce  que  j'ai  fait 
dans  un  mémoire  imprimé  dans  le  recueil  des  Savons 
éirangers  (i),  je.  me  contenterai  donc  d'en  rapporter 
les  résultats  numériques ,  lorsque  nous  nous  occupe- 
rons de  réduire  en  nombres  les  formules  relatives 
il  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

Considérons  d'abord  la  valeur  de  J^Ç. 

En  n'ayant  égard  qu'aux   termes  dépendans   de 


(1)  Mémoires  de,  L'Académie  y  Savans  étrangers ,  1834. 
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l'angle  ^n't  -*-  ^nt  et  du  carré  et  des  produits  des  ex-' 

centriciies  et  des  inclinaisons ,  soit 

R  3=15  #*V  cos  i^n't  —  nt  +  5g'  —  g— jarj') 
4I  M<Oee'  cos  {Zn't  —  nt+Z^ — î —  ca — œ') 
+  M^^V'  cos  (Zn't — nt  +  5g'  — €—  au)') 
+  M ^«>A»  cos  {^n't  —  nt+ 5g'  — f  —  aO)  ; 

d'où  résulte 

/R=3(/^-(r/}[3M(«)c'8in(3/ï'^-»(H-3iVi-a»)-HiM(0ec'8in(3/i'£-/i«+3*'-i-»-fl»') 
-h  MO)c'»  sin  (3n'«  —  m  -f  3,'—  ,  —  i^/y] 
4</^—  3JV)Mc»)x«  sin (3/i't  —  n«  -h 3i'—  i—  an) 

-f.ir.ra^^  «•cq•(3il'l-«^+.3/-•-îl•)  +a  ^~^e«r'oo8(3«'£-/i£-f3i'-«i-«»') 

+af[^</.co8(3/i'/-/i«+3t'-t-3»')+a  ^^x'co8(3n'/-i»«H-3t'-f-an)  1 
^.[a'^f^  c«co8(3«'f-/ir-#-3t'.i-a»)  -#-a'^^cc'co<3/2't-/if-J-3i'-i-»-«') 
-|.a/î!!^V«co»{3«'/-»£+3i'M-îi«0+a'^^\»co8(3/»'£-»^^  anT 

Si  Ton  diflférentie  cette  expression  en  faisant  varier     ' 
les  trois  quantités  nt ,  J^if,  J'r,  et  en  regardant  comme 
constantes  les  trois  quantités  n't,  J's/'  et  cT/,  on  aura    | 

£^=^A''-/^)[3M(<>)e«co8(3rt'i-/ie-h3i'-i.a»)4^M<'Wcc)8(3ii'/-««-f3f'^^  \ 

^(3//—  clV)MO)x»  cos  (3/»'«  —  nt  -f-.3t'—  •  —  an) 

.  ,  H-i~\[3M(<>)c»sin(3/i'r~n<4-3i'-t-a»)+aM(Occ'8in(3/i'f-ne+3s'-i-«-fl,0       J 
-f-  M(»)c'»sin(3/ï'/-/i£4-3t'-t-2fl»')+M(3)x»sin  (3/»'£  — ««^-Ss'— t-all]       ^ 

H ^  .    a  "2 — «■  co6(^n't  - fit+3i -t-a»  )+«  — t —  ec  cos(3n'f -/i£-f.3/-t-«-<0    | 

-f-«  -^ —  c'^»cos(3/i'£-/îf-4-3i'-f-afl»)-|-a  — —  x*cD8(3/i'<-/tc-f.3t'-i-aII)  1    j 

-f-  —  •    ^~T~**  sin(3/i'«-/î<4-3/-i-a»)-f-a  — — cc'sîn(3/i^f-«/-4-3t'-i-»-») 
-f-fl-^ — c''sin(3n'f-/ir-f-3i'-i-a»')-f-fl  -^ — x^sin(3/i'<-/i£-h3i'-i-2n}  1 

+  "7"     «'-^--r«"8'"P'»''-'*^-*-3i'-t-a»)-frt'-^-7-ec'sm(3/i'/-/i«H-3t'-i-»-«')  | 

+«'  ^^«'•siii  (3»'£-««+3t'-i-aaO+a'Î^V«»iii(3»'e-««+3i'-i-.an)].  ï 
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Supposons  qu'en  ne  considérant  que  les  termes  dé- 
pendant de  l'argument  2nU — nt,  et  qui  sont  de 
l'ordre  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  ait 

_  =  «F  cos  (ofl'f  —  ni  +  at'—  •  —  li)  -f-  e'G  cos  (in'f  —  nt-h  ai'— •— liO, 
a 

JV 

IL  =  ePcot(in't—nt+at'—t  —  »)+e'G'cot(Qn'l—rat4-9f'— •—»')> 
a 

^=  eB.  sîn  (an'r  —  /it+  ai'—  •  —  »)  -f-c'K  »»n  (a«'£  —  «l-f-  ai'— «— »0» 
A/=  cH'sin  (  an'l  —  ni -h  a/—  i  —  »)  -f-  ^T^'»in  (on'l  —  ni  +  a^— t— »'), 

Et  en  différéntîant  les  valeurs  de  —  et  ^i^,  on  a 

^--_l?5!i:?}.[eF8infîm'l— ni+ai'— f-»)+e'Gsin(an'l-nl+îi/-t-^^ 
aadt  n 

iJH  a      (î^"Z2} .  [«Hcoi(iin't--nl+at'— •.•)+c'Rco8(an'l-nl-f  a/-i-«  )] . 
m/l  n 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  Texpression  de 
-irr  y  et  au'on  ne  conserve  que  les  termes  qui  dépen- 
dent de  l'argument  Sn't — 2nt^  en  fiaiisanf  pour 
abréger  ' 

La  n  n 

a  aa  n  aa  ao^  n  oia    J 

a             aa  n  oa        a  aa'  n  atf   J 

La  n  a  aa'  n  aa  J 

La  n  a  aa*^  n  aa    J 

La  n  a  aa  n  .     "<*    J 

La  n  .                   a  aa'  n  aa   J 


it\6  ÏHIÈOKIË  AÏÎALttIQUE 

OnltMivera 

-♦•  P(0  sin  {Sn't  —  a/ir  H-  5t'  —  ai  -  a»  —    w*) 

-f.  P(«>  un  (Sn't  —  aiu  -f.  5i'  —  ai  —  3»') 

-#-  P(î)  sin  (5«'l  —  2/îf  +  5i'  —  ai  —  3») 

4-  P<^  «o  l^'t  —  anx  4-  Si'  —  ai  —  <»'  —  an) 

-f-  PC*)  »in  (5/i't  —  a/if  -f-  Si'  —  ai  —  »    -  an); 

expr^ession  qui  ^n  faisant 

A  =  P(o)co8  (»  4-  a»')  -*-rK')co8  (a»+  V)  +P(')coi  3»'  +  PC»>cos  3» 
+  P(<)co8  (»M- aîï)  -HPCOcos  (  «  4- an)  ; 

et  en  nommant  B  ce  que  devient  cette  expression 
quand  on  y  change  les  cosinus  en  sinus,  pourra 
prendre  cette  forme  : 

I^P  =s:À»în(5n't  —  ûnt  +  5i'—  m)  — B  coi  t5n't—  ani  4-  5/  -  3t). 

I^ur  réduire  cette  expression  en  nonttbres ,  on 
fortherà  d'afeord  les  Talents  des  quantStës  M<'*),  M^^> 
]\|(0^  ]VJ(8)^  et  de  leurs  différences  tant  par  rapport  i  A 
que  par  raj^ort  à  a',  au  moyen  des  formules  du 
n*  6,  dans  lesquelles  on  fera  î  =  5.  Quant  aux 
«(^antité^  F,  O ,  H,  etc. ,  elles  seront  données  par  les 
approximations  dépendantes  de  la  première  puissance 
des  masses. 

6 1. Considérons  réciproquement  les  termes  de  «TR 
dépendans  de  l'angle  5n't — 2nty  qui  résultent  de  la 
partie  de  R  relative  à  Targumént  2n't  —  nt  combi- 
née avec  les  parties  de  J'r^  J^ç^  etc. ,  relatives  à  Tar* 
^ment  ^n'i-^^nt.  Cette  partie  de  R  est  de  l'ordre  des 
excentricités  ;  on  peut  donc  supposer 

tjfe*  M<")e  cos  (an'i  —  /il  4-  at'^  i  —  •)  +  MCOe'cof  (an'l— /it+at'—  •  —»')', 
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I 

ce  qui  donne 

(Tr  r  -</M(»>       ,    .         .     -       ,  .    //MO)  ,      ,     ,         ,     ,       ni 
+-7.1  <r-.^— eco8(a/i  /-/rt-#-ar-i-»)H-a^~^7^co»(Wi-Jil+ «•'-•-«•  )  j- 

Si  Ton  différentie  cette  valeur  en  faisant  varier  nt,, 
J'i^  et  cTr  et  en  regardant  n't,  J^f/,  ^r^  et  comme  cons- 
tans ,  on  aura 

2-:^-:(/k/-/^) .  [aM<o)ccoi(ïn't-iil-f-ai'-i-«H-MC'>«'oos(Wl-»£+ît'-i-<0] 

.  /r    r    rfMC)    .  ,     r,        .     ,       V  .     «/MO)  , ,  ,     ,         .     ,       /vl 
+  •—  .  I  a  — — 6tin(3n't-nt+2« -t^-oç+a  — ^ — e8in(an  c-nt-f-at  -t-tf)  | 

4- — —.1  a— T — cco»(a/i'l-nt-4*af  -i-4H-«  — ^ — c^coi(an  £-n«-4-ar-i-a/)  K 

Il  £ftuty  dans  cette  expression ,  substituer  pour  cTi^^ 
/r,  cTi^  et  Jy,  les  parties  de  ces  valeurs  qui  dépendent 
de  rargmnent  Sn't'^^nt  et  des  secondes  puissances 
des  excentricités  et  des  inclinaisons;  en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  soit 


y s=  F'caf{3/i'x  —  iU4^'—  f  -f /'),    V==  G'fia(3;«'<  -  iit+3/—  1 4-/)  5 


d*où  Von  tire 

andt        .        n 


.F  tîa  [Mt  —  «I  +  W  —  I  -f-/), 


_--=;       ^_ «VrCOS  (3«'«  —  «£  -H  3i    —  «  +  ^)« 
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En  faisant  pour  abréger 

a  n  * 

a/1  aa      ^  an  rf«   * 

1  expression  précédente  de  -^-.  deviendra 

s 

-— p  =  Q<«)  sin  (Sn't  —  a/i«  +  5i'  —  at  —  •  H-  5*) 

4-  Q<»>  «n  (5/i*£  —  an<  +  St'  —  ai  —  fl»'4-  j^) 

-f.  Q<«)  tÎD  (5n't  —  a/il  -f  5i'  —  ai  —  •  -f  ^) 
+  Q(à)  sÎD  (5/i't  —  anc  H-  5i'  —  ai  —  »'  H-  g» 

-f.  Q(0  tin  {Sn't  —  ant  -f.  5i'  ^  ai  —  «i  +/') 

4-  Q(*)  sin  (5/i'e  —  ant  -f  5t'  —  ai  —  «•'+  /*) 

^  Q(«)  sin  (Sn't  —  an<  H-  5t'  —  ai  —  •  rf-/) 

+  Q(7>  tin  (5«'«  —  an£  4-  5t'  —  ai  —  1»'  +  /), 

OU  bien  en  faisant 

^/=  Q(o)co«  (•'-♦^40<'>cp»(«^— .^>^-Q<'>«^ï«— /r)-f»Q<*><»»<*'— ^) 

-f  QCOcos  («  -/O+QOco»  («'-/')+Q(«)ca»  (a»  -  /)4<J0>co€  (•'—/), 

et  nommant  B^  ce  que  devient  cette  expression  quand 
on  y  change  les  cosinus  en  sinus  '  >       • 

^ — ~-  =  Ay  sin  (5/i'r  —  a/it  +  5i' —  at)  —  B^  cos  {5n't  —  a/i«  +  Si'  —  ai)^ 

• 

Les  valeurs  des  quantités  M^*^  et  M^'^  et  de  leurs 
difierences,  se  détermineront  au  moyen  des  formules 
du  n°  81 ,  livre  II,  dans  lesquelles  on  fera  /  =  2 ,  les 
valeurs  des  quantités  désignées  par  F,  G,  F',  G'  dé- 
pendront de  la  première  approximation. 

62.  Proposons-nous  de  déterminer  les  inégalités  du 
moyen  mouvement  de  Saturne ,  correspondantes  aux 
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deux  inégalités  du  moyen  mouvement  de  Jupiter 
dont  nous  yenons  de  nous  occuper,  c'est-à-dire  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  du  second 
ordre  par  rapport  aux  forces  perturbatrices  ^  et  qui 
résulte  de  la  double  combinaison  des  argumens 
lv!t — !27i^eta/i'^—it^.Si  l'on  désigne  parP'W^  p'fO^  etc., 
ce  que  deviennent  P^®\  P^*^,  etc. ,  relativement  à  cette 
dernière  planète,  on  aura 

L        an  '  a     '  .  n 

r'-«^  -  </M(«)     3-,     ,rfMC)     Sn'-n^  ,  </M(0    5^     //M(OT 
in  aa         a  aa  3/i'  aa'      3  aa   J  ' 

L         «  .an'  ^a 

-7-F^«^*-tn7 ^<*«^-:3 r-GV«  --7-7 Crtia'--3 —  |» 

\n  aa       a  </<f         an*^  da        a  aa  J 

L       a/»'  a  a/i'  aa'         a  da    j 

Lan'  a  an'  du'       ^  da    y 

L    2     '*  ^  a"  ^'^        a  da  y 

P'(.,  =  ex.M(52i2lHVM<«4Ha'MW-52i-FV.^'_3F,.-^n. 
I      a     n  .  a  .  an'  aa'       a  a«    J 

De  même  eh  nommant  Q'^'^ ,  Q'^*^,  etc.,  ce  que 
deviennent  Q^"*^ ,  Q^'^  etc.,  relativement  à  m',  on 
trouvera 


5nV 

an' 


5n'-i 


an\\.  do'     ^    .  ..an'  da'   ' 


rfa     '  ^  Ja 


Et  en  nommant  ensuite  M^^t  B'^  ce  que  deviennent 
Aj  B,  Â^ ,  B^ ,  relativement  à  i»%  on  aura 


35o  TBitmiB  àHALÏTIQUB 

■  ,  •  .  •  •  '  •        \  m  • 

iléiiiait[uOM  fxiainteitâiit  ^ë  ]ptrr  làlnSitiii^  flè  là 
fbikction' peMûrbafrice  >  les  vdéùrs  dé»  i(jaantHës4M^ 
Igcù-  lettl.y  relative  à  Y^cûon  dé  m' «air  m,  sont  égales 
à  celles  dWquàdtkésâàfrreâpo^  M^»;  etc.; 

relatives  à  Faction  de  m^  'sur  m  ^  multipliées  par  — ^ 

autant  que  Ton  fait  abstraction  des  termes  qui  ren- 
ferment là  quantité  A^*^/ parce  qu^élles  se  rapportent 
alors  au  dëreloppeptient  de  la  partie  commutie  aux 
deux  fonctions  R  et  R'.  Quant  à  celles  de  cas  quan- 
tités qui  renferment  A^^,  dans  lé  cas  de  mourement 
de  m  troublé  par  m^^    il  faut  supposer  (~n*  ^4} 

i^h^'^zisb^  _  Ay  et  dans  le  cas  de  m' troublé  par  m^ 

ï 

il  faut  faire  a'A^*^=^b^  - — j-j  en  taisant  donc  simple- 
ment dans  les  deux  cas o'A,  =^^   —  a,  les  valenn 

de  M^**^,  M^'^ ,  etc. ,  lorsqu'on  considérera  les  pertur- 
bations de  m ,  seront  aux  valeurs  des  menées  quan- 
tités relatives  aux  perturbations  de  m' dans  le  rap- 
port de  771  à  77^^  Cela  posé ,  si  l'on  compare  respec^ 
tivement  entre  elles  les  valeurs  des  quantités  P*^ 
F'^  F'^  etc.,  et  P'^*»>,  P'^'>,  P'^*^  etc.,  en  ohaervant  \ 
que  5nf  —  2n  étant  une  très  petite  quantité ,  on  peut;    . 
dans  ces  valeurs,  supposer  sans  erreur  sensible  5n's=a7i,    | 
onaura77iwPC'^+77iVP'^^>t==:o,77a72F*>+77iVF*^=50,e^^  à 
les  quantités  Q^*>,  Q^'>,  etc. ,  Q'^*^  Q'^'^  etc.,  seront 
liées  entre  elles  par  des  équations  semUables,  en 
sorte  que  relativement  à  cette  partie  de  «TR',  on  aura 
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Soit  maintenaot  /A''  TatiigmeHtattoa  de  la  fonction 
eTR  lorsqu'on  fait  croître  la  valeur  précédente  de 

a'A^"^  de  a  —  — ,  on  aura  évidemment 


«e» 


-  J^R'  =  — J^R~J^R%- 

et  en  ne  considérant  que  la  seconde  partie  de  la  va- 
leur de  JW,  on  trouvera  encore  — ~-  = -rn-  ; 

'  mal  mai 

on  aura  donc  généralement 

mdt    ^"^  ""     m'dt  m'dt  * 


Et  cfettë  rdation  fort  simple  donnera  très  «iséatètU  la 

•Wile«ir  de  ^-^^r—  lorsque  celle  de  -^  sera  déterminée, 

oA'  itMitira  il  calculer  que  la  valeur  de  SK^^  qui  sera 
ttbjôuirs  très  peu  compliquée.  Si  les  quantités  M^"*^, 
ÎP*^;  etc. ,  qui  dépendent  du  développement  dé  la 
fbnçtibn  R  ne  renfermaient  pas  la  quantité  A^'^ ,  on 
nuirait  simplement 

dT.fB!  __       d' Mi 
mdt    ***        HTdT 

Daiis  ce  cas  les  inégalités  correspoudantes  des  moyens 
âipnvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne  sont  liées 
entre  ielles  p^at*  la  même  relation  que  les  inégalité 
bdirrespondantes  dépendantes  de  la  première  puisr 
dthcé  dès  masses;  c'est-à-dire  quen  nWant  égard 
qu'à  ces  parties  des  valeurs  de  SX  et  de    ^' ,  on  a 

m^Y  a 
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En  effet ,  ces  inégalités  sont  alors  déterminées  par 
les  équations 

J^  =:  —  5an/dtfa' ,Jîi, 

d'où  résulte  la  relation  précédente. 
Dans  le  cas  général'  on  aura 

On  y  représente  une  quantité  peu  considérable  détermi' 

née  parréquatipn^=.— T— ,— yy(/if  .ePR".  Les  mêmes 

relations  ^existeront,  entre  Içs  inégalités  qui  rédidt^t 
des.  diverses  corabinai^ns  énumérées  n®  5'/,  cft  eo  gér 
néral  entre  les  parties  correspondantes  des  jné^di^és 
à  longue  période  de  deux  planètes  m  eijnf  troubla 
par  leur  action  mutuelle ,  qui  dépendent  du  carré 
des  forces  perturbatrices  ;  cela  tient  évidemment  à  k 
forme  des  diflFérens  termes  des  expressions  de  ûPJ^R 
et  cF'J'W. 

65.  Au  reste,  il  existe  généralement  entre  les  va- 
leurs complètes  des  deux  quantités  d'Ç  et  cT^'  une 
équation  de  condition  que  l'on  peut  démontrer  à 
priori,  et  qui  n'est  qaune  extension  aux  inégalités 
du  second  ordre  de  l'équation  qui  lie  entre  elles  les 
inégalités  y  dépendantes  de  la  première  puissance  de 
la  force  perturbatrice,  des  moyens  mouvemens 
de  deux  planètes  tw  et  m' qui  réagissent  l'une  sur 
l'autre,  équation  que  nous  avons  démontrée  n*  Sp. 


\ 
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Cette  relation  devient  ici  d  autant  plus  importante , 
que  les  calculs  qu'elle  doit  servir  à  vérifier  sont  plus 
longs  et  plus  compliques. 

Reprenons  l'équation  (i4)  du  n*  3g. 

Les  caractéristiques  ^  et  iT'  désignant  respective- 
ment des  différentielles  prises  par  rapport  aux  coor- 
données d^metdemff  et  en  supposant  pour  abréger 


A  = 


'  Pour  déterminer  le  mouvement  autour  de  M  de 
la  planète  m  troublée  par  l'action  de  mf,  on*  a  par 
le  n""  8  du  second  livre , 


€t±     ,     (M  4-  m)x      ,    mx  ,  dâL 

jF^ ;r— +-7^  — ^^5^  =  0, 

'f'jr         (M  +  m)jr         m'y  ,dè.  _ 

^H ^ H-7r  — '^^-o, 

^z    ,    (M  +  m)z     ,     m'z'  ,  d^ 

Le  mouvement  de  m'  troublé  par  l'action  de  m 
sera  déterminé  par  les  mêmes  équations,  dans  les- 
quelles on  changera  ce  qui  est  relatif  à  m  en  ce  qui* 
est  relatif  à  m' ,  et  réciproquement. 

-  Si  Véû  tire  de  ces  équations  les  valeurs  des  six 
quantités  - —   ^  ■  ^ ,  - — pr      9  ^*^«  f  qu'on  les  subs- 
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seur  ^nt  ceux  qui  dépendentdel'ai^uiheiit.Sia^/— -â/z^, 
on  verra  que  la  yariatiou  de  A  co%{i'n't  -f-  int-^  B)iie 
saurait  être  aucun  terme  de  ce  genre  relatif  au  même 
argument ,  c*est- à-dire  aucun  terme  qui  puisse  par 
une  nouvelle  intégration  acquérir  le  très  petit  divi- 
seur (57ï' 27ï)*. 

Quant  au  dernier  tei^nie  de  l'équation  (P),  on  peut  j 
le  réduire  au  suivant  :, 

Puisque  la  partie  de  ce  tenne  qui  «st  du  troisième 
ordre  ne  peut  donner  aucun  terme  ayant  pour  argu- 
ment Sn't  —  2nt  et  pour  diviseur  M  —  2/2. 

Il  faut,  dans  le  terme  précédent,  substituer  à  la 
place  de  p ,  sa  valeur  dépendante  des  forces  pertur- 
batrices. Or,  si  Ton  regarde  A  comme'une  fonctioa 
des  six  variables  r,  s^,  s,  r^,  v\  s\  ou  des  coordon- 
nées polaires  des  planètes  m  et  m! y  en  remplaçant  ces 
coordonnées  par  leurs  valeurs^  augmentées  des  par- 
ties dues  aux  forces  perturbatrices ,  on  aura 


'dr  dv       ^^  ds         *^d/        ^^  dv*  ds' 

D'après  cette  expression,  il  est  évident  que  les  senk 
termes  de  J'A  dépendans  de  l'argument  Srlt^^raii 
qui  puissent  avoir  Sn'-^^n  pour  diviseur,  sont  ceux 
qui  résultent  de  la  substitution  dçs  valeurs  de'JV, 
^v  j  etc. ,  qui  ont  déjà  pour  argument  Sn^t  -—  uni  ; 
combinés  avec  la  partie  non  périodique  de  A.  En 
faisant  donc  pour  le  moment  abstraction  de  ces 
termes,  on  peut  regarder  comme  '  nul  *  le  *  second 
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membre  de  1  équation  (P)  y  et  en  dësîgaant  par  JH 
et  JK'  les  fondions  de  R  et  de  R'  qui  dépendent  du 
carré  îles  foroea  perturbatrices  f  cette  équation  >  eu 
supposant  M=  i,  donnera 

m/d'.éK+m'/if.^R'^mn^(faK+fd''R^)z==o  (q). 

Si  Ton  ne  considère ,  au  contraire ,  dans  Féqua- 
tion  (P)  que  les  parties  qui  sont  dues  à  la  combi- 
naison des  argumçns  zéro  et  Sn't  —  2nt,   on  aura 

mfd .  cTR  +  m'fd" .  J^R'=  —  mm'J^Ù . 

Or  ^  la  valeur  de  R  donne 

m'A  =  —  R-+-W'  (^ —      /^  y 

Nous  ne  considérons  dans  cTA  que  les  termes  qui 
résultent  de  la  combinaison  de  la  partie  noi;i  pério- 
dique de  A  avec  ceux  de  J^r,  Sv,  J^s,  tic. ,  qui  dé- 
pendent de  l'argument  Bn't'^iint;  or,  la  dernière 
partie  de  Téquation  précédente  ne  fournit  pas  de 
termes  semblables,  n*  60,  livre  II.  On  aura  donc 
simplement  y  dans  ce  cas,  m'A  =  —  R,  et  par  con- 
séquent 

m' J^A  =  —  ^K. 

■ 

Véquation  (P),  en  n'ayant  égard  iqu'à  ces  termes, 
domsera  donc 

m/^'.J^R  +  m'/rf^.cTR'  — mcTR^o.    ' 

En  vertu  de  l'équation  {p)  on  peut  donner  à  l'é- 
quation {q)  cette  forme  : 

m/€?-efR+m7£f'.crR'+m'(m— m')/'d"R'===o.  <r) 
Tome  IIL  17 
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Si  Ton  considère  uniquement  les  parties  de  ^Ç  et 
de  eTC'  qui  sont  indépendantes  de  la  partie  constante 
de  la  fonction  R  ^  en  vertu  des  formules  (o) ,  on 
aura  simplement 

J  Ç  =  —  Sanfdt/iT.J'R, 

J^C  =  —  ^aWfdtfd" .  cTR'. 

On  a  ,  de  plus ,  par  la  formule  (8) ,  livre  II  ^ 

L'équation  (r) ,  en  la  multipliant  par  dt  et  en  l'in- 
tégrant ensuite  j  en  vertu  de  ces  valetirs  donnera 

nJ^X;  +  ^J  mcTÇ  +  (^  —  rn'  )mX'  =  o. 

D'ailleurs,  aux  quantités  près  de  l'ordre  li^,  on 

a  n*a^  =  n'W^^  ce  qui  donne  — ^=  y  ^i  l'équation 
précédente  deviendra  donc 

m  x/â-cTC+'w'  Vâ'^J'CM^—^')^'  V/â'Ç'=:o,  (M) 

équation  de  condition  à  laquelle  devront  satisfaire  les 
parties  de  cT^  et  de  J"}^'  qui  dépendent  du  carré  des 
forces  perturbatrices,  et  qui  résultent  de  toutes  les 
combinaisons  qu'on  peut  faire  des  diflerens  argumens 
de  chacun  des  facteurs  de  la  fonction  ^K ,  et  qui  ont 
été  énumérées  n*  67  ,  la  combinaison  des  argumens 
5n^£  —  2nt  et  zéro  étant  seule  exceptée.  Quant  aux 
parties  qui  dépendent  de  cette  combinaison  ,  en'  les 
désignant  par  J\l^  et  cTyC  on  aura  entre  elles  l'é-* 
quation  de  condition 
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m  Va .  ^X  +  ^'  \/^-  ^J^  —  ^rnfSTXdt = o.  (N) 

Les  équations  (M)  et  (N)  serviront  à  déterminer  la 
valeur  de  ^  lorsque  celle  de  J^Ç'  sera  connue^  et 
réciproquement^  ou  bien  elles  serviront  à  vérifier  ces 
valeurs  y  si  elles  ont  été  calculées  séparément. 

Il  faut  toutefois  remarquer  que  sll  arrivait, 
comme  cela  a  lieu  en  effet ,  qu'une  partie  des  va- 
leurs de  cT^  et  de  ^^^  fût  liée  par  Téqti^tion  de  con- 
dition 

mV/Â.cT^  +  m'  V^^'  ^"^=0,    (L) 

toutes  les  inégalités  qui  satisferaient  à  cette  équa*^ 
tîon  n'ajouteraient  rien  aux  équations  (M)  et  (N),  en 
sorte  qu'on  pourrait  en  faire  abstraction  sans  nuire 
à  leur  exactitude.  D'ailleurs,  le  dernier  terme  de 
l'équation  (M)  étant  une  très  petite  quantité,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  n''  62,  chaque  couple  d'i- 
négalités correspondantes  de  J"^  et  de  J"!^  satisfera 
toujours  en  général,  à  très  peu  près,  à  l'équation  (L). 
Il  ne  suffit  donc  pas  que  les  valeurs  que  l'on  a  trou- 
vées pour  éTÇ  et  3%'  vérifient  Féquation  (M),  pour 
qu'on  puisse  en  conclure  que  ces  valeurs  sont  les 
expressions  complètes  de  ces  quantités  ;  il  faut  qu'on 
se  soit,  de  plus,  assuré,  par  le  calcul  direct,  que 
Ton  n'a  omis  aucune  des  parties  de  ces  inégalités  qui 
peuvent  acquérir  une  valeur  sensible. 

64*  Déterminons  maintenant  les  inégalités  de  la 
longitude  de  l'époque  correspondante  aux  précé- 
dentes. Ce^  inégalités  devront  être  ajoutées  à  celles 

^7- 
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du  moyen  mouvement  dans  l'expression  des  longi-^ 
tudes  moyennes.  * 

Reprenons  la  formule  (2)  du  n<>  ^6,  qui  déter-^ 
mine  là  variation  dé  €.  Cette  formule ,  en  intégrant 
et  en  négligeant  les  cubes  des  excientricités  ^  donnera 

-+•  "fndt  \  aie eia  J  nr-  •  1 

En  changeant  dans  cette  expression  tout  ce  qui  est 
relatif  à  m  en  ce  qui  se  rapporte  à  m\  R  en  R'^  on 
aura  l'expression  de  J^é^ 

Examinons  successivement  les  differens  termes  de 
retté  formule.  Le  premier  ne  peut  donner  dans  ^€ 
de  termes  divisés  par  {Sn!- — uri)^  qu'àntâht  qu'bn  c6tt- 
'sidérera  dans  cTR  les  termes  qui  ont  déjà  pour  divi-^ 
seurs  5n'—  in  ;  si  l'on  se  borne  donc  à  ces  termes  > 
la  valeur  de  tTR  rapportée  n*  58,  donnera  sim- 
|Jement 

dn  s= j—  dr  H 3-—  dV. 

2      da  2       da' 

J'r  et  J"/  désignant  les  variations  des  rayons  ellip- 
tiques des  deux  planètes  dépendantes  de  l'argument 

5n!t  —  hnt ,  et  —  A^'^  étant  la  partie  non  périodique 

du  développement  de  R.  Nous  réduisons  ^  comme 
on  voit,  cette  partie  à  son  premier  terme  ;  elle  rèn-* 
ferme,  de  plus,  des  termes  dépendans aies  carres  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  ;  mài'â  ces  tieiihnës  ne 
d&hùeraiént  que  des  quantités  dé  l'ordre  de  cdleis  ^taè 
nîolis  négligeons,  puisqué^^r  et  JV  sont  déjà  de  î'ofdi* 
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des  cubes  de  ces  mêmes  élémens;  on  peut  donq  ne 
pas  y  avoir  égard. 

Cette  valeur  dîffërentiée  par  rapport  à  ^ ,  en  regar- 
dant comme  constantes  les  variations  ^r  et  S^r'^  don- 
nera 

da     """   !»     *     da^     '         ■"  a   'dada' 

Supposons  aux  valeurs  de  J^r  et  de  ^r'  cette  forme  : 

ir 

—    =      a/  [Psin  {5n't  —  int  -f-  5t'—  ai)  4-  P  coi(5«'/—  a«t  -é-5#'— ai;], 

// 

-7-  =  —  a/ 'LP ftin  (5«'c  —  ant  -f  5»'—  at)  -f  P'  co«  {5n't  —  a/i/  -f- 5/—  at)], 

on  aqra 

^1^=  a»  ^— /[P*în(5«'/— a«l-f-5f'-ai)-fFcos(5n'f— a/itH-5f'— at)], 
m  an  aa* 

—  a'>^^/'f  P»in(5/i't— afiC-h5t'-at)-f-P'co8(5n'f— antH-5f'-af)l . 

Nous  avons  trouvé ,  n'  58 , 

y  HTn  na  f  rt  Smn  a' 

•^  on — 2/1  '        •^  Du  — an 

On  aura  donc,  en  ne  considérant  que  le  premier 
terme  de  la  formule  (3)  * 

^^_W22l!^,afa*^P  [/x'P8in(5n'£-i/iï+5f'-aO-a'PcQ.(5«'i-a/|£-|-5f'-af] 
(5rt — an)»  Jfl*  ' 

_  lommW  ^,^,^«A  ,^.^^^^^^^^ 

(5« — a/r)"  aacm'  ^  *■ 

Considérons  le  second  terme  de  la  même  formule. 
Les  seuls  termes  divisés  par  (5n'  —  2ny  qui  puissent 
en  résulter  dans  J'é,  sont  ceux  qui  dans  la  valeur  de 
fàPK  ont  déjà  5ttf  —  an  pour  diviseur. 
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Si  Ton  suppose  donc 

R  =  m'P  sin  {5n'  t  —  2nl  ^  5f'—  at)  -1-  m'Fcos  (5/»'«  —  îwi£  H-  5i'  —  m)  ; 

d'où  Ton  tire 


im'n 


Il  faudra  combiner  dans  Je  la  valeur  précédente  de 
fdl^.  avec  celle  de  t-  qui  résulte  de  la  partie  nop  pé- 
riodique de  R  ;  c'est-à-dire  qu'en  ne  considérant  que 
le  second  terme  de  la  formule  (3)  on  aura 

■ 

/n=^j"^  rt'a-7 — .  [a'F8in(5n'i-an«-|-5f'-at)— flTco«(5n'£-awt-f-5i'-«)]. 

(5/i-a/ïj*        art 

Si  l'on  ajoute  cette  partie  de  la  valeur  de  cTe  à  la 
précédente ,  en  observant  que 

'^*  — —  =  —  2a^  —7—  —  a? 


a  a 


dada'  da  da*    ^ 


on  trouvera ,  en  vertu  des  deux  premiers  termes  de 
la  formule  (:2)  ^ 

•'^•-S^'-an)-  A  ^"^  ir,  "**  rfû*    y  I  -û'Pcos(5n'/-a/i£+5f'-  ai)( 
'  (5/1'  -  a/ô^*  \,'''''^'3â""*'  "*  "^    £/«•   >/ |-aTco8(5«'/-a/if-f5f'.af)j' 

et  par  une  analyse  semblable  pour  la  partie;  corres- 
pondante de  J'e'  j  on  aura 

5m«/i^»    /     ,,<fA(°)        /sIjAÇÎ^)    «'P'*in(5/i'f-.a/i«-^5t'.-aO  I 
*^"""'(5/i'-a/7)»  V  "**//«'  "*"*''     if«'-  yi— fl'Pco8(5/i't-a/if4.5t'— ai)) 
\mninnU(       /iA(9)      ,    <> A(o)\  /    «'P'sio{5/i'£— aii£-f-5f'— ai)i 
""(5n'-a/i)-"  r'''*  ^J"      -  "*    rfa»   j  l-aOPcotCSii'f^ant^-St'-ai)/* 

Le  troisième    terme  de  l'expression  (rs)  ne  peut 
donner  aucun  terme  de  l'espèce  de  ceux  que  noi^s 
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eonsidérons  lorsqu'on  néglige  les  quantités  dépen- 
dantes des  puissances  des  excentricités  supérieures 
a  la  troisième.  En  effet,  pour  avoir  ces  termes,  il 
suflSt  de  supposer 

Cette  expression,  différentiée  par  rapport  à  e,  sans 
(aire  varier  J'r  et  J^f^,  se  réduit  à  zéro. 

Passons  au  calcul  du  dernier  terme  de  la  valeur 
dé  Je.  En  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme ,  on  aura 

S'€—  —  \fndt{e^a—'-  aSe  )  ^. 

Il  est  clair  que  les  seuls  termes  qui  puissent  avoir 
[M —  2«)*  pour  diviseur  sont  ceux  de  JVi  et  de  J^e 
:]uî  dépendent  de  l'argument  Sn't — 2nt^  combinés 

ivec  les  termes  non  périodiques  de  6  ^  et  de   ^  • 

\}t,  e  ^  est  une  fonctioq  du  second  ordre  par  rap- 
port aux  excentricités ,  et  les  termes  de  ^a  dont  il 
('agit  s^nt  déjà  du  troisième  ordre;  il  ne  résulterait 
lonc  de  cette  combinaison  que  des  termes  du  cin- 
jaième  ordre  relativement  aux  ei^centricités  ^  quan- 
ilés  que  nous  négligeons.  Tenons-nous-en  donc  à 
x>nsidérer  les  termes  de  ePê  qui  naissent  de  Ip  substi- 
tution de  la  valeur  de  J^e.  On  a  pour  la  variation 
le  l'excentricité ,  n**  ^x$  livre  II , 

ûte  =  —  -  aed'K  —  andt  —p. 

2  edti 

La  première  partie  de  cette  expressionne  peutdpn*-^ 
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ner  dans  J>€  aucun  ternie  du  genre  de  ceux  dont  il 
s'agit  9  par  la  même  raisoti  que  précédemment  f  il 
4ti$ra  donc  de  considérer  la  seconde.  En  n^ayant 
égard  qu aux  termes  qui  dépendent  de  largum^iit 
5n't — 2nt ^  on  a,  n*  36, 

on  — Q»Lae  dç  j 

On  aura  donc  par  la  sqbstitutiou  de  cette  valeur 

i%-=z-r-p-i «  T-    a  -;— sin(5/i  «-a/if-f-5*  -at) — «'-r-cos(5/i  <-»a/i£-f^5f -ai)  p 

4(5«  -a/i]'    de  L     </«      '  '        ^ç       ^  \j 

et  en  changeant  tout  ce  qui  est  relatif  à  m!  en  ce  qui 
est  relatif  à  m,  et  réciproquement,  on  aura  pour  la 
partie  correspondante  de  cTe'', 

J^i'n:  ----7 : — --,•    -3-,8in(5/?'t— anf-f  5r-at)—  ^^jcos  (5»'/-  Qni+5f  -at)   . 

a(5n'-a/i)«  <i|f   L<i^  '     d€       ^  '\ 

F  et  F'  désignant  respectivement  les  parties  cons- 
tantes du  développement  de  R  et  R'.  Si  Ton  n'a  égard 
qik'aux  termes  dépendans  des  carrés  des  excentrîcîtéa 
et  dç3  inclinaisons ,  on  a. 

F=— ACo)+^H(e*+c^»;  4.^ee'H'cp9(«»'— «.)— ^aa'BC- V , 

oii  Ton  fait  pour  abréger 

et  en  multipliant  par  —  l'expression  de  F ,  on  au^a 
l'expression  de  F\ 

4 


DU  SYSTÈME  DU  MOND?:.  ftfiS 

6^  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  variaticms  4^  exeen-» 
tricîtés  et  des  longitudes  des  périhélies  ne  cootienneot 
aucune  inégalité  de  lespèce  de  celles  que  nous vçnpns 
ie  considérer  ici ,  c  est-àr-dipe  aucun  terme  dépen- 
dant de  l'argument  de  la  grande  inégalité  du  second 
ordre  par  rapport  k  la  force  perturbatrice ,  çt  q^i 
ait  pour  diviseur  la  très  petite  quantité  (J5ti — a/*}% 
du  moins  tant  qu'on  jn'a  égard  qu'aux  termes  dépe^r- 
dfins  des  troisièmes  puissances  des  excentricités  ft 
dits  ipdinaisons;  il  n'en  saurait  donc  résulter  dans  ]ç^ 
eicpressions  des  longitudes  vraies  de  m  et  de  m'  qi^e 
des  inégalités  insensibles.  En  réunissant  par  cons^. 
qaent  les  diverses  inégalités  des  moj^ens  mouvemens 
de  1»  et  de  m'  qui  résultent  des  combinaisons  énu'^ 
mérées  n^  5j ,  et  celles  des  longitudes  des  époqu(çs 
que  nous  venons  de  déterminer,  et  en  désignant 
par^^y  ^C'^  ^^f  et  J^é'  ces  sommes,  pour  déterminer 
les  inégalités  correspondantes  du  mouvement  en  lon- 
gitude de  m  et  de  m',  on  aura 

Ces  équations  donneront  les  parties  les  plus  sen- 
sibles des  deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de 
Saturne  dépendantes  du  carré  des  forces  perturba- 
trices. 

65.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  parmi  le^ 
tenpes  de  cet  ordre  que  ceux  qui  sont  relatifs  à  l'ar- 
gument de  la  grande  inégalité;  mais  on  peut  tenir 
compte  des  principales  inégalités  de  Jupiter  et  de  Sa- 
turne ,  dépendantes  de  la  seconde  puissance  >de  la 
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force  perturbatrice,  et  relatives  à  un  arguiâent  quel- 
conque de  la  manière  suivante. 

Soit  H  cos  (mY  —  int  +  A)  un  terme  du  dévelop- 
pement de  R,  et  soit  Ksin(f7i^  —  int  +  'B!)  Tinéga- 
lité  qui  en  résulte  dans  le  mouvement  de  m.  L'ex- 
pression de  K^  d  après  ce  que  nous  avons  dit  n'  :i8 , 
aura  pour  diviseur  l'une  des  trois  quantités  (/'/i'— î/i)*, 
(z'n'—  in)  ou  {i'n'  —  in)zizn.  Maintenant,  si  l'on  veut 
avoir  égard  aux  termes  dépendans  du  carré  de  la 
force  perturbatrice,  il  faudra,  à  la  place  de  n't  et  de 
ntp  substituer  fndt  et  fndt^  et  faire  croître  dans  H 
et  A  les  élémens  de  Torbite  elliptique  de  leurs  varia- 
tions. Mais  on  a  fn'dt  =  n't  +  Ç'  et  fndt  zzsnt-^  Ç; 
il  faudra  donc  dans  le  terme  H  cos  (fn't  —  int  +  A) 
augmenter  les  longitudes  n't  et  nt  de  ^  et  de  Ç',  et  en 
n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  ces  quantités  qu'aux 
termes  relatifs  à  la  grande  inégalité  :  il  en  résultera 
dans  R  un*  terme   du  second   ordre  de    la    forme 
kH  cos  [i'n't  —int  ds=(5n't  —  2nt)  4-  A  +  C] ,  et  l'iné^ 
galité    correspondante   de    m    aura    pour    diviseur 
[i'n'  —  in  zfc  (5n'  —  2n)  ]*,  i'n'  —  in  =fc  (5/i'  —  2/1) , 
i'n' — in  ±  (5/^' —  2n)zizn.  Si  i'n' —  in  ou  i^n' — indbn 
ne  sont  pas  de  très  petites  quantités  de  l'ordre  5n' — ?«, 
on  peut;  dans  ces  diviseurs,  négliger  5n'  —  2/2  de- 
vant i'n'  —  in  et  i'n'  —  indzn;  en  sorte  que  l'iné- 
galité correspondante  à 

kH  cos  [i'n'  —  int  db  {5n't  —  2nt)  +  A  •+.  C] 

sera 

JfcK  sin  [i'n't  —  int  dtz  {Sn't  ~  2nt)  +  B  +  C] , 
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quantité  qui  est  l'expression  de  la  variation  de 
K  sin  (iW  —  int  +  B)  lorsqu'on  augmente  /^7'  et  nt 
de  leurs  grandes  inégalités.  Ainsi  donc^  dans  les  iné- 
galités de  Jupiter  et  de  Saturne,  qui  ne  dépendent 
pas  de  Tai^ument  5n!t  —  ^int^  ou  dans  lesquels  le 
coefficient  de  t  ne  diflfere  pas  de  la  quantité  5n' —  2/1 
du  coefficient  n  pour  Jupiter,  ou  du  coefficient  n'  pour 
Saturne,  on  aura  égard  aux  termes  du  second  ordre , 
en  augmentant  n't  et  nt  de  leurs  grandes  inégalités 
dépendantes  de  Fangle  5n't  —  :î^^<. 

Quant  aux  inégalités  résultantes  des  variations  re- 
latives à  l'angle  Sn't  —  2nt  des  autres  élémens  .de 
l'orbite  elliptique,  comme  ces  variations  sont  tou*- 
jpurs  très  peu  considérables  par  rapport  à  celles  du 
moyen  mouvement,  on  pourra  les  regarder  comme 
tout-à-fait  insensibles. 

66.  Lorsqu'on  aura  déterminé  toutes  les  inégalités 
da  mouvement  d'une  planète ,  dépendantes  d'un 
même  argument ,  on  en  fera  la  somme ,  et  on  les 
réunira  ensuite  en  un  seul  terme ,  comme  on  Fa  dit 
n«  3o.  Soit 

K  sin  (i'n't  —  int  +  i'«'  —  U  +  A) 

riaégalité  qu'on  obtiendra  de  cette  manière  ;  K  et  A 
étant  des  fonctions  des  élémens  des  orbites ,  leurs  va- 
riations séculaires  peuvent  avoir  de  l'influence  sur 
les  valeui*s  de  ces  quantités.  Si  Ion  juge  l'inégalité 
assez  considérable  pour  y  avoir  égard,  on  pourra  le 
faire  par  la  méthode  du  n°  29.  Oq  calculera  la  même 
inégalité  pour  une  époque  éloignée  de  deux  cents 
aii$  d$  là  première^  soient  A^  et  B'^ceique  deviennent 
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alors  A  et  £  ;  on  aura 

dK        K'~  K      dA        A'  — À 


dt  200      *      dt 


200 


On  aura  donc  pour  un  temps  t  quelconque  co^npté 
en  années  juliennes ,  à  partir  de  Tépoque  qu'où  a 
çhoisiç^ 

(fi+t^yin  Q'n't—mt  +  i'e'  —  k+  A  + 1  ^)i 

et ,  sous  cette  forme ,  cette  valeur  pourra  s'ëtendre  à 
plusieurs  siècles,  sans  erreur  sensible. 

La  détermination  des  deux  grandes  inégalités  de 
Jupiter  et  de  Saturne  exige  qu'on  ait  égard  aux  ter- 
mes dépendaus  du  carré  du  temps  dans  la  partie  qui 
a  pour  diviseur  (5n^ —  ^n)*,  et  qui  est,  par  cette  riàî- 
son,  très  considérable.  En  ne  considérant  que  ces 
termes,  on  a,  n*  4^  > 


<ft'= 


V  f  i__     P— ^— j T—TTi r-JT.   cos(5n£— 3«t4-5t'-atf). 


Les  valeurs  de  P,  P'  et  de  leurs  différences  se  rap- 
portent à  un  instant  quelconque.  Si ,  pour  fixer  les 
idées ,  on  prend  pour  épdque  Fânnée  1800  ;  que  pour 
abréger  on  fasse 

O       P  ^^P^ 3J>P 

n^--PM    ..  ^^^  3./-r 

- 

P,  P^  et  leurs  fiifféren/[;es/se  .rapportant  îçi  fi  i- époque 


ômfn^a 
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de  1800^  <Ui  aura  ^ur  un  temps  quelùoaque  t^  en 
négligeant  les  puissances  de  t  supérieures  à  la  se^ 
conde , 

^  ^  V.Q'^^^'^â   ■^Jco.(5/i'f-a/it4-5.'-a.). 

Les  valeurs  de  Q ,  Q'  et  de  leurs  différences  s'ob<^ 
tiendront  sans  peine  lorsque  celles  des  quantitésvF  et 
1^'  çt  de  leurs  diflerences  seront  connues;  on  pourrti^ 
dans  Ces  yaleurs^  n'avoir  égard  qu'aux  premières  et 
secondée. différences  de  F  et  de  P'^  et  ces  quantités .6^ 
d^termitteix^nt  comnie  ^a  l'a  vu  n^  29. 

i$i  l'an  veut  réduire  à  un  seul  ternie  l'inégalité  pi^- 
oédeate.  On  la  calculera,  pour  les  trois  époques  dli^ 
î^8oo,  iiSpo.èt  2800,  éloignées  de  5oo  ans  l'une  4e 
Ttotre.  Suit  L sifti{5W^  —  ^n/  +  5«' -^ae^^-h  Ç)  cettcr 
inégalité  réduite  à  un  seul  terme  pour  iSoo^  et  soient 
L>  €'9  V^.S'f  ce  que  deviennent  Ii  ^i  Q  aux  épOqufSS 
de  aSoo  et  de  aSôo,  c'est-à-dilre  lorsqu'on  fait  t^^a-r 
pectivemeiit  <  x=:  5oo  et  ^  ==  1000  dans  Ifet  valeur  de 
cTi^y  on  aura  pour  un  temps  quelconque  ty  compté 
de  1800  ; 

les  différences  de  L  et  ff  se  rapportant  à  l'époque 
de  i8oo>  et  étant  déterminées  par  la  méthode  du 
n®  29.  On  aura  ainsi 

àL 4L^  ^  3L  —  L^  d^ L^—  giy  4.  L 

dt   "^  1000  •         '  di*  *"""        260000        ' 

di         4^-3^  — r  dK        r— aC'-hC 

i/i    ""^  1000         '  ^*  aSoooo      ' 
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on  donnera  de  même  à  la  grande  inégalité  de  m!  la 

forme 

(A  +  B^  +  C^»)  sin  {5n't  —  2nt  +  5«'  —  2ê) 
+  (A'+  B^^  +  Ct^)  cos  [5n't  —  2nt  +  Se'  —  ne) , 

et  l'on  réduira  ensuite  en  un  seul  terme  cette  inéga- 
lité par  les  mêmes  procédés. 

Lorsque  toutes  les  inégalités  dn  mouvement  d'une 
planète  seront  ainsi  ramenées  a  la  même  '  fi^rme ,  il 
sera  facile  de  les  réduire  en  labiés  qui  s'étendront  à 
plusieurs  siècles  avant  et  après  l'époque  qu'on  aura 
choisie.  D'ailleurs,  comme  nousj'avons  dit,  il  ne  sera 
nécessaire  d'avoir  égard  aux  variations  dépendantes 
de  la  première  puissance  du  temps  dans  l'expression 
des  coefficiens,  que  pour  celles  de  ces  inégalités  qui 
seraient  considérables ,  et  l'on  ^iiim  égard  au  carré 
du  temps  que  dans  le  calcul  des  parties  des  deux 
grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne  ayant 
(5n'  —  271^  ppur  diviseurs  et  relatives  à  la  troisième 
puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 


<(•• 
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CHAPITRE  V. 


Des  perturbations  dans  les  mouvemens  des  planètes 
et  des  comètes  ,  dues  à  la  résistance  dun  milieu 
très  rare. 


67.  La  résistance  qu'un  corps  en  mouvement  peut 
qMroaver  par  la  réaction  du  fluide  qu'il  traverse , 
dépend  en  général  de  la  densité  du  fluide  et  de  la 
vitesse  dont  lé  mobile  est  animé. 

On  suppose  ordinairement  la  résistance  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse;  et  l'accord  de  cette 
hypothèse  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes 
observés  à  la  surface  de  la  Terre  semble  indiquer  que 
c'est  en  effet  la  loi  de  la  nature.  Quant  à  la  loi  de 
densité  du  fluide  éthéré  qui  entoure  le  Soleil ,  elle  est 
absolument  inconnue,  puisque  l'existence  même  de 
ce  fluide  est  encore  très  problématique.  Cependant 
on  doit  supposer  y  en  général ,  que  cette  densité  di- 
minue à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  Soleil,  et  qu'elle 
devient  nulle  à  des  distances  infinies.  On  pourra  donc 
regarder  la  densité  du  milieu  comme  une  fonction 
inconnue  de  la  distance  au  centre  du  Soleil,  et  faire 
ensuite  sur  la  forme  de  cette  fonction  différentes  hy- 
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f>othèses ,  parmi  lesquelles  on  choisira  celle  qui  s'ac-^ 
t^orde  le  mieux  avec  robservation. 

Soit  donc  ds  1  élément  de  la  courbe  décrite  par  la 

planète  m,  dans  l'instant  ^^ i  ^^^Klî)  l'^^pi^^^îon  de 

la  résistance  du  fluide  qu'elle  traverse,  p ,  qui  repré- 
sente la  loi  de  la  densité  du  milieu ,  étant  une  fonc- 
tion quelconque  de  la  distance  de  la  planète  au  centre 

du  Soleil^  ëh  torfe  qù\Mi  k  gén^^leàieilt  p  ^:±^  K^(^) 

en  nommant  r  le  rayon  vecteur  de  la  planète  et  À:  un 
coefficient  constant^  Cette  résistance  s'exerce  évidem- 
ment en  sens  opposé  au  mouvement  de  la  planète  ; 
^n  mulfipliiMit  donc  spa  eixpi'QSsion  par  les  tosinus 

é^^'^^ctuéïortnè^élét^^  les  axés  eodr- 

ds^  du   ds^  ^.; 

donnés ,  on  aura  pour  les  trpis  composantes  respec- 
tivement parallèles  à  ces  axes 

ds  '    dx  ds    djr  ds    dx 

.       f^dï'  11*  "P^T   'dt*   '^^dt    dt' 

Pôut^  déténriihèf'  les  perturbations  que  ces  forcer 
întrbduisént  dàùs  le  ihoùvemetit  de  la  planète ,  on 
regardera  son  orbite  tbriittiè  ttitè  ellipse  variable, 
dont  on  détei'rtiinera  les  âénirènîs  par  la  métbôde 
ordinaire.  Nous  pourrions  déduire  les  variations  de 
ces  clémens ,  des  formules  que  nous  avons  données 
h**3ï,  livre  lï!,  et  qui  s'aj)pliquent  immédiatement 
au  ca'è  PÙ  la  vésîstatrcé  dé  Tether  est  la  force  pièr- 
ttit-batHce  qui  agit  sur  là  platiète  ;  màîis  HoU^  pïo- 
iStèroùs  xie  cette  occasion  "pour  hiohtrèr  commi^nl; 
pâii*  la  simple  côthbitoaison  dtes  formules  du  wotfve- 


(0 
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ment  elliptique  y  on  peut  obtenir  très  aisément  les 
expressions  des  ëlëmens  de  Torbile  troublée  sous 
telle  forme  qu'il  conviendra  de  leur  donner. 

68.  Si  Ton  désigne  comme  précédemment  par  R  la 
fonction  perturbatrice ,  et  qu'on  néglige  la  masse  de 
la  planète  devant  celle  du  Soleil  prise  pour  unité,  ce 
qui  donne  ^t=i  ,  les  équations  différentielles  du 
mouvement  troublé  donneront  d'abord  les  quatre 
intégrales  suivantes  : 

zdx  —  xdz         r/      dK  dK\.^ 

Dans  le  cas  de  l'orbite  elliptique,  R  est  nul,  et  les 
seconds  membres  des  équations  précédentes  se  ré- 
duisent à  des  constantes ,  on  a  donc 

xdjf — -jdx zdx — xdz         ,    jrdz — zdjr  n      ^ 

di         ~^'         Jt        — ^'  di         —^  ' 

Les  trois  quantités  7  c/^^ ,  ^c'àt^  \d'dty  représen- 
tent les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  de  m ,  pen- 
dant l'instant  dt  sur  chacun  des  plans  de  projection , 
et  la  racine  de  la  somme  de  leurs  carrés  l'aire  décrite 
sur  le  plan  même  de  l'orbite;  cette  aire  est  égale 

d'ailleurs  à  i  v/^(i — e^)  dt,  n'  20^  livre  II,  en  sorle 
Tome  III.  18 
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qu'on  aura 

a(i  —  e*)  =c*+  c'^  -f-  d'\ 

Si  Ton  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  de 
Forbite  primitive  de  la  planète ,  c^  et  d'  seront  de 
Tordre  des  forces  perturbatrices  ;  en  négligeant  donc 

le  carré  de  ces  forces,   on  aura  \/aJ(i — e*)=5C. 

Quant  aux  quantités  &  et  d'y  elles  déterminent  la 
position  du  plan  de  l'orbite  ;  et  en  nommant  f  son 
inclinaison  sur  le  plan  fixe  ,  et  0  la  longitude  de  son 
noeud ,  on  a  ,  n*  3o ,  livre  III. 

c'=  \/a(i — e*)sin^cos9,  c*= — \/a{\ — e')sin^  sin6. 


En  faisant  donc,  comme   dans   le  n""  4»  livre  II ^ 
sin  ^  sin  0  =  p,  sin  ^  cos0  =  ^  ,  on  aura 


c" 


Cela  posé ,  si  Fou  différentie ,  conformément  i  la 
théorie  des  variations  des  constantes,  les  équations  (2), 
en  faisant  varier  à  la  fois  les  constantes  et  les  varia- 
bles quelles  renferment,  et  qu'on  compare  ensuite 
ces  différentielles  à  celles  des  équations  (i),  on  aura, 
pour  déterminer  les  quatre  constantes  a,  e,  p,  q  que 
nouai  avons  substituées  aux  constantes  UfC^d,  d\  les 
équations  suivantes  : 
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d.  1^  — 2<fR, 

a  ' 


d.\/a{x  — e*)=  ^.(  ^  —  — ^  _) , 

,  di  /dR\ 

,  dt  /d^\ 


(3) 


équations  auxquelles    nous  étions    déjà  parvenus, 
n*  5o  ,  livre  III. 

On  déterminera  donc  immédiatement  ainsi  les 
quatre  pnncipaux  élémens  de  l'orbite  troublée;  les 
deux  autres  peuvent  s'en  déduire  avec  la  même  faci- 
lité. En  effet ,  par  le$  formules  du  mouvement  ellip- 
tique, on  a 

r  =  a(i  —  ecostt), 

w^-f-c — '&)=  e  —  esina, 
taiig  i  (i;  —  ^)  =  y/i^^  tang  ^  u. 

Ces  équations ,  ainsi  que  l6ur$  difféiiences  pre- 
mières y  doivent  également  convenir  à  l'ellipse  inva- 
riable et  à  l'orbite  troublée  ^  ce  qui  exige  que  leurs 
différentielles,  prises  relativement  aux  constantes 
qu'elles  renferment  et  aux  quantités  qui  varient  avec 
elles ,  soient  nulles  d'elles-^némes.  On  aura  ainsi , 
n°  3i  ,  livre  III, 

^^  i  —  e  cos  u)  —  €tde  cos  ;i+€zedwsin  w  =  o , 
(h  —  dcD-^desinu  —  dw  (  i  —  ecos u)z=zOp 

do  \/i — e*(i'^ecosu)-i^dmfim+du{î  •— e^)»»©. 

18.. 
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Ces  trois  équations  suffisent  pour  déterminer  de  et 
dG?f  en  fonction  de  de  et  de  da.  Si  Ton  substitue  dans 
les  deux  dernières  la  valeur  de  du  tirée  de  la  pre- 
mière ,  on  aura  les  deux  suivantes  : 


ae  V^i  — e^dcùsmu-i-adeÇe+cosu) — da(i  -T-e')=o,' 
(de — dci>)aes\n  u  +  ade(e — cosM)+ûJa(  i — ecosM)*=o  ;  ^  ^^ 

ou  bien  en  ajoutant  ces  deux  équations  : 


aesinu 


Cetle  dernière  équation  peut  prendre ,  comme  on 
sait,  une  forme  très  simple.  En  effet,  on  a 


d.a{r  —  e^)  =  2  V«(i  — e*).d.\/a(i  —  e*)  , 


et  en  substituant   pour  da  et  d  .  \/a(i  — e^)  leurs 
valeurs,   en  observant  qu'on  a 

\/a=a*n  ,   d'Kz=:-rdjC'\'-r-dr, .  et  jo  - — f-  r-r-  =r-T- , 

ax  dx  '^  dx  '  -^  dy        dr 

et  faisant  attention  aux  valeurs  de  dx  etdjr  données , 
no  5i,  livre  III,  on  aura 

de  =  da>(  i  —  V  T^^^*") -- aawrf^  (  r  ^)  ,  (5) 

équation  à  laquelle   nous  sommes  déjà  parvenus,, 
n'  cité. 

En  substituant  dans  la  première  des  équations  (4) 
pour  da  et  de  leurs  valeurs ,  on  aura  la  valeur  de  da, 
et  l'équation  précédente  donnera  celle  de  Vie  quand  la 
valeur  de  dco  sera  détermioëe» 
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On  aura  doDC  ainsi  les  différentielles  de  tous  les 
«lémens  de  l'orbite  exprimées  au  moyen  des  diffé- 
rences partielles  de  la  fonction  perturbatrice  rela- 
tives aux  coordonnées  de  la  planète  troublée.  On  peut 
donner  à  ces  formules  différentes  formes,  selon  les 
•cas  où  l'on  se  propose  de  les  employer*  Si  au  lieu  des 
coordonnées  rectangulaires  on  veut  faire  usage  des 
coordonnées  polaires/*,  ^9^9  on  observera  qu'en 
regardant  R  comme  fonction  de  ces  quantités,  on  a 

ctR  =  -y-  dr  -4-  -r  d\^  -4— r-  ds. 

dr  '      a\f  '    ds 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède 

'^'^  =  È  "^  -^  ^  "^-r  +  §  dz; 

£a  négligeant  les  quantités  qui  sont  de  l'ordre  du 
carré  des  forces  perturbatrices,  ou  a  d'ailleurs 

a:  =  rcos(i^ — o),    j-=rsîn(i^  —  a»),     z=rs. 

En  comparant  donc  ces  deux  expressions  de  ^'R  après 
avoir  sul)stiti!ié  pour  dœ,  dj,  et  dz  leurs  valeurs  y  on 
trouvera  ,  aux  quantités  près  que  nous  négligeons  y 

dK  dR dR 

^   di'^'^^^^Tr'^ 

dj-        ^  dx  ^  " 

dz         r  ds^ 

En  substituant  ces  valeurs.dans  les  formules  (3) ,  (4) 
«t  (5) ,  et  en .  exppmaot  les  sinus  et  cosinus  de  V^xïq^ 
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malie  excentrique  u  en  fonction  du  sinus  et  dn  cxM^hus 
de  Tanomalie  vraie  i^-^^v,  on  aura  les  variations  de 
tous  les  ëlemetis  de  Torbite  exprimés  par  des  for- 
mules qui  ne  contiendront  que  les  différences  par- 
tielles de  la  fonction  R  relatives  aux  coordonnées 
polaires  de  m  multipliées  par  des  fonctioni  de  ces 
coordonnées. 

Enfin  ^  si  Ion  observe  que  l'on  a ,  n*  4  ^ 


di^  ndt  dé 

dK  dR 


r  — r-  =a 


dr  da    ' 

,     f  y  dK  dA  .  .dR  dR 

s,a(i;-a,)-^=:-^;  cos(^-u>)^  =  --^, 

eu  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
icédentéÉ  ,  les  variation^  de  tous  les  élément  se  trou- 
veront exprimées  par  des  fbrdfiules  qui  ne  eôntiéh" 
dront  que  les  différences  partielles  de  la  fonction 
perturbatrice  relatives  aux  étémens  de  Torbite  ellip- 
tique^ multipliées  par  des  fonctions  de  ces  élémenB 
indépendantes  dii  temps  ^  couformément  au  tkéorème 
démontré^  géncralement  dans  le.a"^  17  ^'  du  livre  II. 
Nous  avons  vu  les  avantages  de  cette  manière  d'ex- 
primer les  variations  des  élémens  de  Forbite  ellip- 
tique dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires. 

6g.  Revenons  maintenant  a  la  question  qui  nous  oc-* 
cupe  ici  y  et  déterminons  par  les  formules  précédentes 
les  altérations  de  Torbite  de  m  dues  à  la  résistance 
du  milieu  que  cette  planète  est  obligée  de  traverser^ 

.Wfjttp  stvons  représente  par  ^>.  ^^,  -^>  les  force» 
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qui   sollicitent  m  dans  le  sens  de  ses  coordonnées 
rectangulaires ,  on  aura  donc  dans  ce  cas  ^  n""  67  , 

dR  dsdx     dK  dsdj     dK  dsdz 

Ix  ^IF'  <r~      ^  IF'  Iz  —       P  "5iF  • 


On  voit  que  z  étant  de  Tordre  des  forces  perturba- 
rfR 

dz 


trices  --r-  est  une  quantité  de  Tordre  du  carré  de  ces^ 


forces  f  on  peut  donc  supposer  -j-  =  o,  ce  qui  donne 

p  =  constant ,  q^=  constant  ;  c'est-à-dire  que  Fac- 
tion du  milieu  résistant  n'influe  pas  sur  la  position 
de  Torbite  de  m,  ce  qui  devait  naturellement  résulter 
en  effet  de  la  supposition  que  nous  avons  faite,  que 
la  résistance  du  milieu  était  une  force  qui  s'exerçait 
tangentiellement  à  chacun  des  élémens  de  la  courbe 
décrite  par  le  mobile. 
En  observant  que  Ton  a 

da:^+ dj^  +  dz^  =  ds*, 

xàj  —  ydx  =  i^dv  =  dt  v/a(  i  — e*) . 

Les  valeurs  précédentes  donneront 


dK  dR   ,       «fR  as  ,    j     ,      j  .  rdsdr 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (3) 
et  (4)»  en  observant  que  par  les  formules  du  mouve- 
ment elliptique  on  a 


28o  THÉORIE  ANALYTIQUE 


r*rfi^  =  a^ndt  V  i — ^  j 

dt^  dV^  ""  r       a       a{\ — ecosu)  ' 

et  a' 72=  1  ^  on  trouvera  sans  peine 

da  :=  —  natds  ( ) , 

^      \i  —  ecosu/' 

•^  L     I  C  COS  M     J 

•^  \    I eCOStt    / 

A  —  da>  Çi  —  \/i  —  e^):=:2pds e  sina^ 

On  peut  y  dans  ces  formules,  substituer  à  la  place 
de  ds  sa  valeur  en  2^  ^  en  sorte  qu  elles  se  trouveront 
toutes  exprimées  en  fonction  de  l'anomalie  excen- 
trique. En  effet,  on  a 

ndt  z=  duÇi  — e cosi^) , 
d'où  ,  en  observant  que  — -7=  =  a ,  on  conclura 

n  y  a 

ds=zadu  \/i — c*  cos^u* 
Qn  aura  donc  ainsi  : 


£W  =  —  :ia^ùdu\/ , 

•^         V     I  —  C  COS  u    ' 

de  z=:  —  20(1  —  e^)pducosu\/- — l£2£ii 

^  ^'  V    I  —  ecosu  ' 

edcû  =  —  2a  v/i  — e^pdusinu  y  — — 


e  cosu 


e  COS  u  * 


e  cosu 


ede  z=:2apdu(i —  \/i — e*  —  e'cosM)i/i-^ 
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En  nooimaDt  Ç=:fndt  le  moyen  mouvement  dans 

l'orbite  elliptique ,  on  a  dans  l'orbite  troublée  ,  n*  /^5, 

livre  II , 

rf(^  =  —  5andt  fdK. 

On  aura  donc ,  par  ce  qui  précède  y 


dC^Zadu^x  -.ecosu)fpdu)/^±±^^.  (7) 

70.  Ces  formules  donneront  les  variations  des  élé- 
mens  de  Torbite  elliptique  dues  à  la  résistance  du  mi- 
lieu que  la  planète  est  forcée  de  traverser.  Pour  les  in- 
tégrer^ il  faudra  supposer  connue  la  loi  de  la  densité 
du  milieu^  ou  la  valeur  de  p.  On  observera  d'abord 
que  la  fonction  p  doit  être  supposée  une  très  petite 
quantité^  puisque  les  perturbations  causées  par  la 
résistance  du  fluide  éthéré  sont  elles-mêmes  très  peu 
considérables^  ce  qui  permet  de  négliger  son  carré  et 
de  regarder  aet  e  comme  constantes  dans  le  second 
membre  des  équations  précédentes;  on  pourrait  d'ail- 
leurs ,  par  des  approximations  successives^  tenir 
compte  ensuite  des  termes  négligés. 

La  valeur  de  p ,  comme  nous  l'avons  dit ,  sera 
eu  général  une  fonction  donnée  de  la  distance  r 
de  la  planète  au  centre  du  Soleil  ;  et  en  y  substi- 
tuant pour  r  sa  valeur  a(i — ecosu),  elle  de- 
viendra fonction  de  cos  u.  Supposons  qu'après  avoir 

inuitiplié  par  t/  -— — - —  cette  fonction ,  on  la  ré- 
duise en  série  ordonnée  par  rapport  aux  cosinus  de 
l'angle  u  et  de  ses  multiples^  et  représentons  cette 
série  par 


rJ 
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A  +  e  B  CO6  u  +  e*  Ccos  2  w  +  etc., 

A ,  B^  C  étant  des  fonctions  qui  ne  renferment  que 
des  puissances  paires  de  e  »  et  devant  être  regardées 
d'ailleurs  comme  des  quantités  positives ,  lorsqu'on 
suppose  que  la  densité  décroît  en  raison  inverse  de 
la  distance  au  Soleil.  Si  l'on  substitue  cette  valeur 
dans  les  formules  (6) ,  et  qu'ensuite  on  intègre ,  on 
en  déduira  très  aisément  les  valeurs  de  chacun  des 
élémens  elliptiques  de  l'orbite  exprimées  en  séries 
ordonnées  par  rapport  aux  puissances  ascendantes  de 
l'excentricité. 

Si  l'orbite  s'écarte  peu  de  la  forme  circulaire,  €& 
sorte  que  e  soit  une  très  petite  fraction ,  en  néglir 
géant  les  termes  dépe.ndans  du  carré  et  des  puissance» 
supérieures  de  lexcentricité ^  on  aura 

cTa  =  —  2a^[\u  +  e(A+  B)sinM] , 

cTe  =  —  2a[AsinM  H-7eB(M+î  sin  w)]  , 

^  s=  I  an{Au^  —  aéB  co&u  ) , 
eS'c»  =  2a(Acosu  +  ^  eB  cos  2u) , 
cTfi  =  —  a  (A cos  u+^eB  cos  2u). 

On  voit  par  ces  formules  que  la  longitude  du  pé« 
rihélie  ,  ainsi  que  celle  de  l'époque  ,  ne  sont  assor 
jetties  qu'à  des  variations  dont  la  période  n'excède 
pas  la  durée  d'une  révolution  de  la  planète  ;  il  en  se- 
rait de  même  relativement  à  l'inclinaison  de  Forlnte 
et  à  la  longitude  du  nœud^  en  ayont  même  ég^ 
au  carré  de  la  force  perturbatrice  ;  si  Ton  ne  oon- 
sidère    donc   que   les  inégalités  qu'un    long  inter* 
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valle  peut  rendre  sen^ble,  on  aura 

/a  =  —  2a* Au,  J'ezzz  —  aéBzi ,  Ç  =  |anAM' , 

d\>ù  Ton  doit  conclare  qae  la  résistance  du  milieu 
n'altérera  à  la  longue  ni  la  position  du  plan  de  Top- 
bite ,  ni  celle  de  son  périhélie  ;  mais  comme  A  et  B 
wnt,  par  hypothèse,  des  quantités  positives,  elle 
fera  décroître  indéfiniment ,  et  par  degrés  insensi- 
bles, le  grand  axe  et  l'excentricité.  L'orbite  se  rap- 
prochera de  plus  en  plus  de  la  forme  circulaire ,  et  il 
en  résultera  une  inégalité  séculaire  dans  l'expression 
dé  la  longitude  moyenne ,  et  par  conséquent  dans  la 
ÛÛrte  de  la  révolution  de  la  planète.  En  effet,  fndt'-^s 
ëtsint  la  longitude  moyenne  de  la  planète  dans  le  vide, 
la  variation  du  moyen  mouvement /mft  introduira 

.  /  3 
dans  cette  expression  l'inégalité  -  an  Au*.  Ainsi  donc , 

en  vertu  de  la  résistance  du  milieu,  le  mouvement 
angulaire  de  la  planète  s'accélère  de  plus  en  plus , 
et  par  conséquent  le  temps  périodique  diminue  à 
chaque  révolution. 

Si  Ton  considère  les  variations  totales  du  grand  axe 
et  de  l'excentricité  pendant  une  révolution  entière 
de  la  planète,  onaura  /a=  —  4^*A^,  J'e^s: — oaeB'Tr; 
ainsi ,  par  l'effet  de  la  résistance  du  milieu,  l'or- 
bite se  rapproche  de  plus  en  plus  de  la  forme  circu- 
laire ,  tandis  que  la  distance  moyenne  de  la  planète 
au  Soleil  diminuant  continuellement ,  elle  doit  finir 
par  atteindre  la  surface  de  cet  astre. 

Au  reste ,  si  les  espaces  célestes  ispont  remplis  par 


284  THÉORIE  ANALYTIQUE 

un  fluide  très  rare^  aucune  observation  n'a  indiqué 
jusqu'ici  que  ce  fluide  exerçât  la  plus  légère  influence 
sur  le  mouvement  des  planètes  ;  mais  il  serait  pos- 
sible qu'il  eût  une  action  sensible  sur  les  comètes , 
à  cause  du  peu  de  densité  de  la  matière  qui  les  com- 
pose y  comme  nous  lavons  dit  n*"  4o >  livre  III. 

7 1 .  Considérons  donc  maintenant  le  cas  des  orbites 
très  excentriques  comme  celles  des  comètes*  Si  Ton 
n'a  égard  qu'aux  inégalités  séculaires,  que  I9.  résis- 
tance du  milieu  peut  introduire  dans  le  mouvement 
de  la  comète ,  on  pourra  ne  s'occuper  que  des  va- 
riations du  grand  axe ,  de  l'excentricité  et  da  moyen 
mouvement ,  puisque  celles  du  périhélie  et  de  la  lon- 
gitude de  répoque  ne  renferment  aucune  inégalité 
de  cette  espèce.  Reprenons  les  deux  premières  for- 
mules ^4)  6'  1^  formule  (7)  ,  que  nous  écrirons  ainsi: 

J^a= — 2a*  I  pau\  ■  ; _ —  Vi  —  e'cos'w    , 

<re= ^^ -\  cdul  — —  VI — ^•cos*ri  t, 

c      J  ^      Lv^i-e^cos"»  -i 

Supposons  qu'en  développant  en  série  '  ordonnée 
par  rapport  aux  cosinus  de  l'angle  u  et  de  ses  mid- 
tîples  la  fonction 

p  (ï  +  ecosu) 
\/ 1  —  e*cos*M  ' 

dans  laquelle  on.  substituera  pour.p  sa;  valeur  en  fonc- 
tion de  u, ,  on  ait  • 
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A  -f-  A'cos  u  -f-  A"cos  2  M  +  etc. , 
et  supposons  que  la  fonction 

p  V^i  —  e'cos*M, 

développée  de   la  même  manière^   donne  la  série 
suivante  : 

B  +  B'  cosM  +  B"  cos  2 M  +  etc; 
en  négligeant  les  •  quantités  périodiques ,  on  aura  - 
ê'azzz  —  2a*(2A  —  B)m  , 

^^^ Î^LLpf:i(A-B)«,    \  (8) 

C  =  |a(2A  — B)«% 

et  pour  déterminer  les  coefficiens  A  et  B ,  on  aura , 
n»   i8, 

.    1    /*«•  (du{i  -\-  ecoi  II) 

wj  o     ^1  — e*  cos'  M  * 

B  =  —  /     fdu  V 1  —  e*  cos*  m. 

Ces  deux  intégrales  définies  peuvent,  à  laide  de 
transformations  très  simples,  se  ramener  à  la  forme 
d'intégrales  elliptiques  dans  un  cas  très  étendu ,  celui 
où  Ton  suppose  la  loi  de  la  résistance  exprimée  par 
une  série  composée  d'un  nombre  quelconque  de 
termes ,  et  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  des- 
cendantes du  rayon  vecteur  r  multipliées  par  des 
coefficiens  constans. 

Prenons  d'abord  pour  exemple  le  cas  le  plus  simple, 
celui  où  Ton  suppose  que  la  densité  du  milieu.est  la 
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même  dans  tous  les  points  de  Forbitç.  On  a  généra- 
lement, n*  67,  p=K^f^-) ,  r  étant  le  rayon  yecteur  de 

la  comète,  et  ^- j  une  fonction  dç  r  qui  devient  égale 

à  Tunité  quand  r=  i  ,  enfin  K  une  constante  aui 
dépend  de  la  densité  du  fluide  à  l'unité  de  distance , 
et  de  la  masse  de  lastre  en  mouvement.  Dans  le  cas 
que  nous  examinons,  on  a  donc  p  =  K,  et ,  en  obser^ 

vaut  que  Fintégmle  /  ^'^^^^sc'est  nulle  entre  les 

limites  i^  =  o  et  m  =  ^,  on  aura 

.  HL  rv         du 

A  =  —  /        .  == , 

B  ;?=    ^J ^  du  v/i  — e*cos'tt  • 

Ces  intégrales  doivent  s  étendre,  comme  les  pré- 
cédentes,  depuis  {/  =  o  jusau'à  u=:^;  mais  il  est 
clair  qu'on  obtiendra  également  leurs  valeurs  en  in- 
tégrant entre  les  limites  w=o  et  «  =  j'tt,  et  en  ajant 
soin  de  doubler  les  résultats.  Les  expiassions  de  A 
et  B  représentent  alors  des  fonctions  elliptiques  de 
première  et  de  seconde  espèce  ;  et ,  diaprés  la  nota- 
tion adoptée ,  on  aura ,  n*  !i!i , 

A=.^F(«), 

B  =  îi^  ECe). 

1^  sub^tu^nt  ces  valeurs  dans  les  fM*mules  (8)  ; 
et  ^  le$  ilfiXkd^H  k  une  révoliitioo  entière  de  k 
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comètQy  ce  qui  su(^>os6  u::s:2ic,^,  en  observant  de 

plus  qu  on  a  —  =;=  -^  ,  pn  trouvera 

cTa»  — 8a«K[3  F(e)  —  E(e)] , 

Sn  =  1 2awK[2F(e)  —  E(e)] . 

Considérons  en  second  lieu  le  cas  qui  sepfible  in- 
diqué comme  celui  de  la  nature  par  l'analogie  qu'il 
présente  avec  un  grand  nombre  de  phénomènes  sem- 
blables qui  se  passent  à  la  surface  de  la  Terre  ^  celui 
où  la  densité  du  milieu  diminue  en  raison  inverse 
du  carré  de  la  distance  de  l'astre  au  noyau  que  ce 

milieu  recouvre.  On  aura  alors  p  =  *^  en  désignant 

par  K  un  coefficient  constant,  ou  bien  en  mettant 
pour  r  sa  valeur^  on  aura 

K K(i  +ecosK)» 

P         a\\ — ecosuy         a*(i— e'co8=»M)»* 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dan$  les  expression^  de 

A  et  B  ^  que  pour  abréger  on  fasse  v/w-?cos*«=: A, 
ce  qid  donne  e*  cos*  m  =  i  —  A',  et  qu*(m  observe 
qu'on  peut  omettre  sous  le  sign^  intégral  les  mul- 
tiples impairs  de  cos  u ,  on  trouvera 


«r 


2K  f^  ^"/z       4  \ 


«• 


B  = 


^  r*  f[if/ i.\ 
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Or^  par  la  théorie  des  fonctions  elliptiques^  on  a  (*), 

r±  _      aE(c)    (^  —  '^*\   _         '         FM 
7   A*  ~"  3(1  —  e')  \i  —  *•  y  3(1  —  O    v«'* 

on  aura  donc 


et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (8); 
on  trouvera 

Ces  deux  exemples  suffiront  pour  montrer  com- 
ment, en  étendant  la  même  analyse  au  cas  plus  général 
où  la  loi  de  la  résistance  est  exprimée  par  une  for- 
mule de  la  forme 

P=  AH-  -  +  - +  - +etc., 

on  ramènerait  la  détermination  des  variations  des 
élémens  de  l'orbite  de  m  au  calcul  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

(*)   Traité  des  Fonctions  elliptiques,  tome  I",  page  256. 
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73»  Npu8  ayoQs  dit  que  jusqu'il  prient  les  dbserya- 
lions  n'avaient  indiqué  dans  le  mouvement  des  pla-^ 
nètes  ou  des  satellite^  aucune  inégalité  dépendante  de 
!a  résistance  du  milieu  qu'elles  pourraient  avoir  a  tra- 
verser; les  formules  du  n°  70  peuvent  donc  être  regar- 
dées comme  des  résultats  analytiques  qui  sont  restés 
jusqu'ici  sans  application  dans  la  théorie  du  système 
du  monde.  Mais  il  n^en  est  pas  de  même  relativement 
aux  comètes  :  la  matière  éthérée^  s^il  en  existe  une 
autour  du  Soleil ,  pourrait  avoir,  comme  nous  Tavons 
vu,  une  influence  sensible  sur  leurs  mouvemens,  à  rat^ 
son  de  leur  peu  de  densité  et  de  leur  proximité  du  So- 
leil vers  leur  périhélie.  En  e0èt ,  on  a  remarqué  dans 
les  retours  au  pé^rihélie  de  la  comète  à  courtç  pé- 
riode de  18 19,  celle  des  comètes  périodiques  qui  nous 
est  le  mieux  connue  en  ce  moment ,  quelques  in^a- 
lités  que  le  calcul  de  ses  perturbations  n^a  pas  suffi 
pour  expliquer,  et  que  l'on  a  cru  devoir  attribuer  à 
l'effet  de  la  résistance  d'un  milieu  très  rare.  Quoique 
nous  soyons  loin  d'admettre ,  du  moins  quant  k  pré- 
sent ,  cette  explication  autrement  que  comme  une 
hypothèse  plausible ,  nous  allons ,  pour  montrer  l'u- 
sage des  formules  précédentes,  en  faire  l'application 
au  mouvement  de  cette  comète. 

Selon  M.Encke,  les  élémens  de  l'orbite,  en  iJBSa, 
étaient  : 


Tome  111.  19 
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Passage  uu périhélie,  mai  i832,  3^99093  (temps  moy.  à  Paris.) 

Dcmi'^raïul  axe a .  222240 

Rapport  de  V excentricité  au  demi-^rand  axe,  0.8454^3 

Lieu  du  périhélie iS^"  21'    2*4 

Longitude  du  nœud  ascendant 334*32.  5,2 

Inclinaison i3 .  22/12, 3 

Mouvement  moyen  par  jçur ^^^T^'tOgSgjS. 

D'après  ces  données^    en  faisant  b  =  ^i ^«  q^ 

aura  b  =  0,5340807  ;  et  §i  Ton  nomme  fl  Tangle  qui 
aurait  pour  sinus  rexcentricité  e  de  l'orbite  ^  en  sorte 
qu'on  ait  e  £=  sin  8 ,  6  =  cos  G  ^  on  trouvera 

ô=:  57*  45' 6^5. 

Cette  valeur  de  â,  par  les  tables  calculées  par  Le- 
'gendre  (Traité  des  Fonctions  elliptiques^  tome  II), 
donnera 

,;     log  F  (e)  =  0,52 17456,     F(e)  =  2,0977i, 
log  E  (e)  =  0,090897 1 ,    E  (e)  =  1 ,25299  î 

de  la  OEï  tire 

s 

F  (c)  —  E  (e)  =  0,86472 , 
2F  (c)  —  E  (e)  =  2,96245. 

Ces  valeurs  substituées  dans  les  formules  (9)  don- 
neront, pour  le  cas  d'un  milieu  résistant,  de  densité 
constante , 

Sa  —  —  îi7,o36o8K,  ) 

cTe  =  —      5,i8668K,[  (n) 

cT/i  =  o,4i025K.   ) 

Considérons  maintenant  le  cas  qui  parait  plus  vrai- 
semblable, celui  où  l'on  suppose  que  la  densité  varie 
en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l'astre  au 


« 
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Soleil.  Au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  F(e)  et 
de  E  (e) ,  on  trouvera  sans  peine 

8Ffc)  ^        -    8E(e)  ^   ^.      i6E(6)      o    ^     /: 

^=19^1105,  ^=n,5a53o,  -3gr=a8o^io6oî 
d^où  l'on  conclura 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  formules  (10),  on 
trouvera  pour  les  variations  du  grand  axe^  de  l'ex- 
centricité et  du  mouvement  moyen  résultant  de  l'ac- 
tion de  l'éther,  après  une  révolution  de  la  comète,  les 
valeurs  suivantes  z 

J'a  =  —  4i4,i758oK,  1 

cTe  ==:  —    27,46556K,  V  (12) 

J'n  =  i,45i74K.  3 

En  ajoutant  les  variations  précédentes  aux  altéra* 
tionsque  subissent  les  mêmes  élémens  par  l'attraction 
de9  planètes  près  desquelles  passe  la  comète  pendant 
sa  révolution  de  i852  à  i855,  et  cpi'on  déterminera 
par  les  fortnules  du  n*  52,  livre  II,  on  aura  les  va- 
riations totales  de  ces  élémens  ;  mais  pour  déterminer 
nasôériqueraent  les  valeurs  de  J^a,  Se  et  J'n,  il  fau*- 
drait  connaître  encore  la  valeur  du  cœfBcient  K  qui 
dépcpd>  comme  on  l'a  vu  n"^  67 ,  de  la  densité  et  de  la 
forme  de  l'astre  en  mouvement,  c'est-à-^lire  de  la 
nature  même  de  la  comète,  qui  nous  est  absolument 
inconnue*  Cependant  on  peut,  sans  nouvelle  hypo« 

19.. 
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thèse,  comparer  les  formules  précédentes  aux  obser- 
vations, eu  n'employant  que  leurs  rapports  entre 
elles,  ce  qui  fera  disparaître  le  coefficient  indéter^ 
miné  K.  Ainsi,  par  les  formules  (i  i),  on  aura  pour  le 
rapport  de  la  variation  du  grand  axe  et  de  rexcentri- 
cité  à  celle  du  moyen  mouvement , 

jf  =  —  285,29640, 

3^  =  —     12,64345,- 
et  par  les  formules  (12),  on  trouvera 

fa 


7^ 


=  —  285,29640, 


j^  =  —     i8>9^9o6- 

On  voit  que ,  dans  les  deux  cas ,  le  rapport  de  la 
variation  du  demi-grand  axe  à  celle  du  moyen  mou- 
vement est  identique;  ce  qui  résulte,  en  effet,  des 
fommles  (9)  et  (10)  ;  tandis  que  les  variations.de  Fex- 
centricité  et  du  moyen  mouvement  sont  dans  des 
rapports  très  différens;  le  premier  est  moindre  que 
les  deux  tiers  du  second.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  pou- 
vait déterminer  avec  exactitude  la  partie  de  la  varia- 
tion de  l'excentricité  et  du  moyen  mouvement,  indé- 
pendante de  l'action  des  planètes,  en  comparant  leur 
rapport  aux  deux  précédons ,  on  aurait  un  moyen  de 
reconnaître  quelle  est  l'hypothèse  la  jJus  probaUepour 
la  loi  de  la  résistance  du  milieu  ;  mais  les  observa- 
tions ne  sont  pas  assez  précises ,  les  approximations 
du  calcul  des  perturbations  assez  exactes,   et  les 
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quantités  qu'il  faut  déterminer  sont  trop  petites ,  pour 
qu*on  puisse  espérer  d  j  parvenir  de  cette  manière. 

M.  Encke^  qui  s'est  particulièrement  occupé  de 
cette  comète,  a  essayé  de  déterminer  directement ,, 
par  la  comparaison  du  calcul  et  dc^s  observations ,  la 
valeur  du  coefficient  K.  Il  a  suivi  pour  cela  la  mé« 
thode  employée  généralement  par  les  astronomes, 
pour  la  correction  des  élémens  qui  entrent  dans  la 
construction  des  tables  du  mouvement  des  planètes. 
Il  a  choisi  un  certain  nombre  de  lieux  observés  vers 
les  passages  au  périhélie  de  1819,  1822  et  i825;  et 
comme  les  perturbations  causées  par  l'action  de  Ju- 
piter ont  été  très  considérables  pendant  la  période  de 
1819  à  182a,  et  que  la  valeur  qu^on  assigne  à  la 
masse  de  cette  planète  a  dû  avoir  beaucoup  d'in- 
fluence sur  leur  détermination ,  pour  tenir  compte  de 
cette  circonstance,  il  a  supposé  aux,  élémens  de  l'or* 
bile  des  corrections  dépendantes  à  la  fois  d'un  chan- 
gement dans  la  masse  de  Jupiter  et  de  l'hypothèse 
d'an  milieu  résistant,  et  il  a  déterminé  ensuite  avec 
ces  élémens  les  mêmes  Keux  de  la  comète  par  le  cal« 
cul.  La  différence  des  ascensions  droites  et  des  décli** 
naisons  ainsi  déterminées ,  aux  mêmes  quantités  don«- 
nées  par  l'observation ,  lui  a  fait  connaître  Terreur  de 
ses  suppositions.  U  a  formé  ainsi  autant  d'équations 
qu'il  y  avait  d'observations,  et  il  les  a  combinées  en- 
suite par  la  méthode  qu'on  dbit  à  Legendre ,  de  ma- 
nière à  déterminer  les  valeurs  des  inconnues,  c'est-àr 
dire  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  et  le  coeffi- 
cient K,  qui  rendent  minimum  la  somme  des  carréa 
des  erreurs. 
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M.  Ëncke ,  à  Taîde  de  la  valeur  de  K  aiasi  obtenue, 
a  calculé  des  éphémérides  de  la  comète  pour  1 828  ; 
mais  ces  éphémérides,  distribuées  d'avance  aux  as- 
tronomes f  représentèrent  fort  imparfaitement  les 
observations  de  cette  époque.  Lorsque  la  comète  fut 
de  retour  à  son  périhélie,  M.  Encke  choisit  cinq 
nouvelles  observations  faites  vers  ce  passage,  qu'il  joi- 
gnit à  celles  qu'il  avait  déjà  employées,  et  en  opérant 
sur  leur  ensemble  comme  précédemment,  il  détermina 
de  nouvelles  valeurs  pour  la  correction  de  la  masse  de 
Jupîteretpour  le  coeffidentK;  mais  ces  deux  quantités 
ainsi  déterminées  présentèrent,  avec  les  précédentes, 
des  différences  tellement  considérables,  qu'il  était 
impossible  de  les  attribuer  à  quelques  quantités  négli- 
gées dans  le  calcul ,  ou  à  de  simples  imperfections 
dans  les  observations.  Il  paraissait  alors  naturel  de 
s'en  tenir  aux  résultats  des  derniers  calculs ,  fondés 
sur  l'ensemble  de  toutes  les  observations  qu'on  avait 
considérées,  et  qui  devaient,  par  conséquent,  don- 
ner plus  de  certitude  que  les  premiers,  appùyà 
seulement  sur  une  partie  d'entre  elles.  M.  Encke  a 
cm  devoir  en  agir  autrement;  il  a  cherché  quelle 
serait  la  correction  de  la  masse  de  Jupiter  néces- 
saire pour  faire  accorder  les  deux  valeurs  du  coef- 
ficent  K,  et  il  a  trouvé  qu'il  suflSsait  pour  cela.de 

supposer  la  masse  de  Jupiter  égale  à  — «^ ,  au  lieu 

de  la  supposer  de  -^g ,  comme  elle  résulte  desâon- 

gations  des  satellites  observées  par  Halley.  Ce  vésal' 
tat  est  d'autant  plus  remarquable,  que  cette  valeur 
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de  la  niasse  de  Jupiter  s'accorde  presque  entièrement 
avec  celle  que  Gauss  a  déduite  des  observations  de 
Pallas  f  Nicolaï  de  celles  de  Junon^  et  enfin  Encke  et 
Heiligenstein  de  celles  de  Vesta  et  Cérès.  Les  deux 
séries  d'obseryations  choisies  par  M.  Encke  conduU 
sent  alors  à  la  même  valeur  da  coefficient  K  {  en 

sorte  qu'en  adoptant  la  valeur  — == 7  de  la  masse  de 

*  *  1053,924 

Jupiter,  qui  est  en  effet  celle  qui  semble  s'accorder 
le  mieux  avec  le  calcul  des  perturbations  des  petites 
planètes,  on  aura 

^^  890,852' 

Il  faut  encore  observer  cfu^il  résulte  des  deux  équa-r 
tions  de  condition  données  par  M.  Encke ,  qu'il  se<» 
rait  impossible  de  rejeter  absolument  Thypothèse 
d'un  milieu  résistant,  sans  être  obligé  d'attribuer  à 
la  ma^se  de  Jupiter  une  valeur  qui  ne  s'accorderait 
{Jus  avec  les  autres  phénomènes  célestes ,  ou  de  sup- 
poser aux  observations  des  erreurs  qui  dépasseraient 
lea  limites  qu'on  peut  raisonnablement  leur  at^ 
tHbuer. 

M.  Encke  a  fait  voir  ensuite  qu'en  calculant  dans 
l'hypothèse  d'un  milieu  résistant,  avec  la  valeur 
précédente ,  les  élémens  de  l'orbite  aux  trois  époques 
de  17861  de  1795  et  de  ido5>.  antérieures  à  celle  de 
1819^  où  le  retour  périodique  de  )a  comète  fut;  enfin 
reconnu,  on  obtient  des  résultats  assez  concordans 
av^c  ces  oboervations,  pour  qu'on  puisse  attrijmer  les 
différences  soit  aux  erreurs  dont  elles  sont  susceplî'- 
bles^  soit  aux  inexactitudes  des  calculs ^>c{ui^.  de  1 786 
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à  1819^  comprennent  un  interyalle  de  dht  rovoliF* 
tions.  Si  l'on  se  refusait,  au  contraire.,  à  admettre 
l'existence  d'un  milieu  résistant ,  on  ne  parviendrait 
à  représenter  les  anciennes  observations  qu'avec  deâ 
diflërences  qui  ne  pourraient  être  moindres  que  ai' 
en  plus  ou  en  moins,  et  qui  pourraient  s'élever^ 
dans  le  cas  le  plus  favorable,  jusqu'à  169V  résultat 
inadmissible  ^  quelle  que  soit  Tincorrection  que  l'on 
suppose  à  ces  observations.  11  senrblerait  donc,  d'a- 
près ces  considérations,  développées  avec  détail  dans 
le  mémoire  de  M.  Encke,  qu'on  ne  saurait  plus  don* 
ter  que  l'action  d'un  milieu  résistant ,  ou  de  quelque 
autre  cause  qui  produit  absolument  le  même  effet, 
n'inftue  sur  la  maix:he  de  la  comète  à  courte  péiriode 
de  1819. 

'  Cependant  on  ne  doit  pas  perdre  de  vue  qu'en  ad- 
mettant même  l'existence  d'un  milieu  éthéré ,  il  res- 
terait encore  a  décider  si  l'hypothèse  d'une  résistance 
réciproque  au  carré  de  la  distance  au  Soleil ,  que 
M.  Encke  a  adoptée  dans  ses  calculs,  est  véritable- 
ment la  loi  de  la  nature ,  car  tout  autre  hjrpothèse 
donnerait  des  résultats  très  différens.  Quant  à  la  cir- 
constance qui  a  fait  rencontrera  M.  Encke,  pour 
la  correction  de  la  masse  de  Jupiter,  une  valeur  con- 
cordante avec  la  valeur  de  cette  masse ,  déduite  des 
perturbations  des  petites  planètes,  elle  nous  semUe 
simplement  l'effet  d'un  heureux  hasard,  puisque, 
de  l'aveu  même  de  cet  astronome ,  les  observations 
de  18 19  et  1822  étaient  peu  propres  à  déterminer 
des  quantités  aussi  petites  que  la  correction  de  la 
masse  de  Jupiter,  et  le  coefficient  K,  à  cause  des 
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perturbations  considérables  que  la  comète  a  subies 
durant  cette  période.  Enfin ,  nous  pensons  que  c'est 
nu  temps  et  à  l'étude  approfondie  qu'on  fera  des  ^ 
perturbations  de  cette  comète^  lors  de  ses  retours 
successii^,  qu'il  faut  laisser  à  décider  un  point  aussi 
important. 

Quoi  qu'il  en  soit,  d'après  la  valeur  du  coefficient 
K  donnée  plus  haut^  on  aura 

Sa  z=z  —  0,46492 , 
cTe  =  —  o,o3o83o , 
ht  =        356",i3o8o. 

Ces  valeurs,  jointes  à  celles  qui  proviennent  de  Tac- 
tien  des  planètes,  donneront  les  altérations  totales 
des  élémens  du  mouvement  de  la  comète  de  i83a 
à  i855,  et  permettront  de  déterminer,  à  l'avance, 
son  orbite  pour  l'époque  de  son  prochain  retour. 

73.  Les  formules  précédentes  s'appliqueraient  encore, 
avec  une  légère  modification ,  au  cas  où  la  force  per- 
tn|*batrice  serait  Faction  de  la  lumière  sur  les  planètes 
et  les  comètes ,  soit  qu'on  la  regarde  comme  due  aux 
vibrations  d'un  fluide  élastique,  soit  que  dans  le  sys- 
tème de  l'émission  on  la  considère  comme  une  éma- 
nation du  Soleil.  En  effet,  en  supposant  le  milieu  que 
parcourt  la  lumière  d'une  égale  densité,  sa  vitesse 
sera  constante  et  elle  se  propagera  en  ligne  droite. 
Cela  posé,  si  l'on  transporte  en  sens  inverse  à  la 
lumière  la   vitesse  qui  anime  la  planète  dans  son 
orbite,   on  pourra  imaginer  ensuite  que  cet   astre 
est  en    repos ,  et    l'action    réciproque    du    fluide 
lumineux  et  de  la  planète  n'en  sera  pas  altérée. 
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L'action  de  la  lumière  sera  alors  celle  d'nn  fluide 
élastiqae  doué  d'une  vitesse  variable  qui  choque  un 
corps  en  repos  :  elle  communiquera  au  centre  de 
gravité  de  la  planète  une  force  accélératrice  qu'on 
pourra  regarder  comme  la  résultante  de  deux  autres 
forces,  Tune  d'impulsion,  qui  s'exerce  suivant  le  rayon 
vecteur  de  la  planète ,  et  qui  est  proportionnelle  à 
la  vitesse  de  la  lumière  ;  la  seconde^de  résistance ,  qtd 
agit  en  sens  inverse  de  la  direction  du  mouvement 
de  la  planète  et  qui  est  proportionnelle  à  sa  vitesse 
dans  son  orbite.  Si  l'on  nomme  donc  ta  la  vitesse 
de  la  lumière,  ces  deux   forces  seront  entre  elles 

dans  le  rapport  de  o)  à  ^ ,  elles  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnelles à  la  densité  de  la  lumière  que  nom 
supposerons  réciproque  au  carré  de  la  distance  an 
Soleil,  les  deux  forces  dont  il  s'agit  pourront  donc 

être  représentées  par  —  ®*  ~i  ^*  ^^  première  de  ces 

forces  agit  en  sens  contraire  de  la  force  attractive  dn 
Soleil;  elle  se  confond  avec  elle  en  la  diminuant  lé* 
gèrement.  La  seconde  agit  en  sens  contraire  du  mou- 
vement de  la  planète,  et  son  effet  est  celui  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  de  la  planète 
et  à  la  densité  de  la  lumière.  Si  l'on  fait  donc 

|.    h  ds^  ^^    h  ds^di 

En  supposant  p  ==:  —  et  en  comparant  cette  valeur 
à  celle  de  R,  n''  69,  on  voit  qu'il  suffira  de  multiplier 
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par  ~  les  résultats  obtenus  dans  ce  numéro  pour  les 

appliquer  au  cas  actuel. 

Les  deux  prenaières  formules  (a)  donneront  ainsi 

da  =2  —  :iafdt{  ~\ 

'       L  1  —  e  cos  u  J 

Les  deux  autres  formules  ne  donneraient  lieu  qu'à 
des  variations  périodiques  que  nous  négligeons. 
En  substituant  donc  pour  dt  sa  valeur 

dt  =  rt*  (w  — -  e  sin  u) , 
on  aura 

da  =1  —  2a^nh    ,  ^    ■ rr^, 

(i— ccosh)*   ' 

t  7     du(i — e^)co6ii 

oe  =  —  2ann   -7-^ — r--. 

(1  —  e  cos  uy 

Soit 

(1 CCOSM)""*="jA  +  eBcOSM+e*CcOS2M+etC., 

en  négligeant  les  quantités  périodiques ,  les  formules 
précédentes  deviennent 

da  =1  —  a*nh  (A  +  ^B)du, 
de  =1  —  aneh  (i  —  e*)  B  du. 

D'ailleurs ,  d'après  la  loi    du   développement    de 
(i  —  e  cos  m)""*  on  a 

A  =  B  =  :i(i  —  e*)"*; 

en  substituant  ces  valeurs  et  en  intégrant  on  aura 
donc 
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(I  —  O* 
cTe  =  — 


a  et  e  dans  ces  formules  pouvant  être  regardés 
comme  des  constantes ,  et  étant  les  élëmens  de  Tor^ 
bite  à  l'instant  où  l'on  a  uz=o. 

Quant  à  l'inégalité  correspondante  du  mouvement 
moyen ,  on  peut  la  déterminer  au  moyen  de  la  for- 
mule (j)f  ou  la  déduire  de  l'expression  précédente 

de  à^a;  en  enet  on  a  —  =  — ,  par  conséquent 

dl^  :=z  J'ndt  =z '^ dt,  en  substituant  donc  pour 

cT^sa  valeur  et  en  observant  qu'on  peut  faire  u:=:nt 
quand  on  néglige  les  quantités  périodiques ,  en  in- 
tégrant on  aura 

jy ^  3* 

On  voit  par  ces  formules  que  l'impulsion  de  la  lu- 
mière produit  absolument  le  même  effet  sur  le  mou- 
vement de  la  planète  que  la  résistance  d'un  milieu 
très  rare  qu'elles  auraient  a  traverser. 

L'inégalité  précédente  doit  être  plus  sensible  sur  le 
mouvement  des  comètes  que  sur  celui  des  planètes  ; 
à  cause  de .  l'extrême  petitesse  que  peut  avoir  alors 

3 

le  diviseur  (i  —  e*)*.  Relativement  aux  planètes  on 
peut  négliger  le  carré  de  l'excentricité ,  et  cette  iné- 

galité  devient  ainsi  — j^.  Pour  déterminer  le  coeffi' 

2        - 
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cîent  h  qui  entre  dans  cette  expression ,  nous  suppo- 
serons y  conformément  aux  lois  de  la  résistance  des 
fluides  y  rimpulsion  de  la  lumière  proportionnelle  à 
sa  densité  ^  à  la  surface  sur  laquelle  elle  tombe ,  et 
au  carré  de  la  vitesse  du  fluide  lumineux.  En  effet, 
soit  ds  Vespace  que  la  lumière  parcourt  dans  l'ins- 
tant dt  en  vertu  de  sa  vitesse  co  :  la  masse  de  lumière 
qui  tombe  dans  le  même  instant  sur  le  grand  cercle 
de  la  terre  perpendiculaire  à  la  direction  des  rayons 
lumineux  sera  fds  multiplié  par  la  surface  de   ce 
grand  cercle  ;  et  comme  cette  masse  est  animée  de 
la  vitesse  (0^  et  que  Taction  que  le  fluide  exerce  est 
égale  à  sa  masse  multipliée  par  sa  vitesse,  Fimpul- 
sion  de  la  lumière  solaire  sur  la  planète  sera  ir^^fods^ 
en  nommant  R  le  demi-diamètre  de  la  planète;  on 
a   d'ailleurs  ds  =  codt ,  cette  impulsion  sera  donc 

égale  à 

7rR*fa*û&. 

Cette  quantité  divisée  par  dt  est  la  force  mQtricc 
que  l'action  de  la  lumière  communique  à  la  planètej 
en  la  divisant  donc  par  Ydt ,  P  étant  la  masse  de  la 
planète,  on  aura  la  force  qui  en  résulte  sur  son 
centre  de  gravité;  cette  force,  par  le  numéro  7 3,  est 

égale  à  -^,  on  aura  donc  .  ^ 

n  =  — p — • 

L'inégalité  séculaire  — --  due  à  l'impulsion  de  la 

lumière  solaire  devient  par  la  substitution  de  cette 
valeur,  en  obtervant  que  a^/i*  ss  1 , 
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3?rR«p#nr 

74-  Dans  le  système  de  rémission,  la  masse  du  Soleil 
doit  diminuer  sans  cesse  par  la  perte  des  rayons  lu- 
mineux qui  en  émanent  :  il  en  résulte  une  nouvelle 
équation  séculaire  dans  le  mouvement  des  planètes 
et  des  comètes ,  que  l'on  peut  aisément  déterminer 
de  la  manière  suivante.  Soit  i  la  masse  du  Soleil  à 
rinstant  que  Ton  choisit  pour  époque ,  et  soit  i  — ^  qt, 
cette  masse  après  le  temps  t ,  q  étant  un  très  petit 
coefficient  constant.  Quoique  la  masse  solaire  dimi- 
nue sans  cesse,  sa  force  attractive  est  toujours  diri- 
gée vers  son  centre,  d'après  le  principe  des  aires;  la 

quantité  V^/^Ci — ^*)>  ^^  f^  exprime  la  somme  des 
masses  du  Soleil  et  de  la  planète ,  doit  par  conséquent 
demeurer  invariable  ;  en  nommant  donc  a^  et  /i, 
ce  que  deviennent  a  et  [JL  sl  l'origine  du  temps  t, 
et  négligeant   le  carré  de  l'excentricité  ,    on  aura 

\/a/fi^\/a^\Â^.  Si  Ton  néglige  la  masse  de  la  pla- 
nète/ «devant  celle  du  Soleil ,  par  ce  qui  précède  on  a 
jx  =1,  /ct=  1 — qtfOw  aura  donc  au  bout  du  tempsf  t^ 

a, 
I  —  qv 

et  en  vertu  de  l'équation  €i?v^  =  A^  ^  on  en  conclura 

n  =  /^^(i  —  qty. 
En  négligeant  donc  le  carre  de  q^  on  aura 
J^â  =  afit^     cT/i  =  —  :tqnJL. 

I 

L^équation  «T^  =  f^ndt  donnera  donc  pour  l'inc- 
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galité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
solaire 

eT^  —  —  qn^t\ 

Pour  déterminer  le  coefficient  q  qui  entre  dans 
cette  expression,  observons  que  c»  étant  la  vitesse  de 
la  lumière  et  p  sa  densité  au  point  de  l'espace  qu'oc- 
cupe la  terre,  la  perte  de  lumière  du  Soleil  dans 
llnstant  dt  sera  opdt,  multiplié  par  la  surface  de  la 
sphère  dont  le  rayon  est  a;  elle  sera  donc  ^^a^opdi, 
et  comme  lious  avons  représenté  par  qdt  la  diminn- 
tkm  de  la  masse  solaire  pendant  le  même  instant, 
oa  aura 

q  =:  fyitafmf. 

L'inégalité  séculaire  due  à  la  diminution  de  la  masse 
du  Soleil ,  sera  donc 

Cette  équation  est  de  signe  contraire  à  celle  que 
produit  l'impulsion  de  la  lumière ,  et  elle  est  infini-* 
ment  pins  grande.  En  effet,  en  comparant  ces  deux 
équations  on  voit  qu'elles  sont  entre  elleç  dans  le  r^p- 

port  de  —  4^'  à  -p-,  ou  dé —  i  à  ^  .  Cette  der- 
oièra  quantité  est  nécessairement  unettfèiGl'petite  frao* 
tîon.  Pour  la  Terre,  piar  exemple,  —  étant  la  parai- 
laxe  solaire,  si  l'on  supposç  cette  par^UdM  M  ^^58,. 
et  la  masse  de  la  Terre  égale  &  ^gg^-gV<îW  trouve  que 
le  rapport  précédent  est  celui  de  — -  i  à  o  .00023124^ 
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en  sorte  que  rinëgalitë  séculaire  de  la  Terre  due  à 

l'impulsion  de  la  lumière  est  moindre  que  75-7  de  celle 

qui  résulte  de  la  diminution  de  la  masse  solaire. 
En  réunissant  ces  deux  équations  on  aura 

<rç  =  -  4^flV«  (1  -|^)«*- 

Cette  formule  donnera  l'inégalité  séculaire  complète 
qui  résulte  de  l'action  de  la  lumière  sur  le  mouve- 
ment de  la  Terre  dans  le  système  de  rémission. 

L'impulsion  de  la  lumière  solaire  est  absolument 
insensible  sur  le  mouvement  de  la  Terre,  et  l'on 
démontre  aisément  qu'elle  n'influe  pas  d'un  quart 
de  seconde  sur  l'équation  séculaire  de  la  Lune.  Quant 
à  réquation  due  à  la  diminution  de  la  masse  solaire, 
Laplace  conclut  de  son  expression  que  depuis  deux 
mille  ans  la  masse  du  Soleil  n'a  pas  éprouvé  un 
deux-millionième  d'altération,  soit  en  plus,  soit  en 
moins.  En  effet,  — qni^  étant  l'équation  séculaire  de 
la  Terre  due  à  cette  cause ,  si  l'on  désigne  par  /  l'é- 
quation séculaire  de  la  Terre,  /étant  un  arc  exprimé 
en  degrés,  on  aura 


qi  —  -.9 


ni 


qt  est  la  diipinution  de  la  ma^e  du  Soleil,  ni  le 
nombre  de  degrés  parcourus  par  la  Terre  dans  le 
temps  t.  Si  Ton  suppose  que  t  représente  un  nombre 
d'années  sidérales,  on  aura  /i=56o^;  en  faisant 
donc  t  =:  2000,  on  aura 

l 

qt  =s  . . 

'  720000 
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Da'près  les  observations^  l  ne  dëpasqe;  pas  :à  o^^Sô, 

ainsi  qt  est  au-dessous  de — '-. 

^  2oaoooo        .  j      , 

75.  SiL'on  regarde  l&gravitaiipQ comme  résultant  de 
Teffirtide  Vimpubiod  id'un.  fluide  vers. le-  centre  d'àt-* 
tra€t>Qa;,/il  résultera  de. la  .ttausoiissioa  successive  de 
la  foixe  attractive  une  inégalité  séculaire  dans  le  niou« 
veinent  des  planètes. et  des  comètes  que  Ton  pourra 
encore  déterminer  par  l'analyse  précédente  ^  relative 
à  l'impulsion  dé  la  lumière  solaire.  En  effet,  d après 
le  n*  ^5,  la  force  qui  is'exerce  suivant  le  rayon  vecteur 

de  la  planète  oii>.  de  la  comète  sera'  -^,  câ  représen-' 
tant  ici  la  vitesse  du  fluide  gravitique  ;  en  nommant 
donc  g  la  gravité,  ce  qui  donne  gr=  -7 ,  l'équation  sé- 

coUÎM  — ^  deviendrti  »' 

:l    y.   •  .  •;    •  Sr-  Ç — .i  ••     '..       î     ■       ■     . 

IMwervoas  que  dans  le  cercle,  la  force  centriiuge 
est  égale  au  carré  de  la  vitesse  divisée  par  te -rayon. 
La  vitesse  moyenne  de  la  planète  étzvXxm^  si  l'on 
néglige  l'^exceatricité  de  l'orbitt ,  la  force  centiîfuge 
aéra  onf;:  mais  dans  ce  cas^  la  force  centrifuge  est 
égale  et  contraire  à  la:  force  qui  sollicite  la  planète 
Veva'le  «entre  d'attraction,  on  a  donc  g  se  011%  et 

Véiqrùatîon  séculaire  précédente  devient ,  &>  étant, 

donkîlc^:jon  ladit^ila  vit^se  dû*fluide  au  moyefi' du- 
quel se 'transmet  la  gravitation. 

Tome  III.  ao 


3o6  THÉORIE  ANALYTIQUE 

Si  l'an  sufqfM>se  que  Tëquation  précédente  se  Mkp- 
porte  à  la  Terre  ^  qu'on  applique  le  çaéme  résultat  k 
la  Lune ,  en  nommant  a^  sa  distance  moyenne  à  la 
Terre,  et  n^t  son  moyen  tnKWvement  sidéral} ;^  i  ex- 
pinmant  un  nombre  d'années  juliennes,  sorï  écjnàftkm 
séculaire  due  à  la  transmission  de  là  gravitatioii , 
sera  . 

La   fraction  -^  est  égale  à  très  peu  près  à  ^-^^  et  le 

rapport  c/  --  est  environ  -r ,  on  à  donc  à  trè&*  peo 
près 

an^  I 


«,/»/       5iîr 


L'équation  séculaire  de  la  T^rre ,  due  à  ta  li^aiB- 
mîssion  successive  de  la  pesanteur,  serait  donc  égale 
à  un  sixième  environ  de  Celle  de  la  Lune  due  à  la 
même  cause ,  et  comme  celle-ci  ne  parait  point  sen* 
sihle,  on  peut  regarder  la  première  comme:  teét^ 
fait  iouppréciable*. 

£n  comparant  les  deuxéqnàtiona  8éoulaiieSiide:li 
Luné»;  l'wie  di)e  ii  rini)>iiI$ion  delà  lumièvd  aoUiié, 
l'autrei  ci  l^  transmission  du  fluidel  gmvitîifiiB ,  ob 
trouve  qu'il  faiit  supposer  au  fluide  gmvitique  'ot 
vitesse  au  moins  cent  miUiona  de  fo»  plus  ^rsade 
que  celle  de  la  lumière;  on  peut  donc  supposer, 
comme  on  le  fait  ordinairement ,  cette  vitesse  infiiiie. 

Quant  à  la  nature  même  du  pouvoir  attractif  de  li 
matière,  une  question  importante  s'est  agitée  dans 
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ces  derniei^  temps  parmi  les  astronomes  ,  à  savoir , 
si  le  pouvoir  attractif  de  la  matière  était  identique 
pour  tous  les  corps  rapportés  à  l'unité  de  distance 
et  à  l'unité  de  masse ,  ou  si  la  force  de  la  gravitation 
variait  comme   les  affinités  chimiques,  suivant   la 
nature  des  différens  corps  qui  agissent  les  uns  sur 
les  autres*  On  avait  cru  nécessaire  d'admettre  cette 
dernière   supposition  pour  expliquer  la   différence 
qui  existe  entre  les  valeurs  de  la  masse  de  Jupiter 
déduite  des  inégalités  du  mouvenient  de  Saturne , 
et  celle  qui  résulte  des  inégalités  des  petites  planètes 
et  des  élongations  de  ses  satellites  d'après  les  nou- 
velles^ observations.  Mais  nous  verrons  qupnrpeut 
rendre  raison  de  cette  différence  sans  être  obî^ 
d'admettre  une  hypothèse  aus^i  contraire  aurfpn^y 
dpe  fondamental  de  la  loi  de  la  gravitation :;t^i^ 
qu'un  l'a  définie  jusqu'ici,  hypothèse  déii^eûli^4aiJ^- 
leurs  pav  les  phénomènes  que  la  pesanteur  t^iy*^t|*e 
développe  continuellement  sous  nos  yeux>  pt^  <:^^t 
qui  résultent  des  inégalités  du   mouvemetit  -  4e  rita 
Lune,  et  par  ceux  enfin  qui  se  rapportent  «p^p  o8h 
dilations  de  la  mer  ou  de  l'atmosphère.  Tous  (Qé^ 
pkénomèneSf  en  effets  concourent  à  nous^mkmtrér 
que  *le  pouvoir  attractif  db  .Solei}  /  de  la  .Terre  et 
lie  la  Lune,  est  le  même  sur  l'air ,  l'eau  et  tous  les 
corps  solides  ;  on  est  donc  en  droit  d'étcsodre  paiE?  in- 
iuctioQ  la  même  loi  à  toutes  les  planètes,  qu^Ueique 
9oit  la   nature  des  substances  qui   les  composent  ^ 
jnsqu  à  ce  que  des  observations  irréfragables  aient 
prouve  qu'elle  ne  leur  est  pas  applicable . 

20.. 
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CHAPITRE  VI. 


Perturbations  des  mouvemens  des  planètes  dues  à  la 

non-sphéricité  du  Soleil. 


76.  Dans  là  théorie  des  perturbations  planétaires, 
nous  avons  regardé  les  corps  célestes  comme  par^ 
fait ement  sphériques;  mais  ils  s'écaillent  tous  plus  ou 
moins  de  cette  figure,  en  vertu  de  leur  mouvement 
de   rotation ,    qui  a  dû    influer  sur   la  disposition 
de  leYirs  molécules  supposées  originairement  fluides. 
Il- en  résulte  dans  les  mouvemens  des  planètes  autour 
du  S^oleil  et  dans  les  mouvemens  des  satellites- autour 
de  leurs  planètes  respectives  des  inégalités  dépen- 
dantes de  Tellipticité  du  Soleil  et  de  la  non-sphéricité 
des  planètes  principales.  Nous  ne  considérerons  ici 
que  les  premières-  inégalités^  les  autres  trouveront 
,    leur  placé  lorsque  nous  nous  occuperons  de  la  théo- 
rie des  satellites. 

Si  l'on  nomme  h  l'ellipticité  d'un  sphéroïde  dont 
la  niasse  est  M  et  qui  diffère  peu  de  la  spèère,  ^ile 
rapport  de  la  force  centrifuge  à  lapesanteur  à  son 
équateur ,  6  la  déclinaison  de  la  planète  m  relative 
à  ce  plan ,  et  r  son  rayon  vecteur  compté  du  centre 
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de  gravité  du  sphéroïde ,  on  aura,  n*  56,  livre  IV, 

V=7  +  "G»-*)("'-9-5> 

En  nommant  Y  la  fonction  dont  les  différences 
partielles  prises  avec  un  signe  contraire ,  ont  la  pro-^ 
priété  de  représenter  les  attractions  cpoL  exerce  le  sphé- 
roïde M  sur  la  planète  m. 

Supposons  que  ce  sphéroïde  soit  le  Soleil.  Le  pre- 
mier ternie  de  l'expression  précédente  est  celui  qui 
se  rapporte  au  mouvement  elliptique  et  au  cas  où 
l'on  regarde  la  masse  du  Soleil  comme  réunie  h  son 
centre  de  gravité.  En  faisant  donc  M=i,  et  en  obser- 
vant que  l'expression  précédente  de  Y  suppose  que 
l'on  prend  pour  unité  le  rayon  moyen  du  sphéroïde , 
on  voit  que  l'etlipticité  du  Soleil  ajoutera  à  l'expres- 
sion de  la  fonction  perturbatrice  R,  la  quantité 

h  étant  l'ellipticité  du  Soleil ,  D  son  demi-diamètre, 
q  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  a 
Féquateur  solaire ,  et  0  la  déclinaison  de  la  planète 
relative  à  cet  équateur,  en  sorte  que  si  l'on  nomme  y 
l'indinaison  du  plan  de  l'orbite  sur  l'équateur  solaire, 
et  «4  1^  longitude  de  leur  commune  intersection  , 
qu'on  désigne  par  v  la  longitude  de  la  planète  comptée 
sur  le  plan  dç  son  orbite ,  on  aura 

CQs6=:€in>  sin(^  —  4  ); 

et  par  conséquent 


1 1 
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Nous  supposerons  très  petite  l'inclinaison  du  plan 
de  l'orbite  de  la  planète  à  l'équateûr  solaire  ,  ce  ipii 
permettra  de  négliger  les  quantités  de  l'ordre  y*.  En 
faisant  de  plus  pour  abréger 

on  aura 

P         I    ^ 

k  désignant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l'a- 
platissement du  Soleil. 

Les  formules  de  la  variation  des  élémens  eâip- 
tiqueSy  en  négligeant  l'excentricité  de  l'orbite , 
donnent 

En  différentiant  l'expression  de  R ,  on  trouve 

dh dh M dRdr k  dr 

da"^    dr  "^       f^  '    de         dr  de  """        r^  de  * 

^ ^dr^ .k     dr 

dm  dr  dm  ""         H    dm  ' 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique  on  a 
d'où  l'on  tire  * 
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m      ,       _     . 
et  par  coiiBeqtieiit  -  .;»      - 

j2=_  -^tc— èoi(/ii+t--«)JCi+4«:^»(>»«+t-^)]^-7[;e+coé(hr+f-;.À)]  • 

SS  l'on  aobstitae  cas  valeurs  dans  Jkea  foffn;iiiles  pre* 
ctffenles  >  et  qu'on  les  intèg^re  eps«ltet  eii  iiommaiit  g 
la  constante  arbitraire  jointe' à  l'intégrale  fd'R,  on 
aura  y  aux  quantités  près  que  nous  négligeons/ 

Jle  =:^cos(n^+£ — a>),  ^ossss,  — n<+— ésin(h<  \  6    ■^). 

L'influence  de  la  figure  du  Soleil  introduit  donc 
daus  bs  lexpinefi^ioMS  dç  )»  Apngitu^  4f  l'fBfKHiue  ^  du 
périhélie  des  termes  croissant  coipnMp^.  Je  Jte^qis^  , 
tandis  que  l'excentricité  n'est  sujette  qu'à  des  varia- 
tions périodiques. 

77.  Les  variations  précédentes  produisent  des  iné- 
galité coirespondantes  dans  feKpressioû  du  rajon 
vecteur  et  de  la  longitude  vr^âe  de  m.  On  a  dans 
Torbite  elliptique 

•'  •  * 

Eu  différ^ntiant  cette  expression  par  rapport  à  la  ca- 
ractéristitjue  ^ ,  on  trouve, 
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Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes  dans  cette 
expression  et-  qu'on  néglige  tous  les  termes  pério- 
diques, on  aura  :      v  .  :      . 

eTi'  =  —  (5^ —  2  "i^U  —  2-^  e  cos(n<rf*  €-—-»)• 

Si  l'on  veut  donc  que  le  moyen  mouvement  sott 
représenté  par  /i^  dans  l'orbite  troi\blé  comme  dans 
l'orbite  elliptique,  conformément  h  ce  que  nous  avons 
dit*  n^  ^Ty  ltvV*e'lI,  le  '  premier  terme  de  cette  Valeur 
doit  être  (égal  à  !iéro,  ce  qni  donne  <pour  déterminer 

la  constante  e ,  5ag  — ^  —  =  o ,  et  par  conséquent 


On  aura  donc  ainsi 


^—"3  5* 


J'<'=5i- 


En  différ^httant  de  même  par  rapport  à  ^  là 
valeur  de  r ,  on  a 

— =  —  —  tf'ecos{nt'^e  —  fi>)  —  ecrasin(n^-+-6— »^) 

En  substituant  pour  J^a,  J'e,  et  J^cû  ,  leurs  va- 
leurs^ eti  négligeant  les  termes  simplement  pério-' 
diques ,  on  aura 

^r         i  k  knt       •     /   ^    •  s 

78.  On  voit  donc  que  Tellipticité du  Soleil  introduit 
des  variations  séculaires  dans  l'expression  de  la  lon- 
gitude et  du  rayon  vecteur;  et  ces  inégalités  ayant 
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poar  diviseur- le  carré 'du  dènii-grand  axedeiroiibiM 
de  m  y  efle^  seront  dTiiiitaiit  plQs.seii8iUe&  que  la  j^âh 
nète  sera  plus  rapprochée  du  Soleil.  Par  conséquent, 
si  les  variations  précédentes  pcmvjaient  acquérir  une 
valeur  appréciable,  c'est  principalement  dans  le 
mouvement  de  Mesuré  que  leur' iulhièBcte  ^féiurt 
sentir.  Supposons^  dofxç.  que  M  représente  la  masse 
de  cette  planète,  et  désignons  par' S  celle  du  Soleil 
qiie\  tioits;  i^arderons  xstminie ,  uj^.  ^p^çi:o;fl^,|)oi^<^^ 
gène,  on  a  dans  ce  cas  A  =  |  ç;  la  valeur  du  coeffi- 
cient  k  devient  ainsi  '^ 

q  étant  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesan- 
teur à  réquateur  solaire ,  et  D  le  demi^diamitne  db 
cet  équateur.  Or,  si  l'on  nomme  m  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  du  SoknS ,  *  la  force  centrifuge  sous 
réquateur  sera  m*I>,   n*  i6  >  livre  I ,  et  la  pesan- 

teur  -^ .  D'ailleurs ,  eb  noikimant  a'  le  demi-grand 

axe  de  l'orbe  solaire ,  et  n't  son  mouvement  dansl'é- 
diptique ,  on  a,  à  très  peu  près,^  S  =  a'W*^  on  aura 
donc  .  •     ■ 

■    m'D»  '  '••    ■■■-•  ••»"; 

■      ^^17^  '  ■•■■      ■   ''"V 

La  durée  de  la  rotation  du  Soleil ,  s^itanf  les!  obr 
servations,  est  de  ^5^,41 7  ;  la  durée  de  la  révolution 
sydéralede  la  Terre  est  de  365'256,  les,  moyens  triciù'-* 
vemens  mt  et  n^t  çônt  réciproques  à  ces  deux  nàiii^ 

bres.  On  a  donc 

*      *  ;:      m  _   365, a56       '  '  ^  ''' 

7l'     "^        25,417  '  '».-' 
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Le<âetni«4iaiiiètpeda  Soleil^  observé  dans» moyesme 
difllaoce^à  la  Tecre^  est  de  iô'i^pGf  œ  qui  donne 

An  Moyen  de  ji;^  v^le^is  OQ  trouve 


«  ■   .       ' 


An 

et  le  'mouvement  dti  périhélie ,  qtii  est  ^^al  à^  <  de- 
vient ainsi  égal  à 

|îsin*(i6'i''^).(i^)  .nt. 

On  a  d'aillenrs 

•  ■  • 

a'  cec  1 ,0000000b  9 
©  g^  4^5ka54i6%79. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précé- 
dente p  on  trouve  pour  le  mouvement  du  përSiélie 
produit  par  Telliptici té  du  Soleil  o'^^o  1 2 1  o3 1  • .  •  •  Cette 
valeur  ne  s'élèverait  guère  qu^à  une  seconde  en  cent 
ai^s,  l'inégalité  correspondante  de  l'époque  serait 
double  de  cellei<n;  ces  variations  sont  donc  a  très  peu 
près  insensibles ,  et  elles  deviendraient  plus  petites 
encore  si  1^  Soleil  au  lieu  d'être  bomogène  est  composé^ 
comme  tout  porte  à  le  croire ,  de  couches  dont  la 
densité  croit  de  lasurj^ceau  centre.  On  pourra  donc 
obliger  reifet  de  l'elliptieité  du  Soleil  sur  le  mouve- 
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ment  et]  longitude  de  Mercure,  et  à  plud  forte  raidon 
sur  celui'  d^s  planètes  plus  ëloîgnëeâ  du  Soleil  « 

7g.  Cousidërobs  maintenant  rinfluenoe  de  la  figure  du 
Scdei)  sur  la  poaitiou  de  l'orbite^  Pour  la  déterminer^ 
en  prenant  pour  plan  fi^ste  c^lui  de  Téquateur  Mlaire  ^ 
et  ^n  changeant  ^  eu  7/  et  a  en  ^z  dans  les  for^ 
moles  (5)  et  (6)  du  n""  4^  t  ^^"^^  II 9  ^^  ^ura 

d'^'v»  andi  (  .■>  '   ^  ■  )»  dytss:'~*^)andt(  'j*  'j\\ 

La  valeur  de  R ,   en  y  conservant  les  termes  dé 
l'ordre  >*,  devient 

d'où  l'on  tire 


I  g  I      •-» 


sinyJy 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  formules  pré- 
eédeotes ,  et  qu'où  intègre  en  observant  que  nous 
négligerons  ici  les  excentricités ,  œ  qui  permet  de 
fiin  rm^a  et  p^ss  nt*^ê^  oq  aura      /  1  ^ 

k 
eTfl  =  —  -.  [»l— sin  2ÇrU  4-  ê  — 4 )]  „ 

J^  =  —  sin^co&:i(n^  +  €  —  4)]- 

On  voit  par  ces  équations  qu'en  vertu  de  rellipti- 
elté  du  Soleil ,  le  nœud  de  Forbite  de  la  planète  sur 
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réquateur  sQlaû*e.  ^st  sujet  à»  un.  mouvement  rétro- 
grade qui:e$t;  ^g^il  au  mouvement  direct  du  përibélie, 
dtl  mpins  tant  qu'qp  né^ige  les  quantités  de  Tordre  y*. 
r  L'inclinaison  au  cpotraii'e  ^  comme  rexcentricité, 
u'esi  soumise  qu'A  des  inégalité  périodiques.  Il  suit  de 
là;que  rellipticité  du  Soleil  n'ajoute  rien  aux  équa- 
tions (é)  et  (p)  des  n'"  65;  jet  69  du  livre  II ,  et  qu'elle 
n'altère  point,  par  conséquent,  la  stabilité  du  sys« 
tème  du  monde  ,•  ni  l'invariabilité  du  plan  que  nous 
avons  nommé  plan  invariable  dans  le  u""  79  du  même 
livre.'      i 

La  valeur  de  eTO  introduit  dans  l'expression  de  la 
latitude  ^  de  m  rapportée  à  Téquateur  solaire  la  varia- 
tion séculaife 

(f's  =:  —^  sin y  cos  {nt^^  e  —  4 )• 

Mais  cette  variation^  comme  celle  du  nœud  de 
Torbite ,  est  insensible ,  d'après  ce  qu'on  a'  vu  pour 
Mercure  ,  et  à  plus  forte  raison  pour  les  autres  pla- 
nètes. 

>  I]|  est  clasr.  que  les  formules  précédentes  s'àpjpli- 
queraieuit  «gaiement  à  la  Jitae  y  •  et  donneraient  les 
itiégalités  de.son  mouvement  dues  à  la  non  sphé- 
ricité de  la  Terre;  ces  fopinlules  feront  connaître, 
en  général ,  l'influence  de  la  figure  des  planètes  sur 
les  mouvemens'dé  leurs  satellites. 


.\ 
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'i>e  Faction  dés  étoiles  mt  iè  sfstème  planét^re. 

:#dl  Oinl^peut  considérer  l^s  ëlbilét  oomteedesiitées 
f^pQÊték de>tsioii8 par  des' espaces^ immensèset'qftii  'sdot 
bftolanient  immobiles  dans  leonel^Vioù'vaahnéiddii 
loins  de  mouvemens  d'une  extrénve  lenteur.  Déter^ 
linons  l'influence  que  de  pareils  corps  doivent 
Kercer  sur  notre  système  planétaire. 
; ,Soit mV.la  masse  d'une  étoile;  •e^;dJÇ^gn^f,cpplme 
.4*Qf!dinaire  par  R.  la  fonction  pertu^bafeic^.  fpii  ri^g 
ilteîleson,action,oi|.;a,  u?}!^,.,,,  .:!<;./.,< 


Mf- 


%^',  z',  étant  les  trois  coordonnées  rectangulaires 
B  m'. rappQrtée3  an  ^centre^du  Soleil,  h'-ëa.distancçi^à 
5  centre,  et  x,  jr,  z,  r,  désignant  des  quantités 
lalogues  relativement  ^  n».  ;  i  ,:)  n  .  ..;];  ••:  .  .^ 
Preoods  pour  plan  fixe  oelut«de  J^'orbiteide,  Ia  fià-i- 
àte  k  une  époque  déterrakiee  ;  en/iMttDÎnaitt^.jBa 
NQgitude><et  if  sa  latitude ^aftir^deasos dur fplan<j6ize^<iqt 
égligeant  les  quantités  de  l'ordre  du  carré  de:.«^;6Q 
ira  ■'  ■  '.-.'V !.>..:  "i  .■  ■  .-.■»- Il .  ■:■.»;  ■•     '■■'? 
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X  =  rcosi^,    j  =  rsîni^,     z  =  rs. 

Soient  a  la  latitude  de  l'étoile  ^  et  £  sa  longitude , 
on  aura 

a/  =  r' cos^cosa,  ^=r'sinffcosa,  2=  résina. 
La  substitution  de  ces  valeurs ,  donne 

-. ,i I r/[cositco»(M*C;4-'*simt|  \ 

La  distance  des  étoiles  au  Soleil  étant  très  grande, 
relatrvetrieat  à  celle  des  planètes  ^  si  ro0<liéMe]49ppe 
cette  expressioa  far  rapport  aux  puissances!  dtenro* 
dàntes  diS  r^y  et  <{«'«ii  néglige  cèUes  qui  aenwoK  M-* 
dessous  ds  ^'%  Ofi  trouvera  ;  /    r 


1  —  3  cos*  «[i  -f>co8  a(f  -*•  C)]  —  65  sin  'uucQ^Xy  —  C)\^  (■ 

^  étaht  ufiè^ftrantité  très  petite  qiil  dépend  dé  l'éetioQ 
deé  ]^nètés  sur  m,  et  q^oi  ë^tdcf  Tordre  dès  ^birûl 
perturbatrices,  on  peûtlï  négligei^  lorsqu'on  cte  ^tt^ 
^dère  que  les  variations  des  élémens  de  Torbit^ 
de  m  qui  ne  contiennent  pas  les  diffiireuces  de*R 
relatives  à  cette  quantité;  on.  aura  ainsi 

«'■  Il  '  i*  i  ■  •    ■■  ■      l'i    •  /'  ■'    .    '       »  ^'       -ï*     «'     .-'.  f 

■ll'*l»^  .11*/  *  -■  •■  ^        ^        \ 

'  Ê  i  '  * 

,/'«        •-  -•  ■  •■.  ...  , 


I      »  I  ■ 


/,  ainsi  que  a  et  f  ^  dépendutKrdes^déplaceinifM  de 
i^élfilé/'6t  'Mi  tlBoriiintiifyar  ^cétiséquent  -q«i^«f«iiMàne 
exttétne  leadeun^  on  pourra  les  regprder  ocnnnae^des 
l{uantiiér  ckpieiànees  I  pendant» un  grand  nombri^.dt 

siècles^'''    "■  *l'".0  *'•     ■•»*.■■.   'i   'ilî  >•»»    'M.;;       '-:j     •..,H\-i.> 

Par  les  formules  du  mouvement  elliptique ,  on  a 
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-=  I  -f- -  «•— ^ cos(/i(^+€— û>) — ^  -  e*cosa(/i^-|-€— 0)), 

$    •  '"     '** 

■  '  '  f  • 

ea  négligeant  les  cubes  des  exœntricttës  ^  et  dam  la 
valeur  de  v,  les  tériMs  dépendana  du  carré  de  «^  •  :  ^  ,  <» 
De  là  il  est  facile  de  conclure 


1—    •  ^ 


^ —  ,    ^  -2^os(nH-^ — g>)— e*cos3(yi<  |  c    ») 

3 
4-7e^x>62(oH-rC>+-etc* 

Si  JPbii  substitue  ces  valeurs  dàùs  l'eicpression  de  il> 
en  ne  retépant  que  les  termes  indëpendàtis  du  f«Âipâ^ 
on  trouvera  .  .    :  /.  .m 

•  ■■••  ■^'  ■• 

d'où  èti  dlfferentiaot  et  eu  noniniant,  pour  abre^ 
ger,  K^  »  le  secoo^  terme  de  la  y^eur  précédente^  on 
tbwa"  ■  '-■■''"■'        ■    ^^      • 

«  af  ?=  -  ^^'  Â  *=  ^  .-vT^  ^>»«^<rr,^ 

Par  les  formnles^da  la  variatiob.dm>éiéin«its  eUîpr 
tiques,  en  négligeant  kfrcanfésdtt;  IVxcentridti»,  4^ 
Toibit^^  on  a,  n*  4^,  IxYte  U^ 

rfe  =  —  -  oerfR  —  omit  f -^Jf 
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,  Lorsqu'on  ne  considère^  comme  nous  le  faisons , 
que  les  variations  «séculaires;  on  'peut  supprimer  le 
piSuaûfijj^^çTO^Çpde  ?^^^  l'inté- 

grale /rf'R  ne  produit  que  des  inégalités  périodiques 
ël  ^tl^UeHne  èbiislairl/' D'aprèflJies  ibonulies:  .ptécé- 
dented^^bii^'tfai^doncy  eni^égyantî  r  li  /.   Ay-iur.. 

J^e  =       .  .3    .  e  cos'a  sina  (a»  —  G),  .. 

L'excentricité  de  rôrohè'piîurt^aâSïi^ç^        pro- 

pérMî^:?Wf?:.H»jf?îiïHX.^eqt  s^ul^îre  ré^vogi^p?,; 
mais  comme  le  diviseur  r'^  qui  entre' dans  les  valeurs 
précédentes,  est  très  considérable  à  cause  de  la  dis- 
tapce  dfes  étoiles,  il  faudrait  5U|l(pQsefr  à  m%  qui  re- 
présente leur  niasse,  une  valeur  excessivement  finrantje 


du  moyen  mouvement  et  de  l'époque.  En  observant 
i^êlÀ  partie^ (^vktSLUte  delà  l^qy&tion^^  étant  4éjà 

iiriultîpltïée^  par  e^ii  loncfloii  e  ^serait  de  Tordre. da 

t^tljl^  dl^HiéQUteifChridt9it>:'M(uadtèlBS'^pc)'t^       v^W- 
'^èdliP^'4tl*4ra^ p<infÀles.;détdrmîfiq^         rif>  ,-^*,! 

En  nommant  donc,  cpg|^e  précédemment,  g  la 
constante  ajoutée  à  Vinie^^^JwR)  éFen^libstituaDt 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  Sai 

pour  a  j-  sa  valeur,  ces  formules  donneront  en  in- 
tégrant 

C  =  —  ^cingt,     J'ê  :=z  —  4antR^. 

On   aura*  donc  pour  Texpressîon  de  la  longitude 
moyenne 

fndt  -f-  JV  =  /If  (i  —  5ag  —  4aRJ. 

Pour  que  le  moyen  mouvement  soit  représenté 
par  nt  dans  le  mouvement  elliptique  et  dans  le  mou- 
yement  troublé ,  îl  fout  qu'on  ait  Zag  = — 4^Ry  »  ou 
bien ,  en  remettant  pour  R^  sa  valeur  et  négligeant 
le  carré  des  excentricités , 

5ag  :=^  ^  (a  —  5cos'a). 

La  variation  du  grand  axe  est  donnée  par  l'équa- 
tion  J^a  =  2a*fIK  =  2a^g}  on  aura  donc 

S'a  =  -^-73- (2   —  5cos»a), 


3/3 
X     = ï^r- (2  —  5cos-a). 

.  lies  valeurs  précédentes  de  r  et  de  (^,  en  les  diffé- 
rentiant  par  rapport  à  la  caractéristique  eT,  négli- 
geant les  carrés  des  excentricités,  et  en  observant 
que  la  variation  de  la  longitude  moyenne  est  nulle 
par  ce  qui  précède,  puisque  nous  ne  nous  occupons^ 
ici  que  des  variations  séculaires ,  donnent 

^-.= — J'ecos^nt'^ê — œ) — eJ^6>sin(/if-f"^-^^)> 

J'v  sssaj'esiu  («<+«— a)— ae^«  cos  («<-+-»—»). 
Tome  III.  31 
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En  substituant  donc  pour  S'a ,  et  J^o,  leun  valeurs, 
on  aura 

J^-  =    ^àji^   (^  —  5  cos' «) e  sin  (/i^  -|-  «  —  c}) 


/i/    :ifc    ■  V  ,3     (2—5  CCS'  a)  e  cos  (n^  -f-  €  —  «) 

— *  -22^co«*acco8(7il-f.i  —  «— 2^4-3»). 

Ces  valeurs  s'accordent  avec  celles  que  Laplace  a 
obtenues  d  une  autre  manière.  (  Comuussance  des 
Tems,  pour  182g.) 

La  variation  du  grand  axe  introduit  dans  l'expres- 
sion de  cTr  un  terme  constant ,  mais  il  faut  observer 
que  la  partie  J^e  cos  Çnt+6 — û>)-|-ej^û>  sin  (nt^e — û») 
produit  aussi  un  terme  semblable;  lorsque  Ton 
conserve  dans  les  valeurs  *de  J^e  et  de  ej^eo  les  fer- 
mes dépendans  des  sinus  et  cosinus  de  Tanomalie 
fil^  s^^cû,  on  trouve  aisément  que  ce  terme  se 

réduit  à  —  — 75-  (^  —  5  cos* et).  On  aura  ainsi  pour 

la  partie  <jonsiante  de  cTr,  due  à  Faction  ctes  éloîles; 

T  =  ?P^(^  ~  5cos*a). 

8a.  Considérons  maintenant  les  pertnrbatioos  qm 
résultent  de  la  mdme  cause  dans  la  position  du  pha 
de  l'orbite.  En  nommant  9  Tinclinaison  de  ce  plan 
mobile  sur  celui  de  son  orbite  primitive,  et  6  la 
longitude  de  son  nœud  ascendant,  oa  a 
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rf,p  =  -.  ^(^\    dd  =  ^(f\ 
L'expression  (m)  de  R  donne,  en  di£férentiant, 

d^  4is  dç'       dà  de   dà  ^ 

m 

S  ëtknt  le  sinus  de  la  latitude  de  m  tftt^^eamd  du  ptaii 
SxCf  ott  a 

d'où  Ton  tire 

^  =  cos4)sin(p  —  6),     ^  =  —  sînÇcos(p  —  9)^ 

On  a  d'ailleurs 

dl^  6f9t  €^         m  ,  J^^ 

^  =  -|;:?3-  sina«cos(p  -^  G); 
on  aura  donc 

^—       -ÇTT  sin3asin((;  — e)cos(p~C), 
^  ts^^ .— ^'  sm  ^sîn  !ieicos(i/ — 9)cx^^(p—C}. 

En  substituant  ees  valeurs  ântoê  led  fMnuks  pfëcé« 
dentés,  et  en  intégrant  ensuite,  etf  négligéatrt  les 
esceatricitéi^  ce  qui  permel  de  supposer  i^ssAt^M'^t, 
ottMifa 

'  /^  5;=     "aTT""  2*1 /î«  cos  (fl  —  C)  +  -  «in  (a»!  4.  at  —  6  —  C) J, 

lyÎBdinaisoM  def«rfoite  est  donc  sujette  k  tine  variai 
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tloa  séculaire^  et  le  nœud  à  un  mouvemeut  rétro- 
grade sur  le  plan  fixe;  c'est  l'effet  le  plus  sensible 
de  l'action  des  étoiles  sur  le  système  planétaire, 
puisqu'on  voit  en  effet  que  les  expressions  précé- 
dentes sont  les  seules  parmi  les  variations  séculaires 
«résultant  de  cette  cause,  qui  soient  indépendantes  de 
l'excentricité  de  l'orbite. 

En  différentiant ,  par  rapport  à  J\  Texpressioa  de 
la  latitude  9  et  négligeant  les  termes  dépendans  des 
excentricités  et  du  carré  des  inclinaisons,  on  a 

J^s  ==  J^^  sîn  (72^ + €  —  0)  —  sin  ^^TS  cos  (w^  +  €  —  flj. 

En  n^ayant  donc  égard  qu'aux  variations  séculaires, 
en  vertu  des  valeurs  de  cT^  et  sin  ^ef^,  on  aura 

iv  3m  d^nt     •  •     /   ^     .  ^\ 

as  =  — 7-75 — siu2asm(n^  +  €  —  G). 

Cette  variation  séculaire  du  mouvement  en  lati- 
tude, suidasse,  comme  on  voit,  celles  du  mouve- 
ment en  longitude  et  du  rayon  vecteur;  elle  sera 
d'autant  plus  sensible ,  que  la  moyenne  distance  de 
la  j^anète  ai|.  Soleil  sera  plus  considérable^  mais  son 
diviseur  est  lui-même  si  grand,  qu'il  est  évident 
qu'elle  ne  saurait  devenir  appréciable  qu'après  un 
graQd  nottibre  de  siècles. 

Supposons ,  par.exeknple,  que  m  soit  la  Terre, 
d'après  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sor.Ja 
distance  des  étoiles,  y  ne  peut  être  au -«dessous  de 
160000a,  en  faisant  donc  a=^i  et  n  1=:  1 295977^^55,  la 

quantité  -7-73-  sera  moindre  que  ô'',ooooooooo979 
ainsi  le  terme  ;{M*écédeat  de  la  valeur  de  JV  n'excé- 
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dera  pas 

o",  00000000097  m'i  ; 

t  désignant  un  nombre  d années  juliennes,  en  sorte 
qu'il  faudrait  supposer  aux  étoiles  une  masse  cen.t 
fois  plus  grande  que  celle  du  Soleil,  pour  que  ce 
terme  pût  s'élever  à  10''  dans  un  million  d'années.. 
Il  en  serait  de  même,  à  plus  forte  raison,^  relative-r 
ment  au  rayon  vecteur  et  à  la  longitude.  On  peut 
donc  regarder,  quant  à  présent ,  l'influence  des  étoiles 
sur  le  mouvement  des  planètes,  comme  absolument 
insensible. 

Concluons  donc  que  l'action  des  étoiles  sur  le  sys- 
tème solaire  introduit,  à  la  vérité,  des  variations  sé- 
culaires dans  les  excentricités  et  les  inclinaisons  des  or- 
bites des  planètes,  et  que  comme  ces  inégalités  ne  satis- 
font pas  aux  équations  de  condition  (e)  et(p),  n"  65 
et  69 ,  livre  II ,  il  s'ensuit  que  la  stabilité  du  système 
planétaire  n'existe  plus  relativement  à  cette  cause  per- 
turbatrice. Mais  à  raison  de  l'extrême  éloignement  des 
étoiles,  les  effets  qui  en  résultent  seront  probablement 
toujours  inappréciables ,  et  dans  tous  les  cas  ils  ne 
pourront  se  manifester  que  dansdes  temps  trèséloignés. 

Nous  ne  terminerons  pas  cet  article  sans  faire  re- 
marquer encore  une  fois  combien  la  méthode  de  la  va- 
riation des  élémens  elliptiques  que  nous  avons  em- 
ployée dans  ce  chapitre  et  dans  celui  qui  le  précède 
est  supérieure ,  pour  traiter  les  questions  du  genre  de 
celles  que  nous  avons  considérées,  à  l'intégration 
directe  des  équations  du  mouvement  troublé.  Non* 
seulement  cette   méthode  donne,  de  la  manière  la 
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plus  simple  9  toutes  les  inégalités  du  mouTement  de 
la  planète  en  longitude  et  en  latitude,  mais  elle  a 
seule  l'avantage  d'indiquer  clairement  Finfluence  de 
la  force  perturbatrice  sur  chacun  des  élémens  de  son 
orbite ,  et  d'offrir  ainsi  le  moyen  de  remonter  aisé- 
ment des  effets  aux  causes,  au  milieu  de  toutes  les 
influences  diverses  qui  compliquent  les  mouvemens 
planétaires* 
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CHAPITRE  Vin. 


Inégalités  dif  mous^ement  des  planètes  proiùutes  par 
Faction  des  satellites  et  des  comètes. 


83.  Les  masses  des  satellites  sont  en  général  si  petites* 
relativement  à  celles  des-  planètes  <jn'ik  accomp»* 
gnent ,  que  les  perturbations  qu'ils  causent  dans  leurs 
mouvemens  ne  peuvent  être  que  très  peu  considéra-* 
bles^  elles  paraissent  même  tout*à-£iit  insensibles 
excepté  pour  la  Terre  troublée  par  la  Lune.  Il  serait 
donc  inutile  de  nous  occuper  long-temps  de  ces  per- 
turbations ^  mais  leur  détermination  peut  devenir 
très  simple  par  les  propriétés  du  centre  de  gravilé«. 

En  effet,  nous  avons  vu,  nP  if,  livre  II,.  que  la 
planète  M  décrivait  à  très  peu  près  le  même  orbite 
que  si  sa  masse  et  celle  de  ses  satellites  étaient  réunis 
«a  centre  commun  de  gravité  du  système.  En.  sorte 
qae  si  dans  les  formules  des  chapiteas  précédens  on 
amgmente  la  masse  de  la  planète  que  nous  désigne^ 
rons  par  M ,  des  masses  de  ses  satelUtes ,  l'orbite  qui 
en  r^ultera  sera  celle  du  centre  de  gravité  du  gjê^ 
tème ,  et  pourra  aussi  être  regardée  comme  l'ellipse 
aaème  de  la  planète  résultant  de  la  pmmière  appio-* 
ximittioD. 
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Cela  posé ,  soient  X ,  Y,  Z ,  les  coordonnées  de  M 
rapportées  à  ce  centre  pris  pour  origine  des  coordon- 
nées^ et  au  plan  de  son  orbite  choisi  pour  plan  des 
X  et  des  Y;  soit  de  plus  V  l'angle  que  forme  avec  une 
ligne  fixe,  d'où  l'on  compte  les  longitudes.  Taxe 
desX.  Nommons  m,  m',  m'',  etc.,  les  masses  des  satel- 
lites, r,  /,  T^f  etc.,  leurs  rayons  vecteurs,  i^,  s^^  i^^etc, 
leurs  longitudes  sur  le  plan  de  Torbite  de  M,  et 
Sf  s%  /',  etc.,  leurs  latitudes  au-dessus  de  ce  plan. 
Les  coordonnées  de  m ,  mf,  etc. ,  relatives  au  centre 
commun  de  gravité ,  seront  X  -f-  r  cos  (c  —  V) , 
¥4-r8in(f  — V),  Z-f-ro,  X-fr'cos(t/— V),  etc. 
Par  les  propriétés  de  Ce  centre ,  on  aura  donc 

(M+2i»)XH-/nr  cos  (p-V)H-m'r'  cos(f'-V)4-etc.=o, 
(M-|-2m)Y+mr  sin  ((f-V)-f-my  sin  (t^'-V)4-etc.ï=so, 
(M+2i»)Z + "ifs  +  mV/  -f-  etc.  =  o. 

» 

La  caractéristique  Z  devant  s'étendre. à  tous  les 
satellites. 

On  aura  donc  immédiatement,  au  moyen  de  ces 
équations,  les  valeurs  des  trois  coordonnées  X,  Y^  Z, 
de  la  planète  relatives  an  centre  commun  de  gravité 
au  moyen  des  valeurs  de  r,  i^,  s,  /<,  </,  s',  etc.,  sup- 
posées connues.  Or,  ces  quantités  dépendent  des  p^ 
sitions  des  satellites  entre  eux  et  par  rapport  an 
Soleil.  La  simple  configuration  des  satellites  d'une 
planète  suffira  donc  pour  déterminer  à  chaque  ins- 
tant ses  perturbations  dans  roii>ite  qu'elle  décrindt 
sans  l'action  de  ses  satellites.  Les  inégalités  que  cette 
action  produit  sont  par  conséquent  toutes  périodi* 
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ques^  et  l'on  voit  en  outre  que  les  niasses  des  sa- 
tellites étant  en  géne'ral  très  petites,  relativement  à 
celles  des  planètes  principales,  ces  inégalités  seront 
très  peu  considérables.  Elles  sont  insensibles  pour 
Jupiter,  et  il  est  probable  qu'il  en  est  de  même  pour 
Saturne  et  Uranus. 

84-  L'action  des  planètes  cause  dans  le  mouvement 
des  comètes  des  perturbations  très  sensibles;  eUe  peut 
même  changer  entièrement  la  nature  de  leurs  orbi- 
tes^ comme  cela  parait  avoir  eu  lieu  relativement  à 
la  comète  de  1770,  lorsqu'elle  s'est  trouvée  dans  le 
voisinage  de  Jupiter^  Si  les  masses  des  comètes  étaient 
comparables  à  celles  des  planètes ,  il  résulterait  de 
leur  réaction  des  perturbations  correspondantes  dans 
le  mouvement  des  planètes.  Ainsi,  par  exemple,  la 
comète  de  1770,  qui  est  celle  qui  a  le  plus  appro- 
ché de  la  Terre ,  aurait  altéré  la  durée  de  l'année  si- 
dérale, et  aurait  causé  quelque  dérangement  dans  le 
système  des  satellites  de  Jupiter  qu'elle  a  traversé  en 
entier.  Or,  rien  de  semblable  n'a  eu  lieu  ;  et  comme 
Fcbservation  n'a  indiqué  jusqu'ici  dans  le  mouve- 
ment des  planètes  ou  des  satellites  aucune  inégalité 
provenant  de  pareille  cause,  on  doit  supposer  que 
les  masses  des  comètes  sont  tellement  petites,  que 
leur  influence  sur  le  système  planétaire  est  tout-à- 
taàt  insensible.  Leur  choc  même,  si  dans  l'immensité 
des  siècles  quelqu'une  d'entre  elles  venait  à  rencon- 
trer sur  sa  route  une  planète  ou  un  satellite ,  ne  cau- 
serait très  probablement  dans  la  marche  de  ces  astres 
que  de  faibles  altérations. 


V 
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CHAPITRE  IX- 


Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

85.  Nous  avons  nommé  plan  invariable  du  système 
do  monde  ^  un  plan  qui  a  la  propriété  de  rester  tou- 
jours parallèle  à  lui-même,  quels  que  soient  k$ 
changemens  qu'éprouvent  les  excentricités  et  les  po* 
sitions  des  orbites  planétaires  par  Teffet'  des  varia- 
tions séculaires.  Nous  avons  démontré,  n"*  79,  livre II| 
l'invariabilité  de  ce  plan,  en  ayant  même  égard  an 
carré  de  la  force  perturbatrice^  et  Ton  a  pu  yoiri 
n^  55 ,  qu'en  effet  ce  résultat  se  vérifie  relativement 
aux  inégalités  séculaires  des  élémens  des  orbites  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  dépendantes  des  termes  qui 
produisent  les  deux  grandes  inégalités  de  ces  pU-* 
nètes.  Nous  ajouterons  encore  quelques  mots  aux 
considérations  que  nous  avons  présentées  sur  ce  sur 
jet  dans  différens  endroits  de  cet  ouvrage. 

Considérons  généralement  un  système  de  corps 
m ,  m',  etc. ,  réagissant  les  uns  sur  les  autres  d'une 
manière  quelconque ,  et  qui  ne  sont  soumis  à  FactioD 
d'aucune  force  étrangère.  En  nommant  dm  l'un  des 
élémens  de  m,  et  x,  y,  z^  ses  trois  coordonnées  rec«- 
tangulaires  rapportées  au  centre  de  gravité  du  sy5- 
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tème,  par  la  propriété  de  la  conservation  des  aires  ^ 
on  aura^  n*^  a5,  livre  P',* 


2.S(i^i^^^),/m  =  r. 


Les  intégrales  S  devant  s'étendre  à  la  masse  entière 
de  m,  et  la  caractéristique  Z  comprenant  toutes  les 
int^rales  semblables  relatives  à  m!^  rn!'^  etc. 

Les  trois  constantes  /,  t^  V^  déterminent  la  position 
d'un  plan  que  nous  appellerons  plan  maximum  des 
0ires  pour  le  distinguer  de  celui  que  nous  avons 
nommé  plus  spécialement /^ia/i  invariable.  En  effet, 
soit  ^  l'inclinaison  de  ce  plan  sur  celui  des  xjr^  et  n 
la  longitude  de  son  nœud ,  on  aura ,  n*  ^5  »  livre  PV 

tang  O  sin  n  =  7  ,     tang  <b  cos  II  =  j. 

Cela  posé ,  soit  Xj  y^  z,  les  coordonnées  du  centre 
de  gravite  de  m,  et  Ç,  »^  ^y  les  coordonnées  de  lelé-^ 
ment  dm  relatives  à  ce  centre  ^  on  aura 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (i), 
et  observant  que  par  la  nature  du  centre  de  gravité 
les  trois  intégrales  S . Çt/m,  S.tig&ti^  S.^dm,  ainsi  que 
leurs  différences  relatives  au  temps  t  sont  nulles 
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d'elles-mêmes,  on  trouvera 

2-(^^^>2.S^f-^^)  =  f,  }  (.) 

Ces  valeurs  se  composent ,  comme  on  voit ,  de  deux 
parties ,  l'une  relative  aux  aires  résultantes  du  mou- 
vement de  translation  des  corps  m,  m"f  etc. y  sup- 
poses concentres  dans  leur  centre  de  gravité  res- 
pectifs, la  seconde  aux  aires  que  produisent  leurs 
mouvemens  de  rotation  autour  de  ces  centres  re- 
gardes comme  des  points  fixes. 

Si  Ton  rapporte  les  coordonnées  des  corps  m; 
ni^  etc.,  à  l'un  d'entre  eux  M ,  pris  pour  centre  des 
mouvemens ,  les  premiers  termes  des  trois  équations 
précédentes  coïncideront  respectivement  avec  les 
premiers  membres  des  équations  (A) ,  n'  77,  livre  II; 
et  l'on  doit  remarcpier  que  les  seconds  termes  de 
ces  formules  représentent  ici  ceux  qu'introduirait 
dans  ces  mêmes  équations  la  considération  des 
termes  de  la  fonction  perturbatrice  R  dépendans  de 
la  figure  du  Soleil  et  des  planètes.  Ce  n'est  donc  pas 
sans  le  savoir  que  dans  la  théorie  du  plan  invariabley 
n*"  78,  livre  II,  on  a  négligé  les  aires  provenant  de  la 
rotation  du  Soleil  et  des  planètes,  cette  omission  » 
été  volontaire,  et  l'on  va  voir  qu'en  effet  elle  est  par- 
faitement justifiée. 

86.  On  peut  donner  aux  équations  (2)  un'o  autre 
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forme.  Eq  effet,  si  l'on  désigne  par  A,  B,  C,  les  trois 
momeiis  d'inertie  du  corps  m  par  rapport  aux  trois 
axes  principaux  qui  se  croisent  à  son  centre  de  gra* 
yite,  par  ffqt  r,  les  composantes  de  sa  vitesse  de 
rotation  suivant  ces  mêmes«axes ,  et  par  a,  b,  c,  les 
cosinus  des  angles  que  forme  respectivement  avec 
eux  Taxe  des  coordonnées  x^  on  aura 

S. dm  (^^^^^^)  =  kd'p  +  Bb'q  +  CcV, 

llntegrale  S  devant  être  étendue  à  la  masse  entière 
du  corps  m.  On  aurait  des  expressions  analogues  pour 
les  aires  relatives  aux  plans  des  xz  et  des  j^z;  les 
équations  {p)  deviendront  ainsi 

2 .  m  (^^5^  +  2 .  (Aa>+  Wq  +  Cc'V)==  / , 

%  r 

'S..m(^^-^^+  2 .  (Aap  +  Bbq  +  Ccr)  =  /'. 

Le  signe  2  devant  être  étendu  à  tous  les  corps 
agissans  du  système. 

Remarquons  maintenant  que  si  les  corps  m,  m\  etc.  ^ 
étaient  parfaitement  sphériques,  ou  si  aucune  force 
étrangère  ne  troublait  leur  mouvement  de  rotation , 
la  quantité  SxJ'p  +  Jib^q  +  Cc"r,  serait  constante  par 
elle-même,  n^  55,  livre  P',  quelle  que  fut  la  nature  de 
ces  corps;  son  introduction  dans  les  équations  pré- 
cédentes ne  ferait  doxfc  que  changer  la  valeur  de  la 
constante  l,  il  en  serait  de  même  relativement  aux 
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quantités  analogues  qui  entrent  dans  les  deux  der* 
nières  équations  (3).  Soit  donc  Cp  c'y  d\  ce  que 
deviennent  alors  les  trois  constantes  /,  /%  f',  il  est 
dair  que  le  plan  qui  en  résultera  et  qui  est  celui  qae 
nous  ayons  nommé  flan  incunable  dans  la  théorie 
du  système  du  monde,  sera  tout  aussi  immvahle 
que  le  plan  maximum  des  aires;  mais  il  aura  sur 
lui  Tayantage  que  sa  position  sera  facile  à  détermi- 
ner,  parce  qu'elle  ne  dépendra  que  des  données 
fournies  par  l'obseryation ,  tandis  que  celle  du  plan 
maannuim  des  aires  exigerait  qu'on  eût  déteittiiné 
d'abord  ks  momens  dlnertie  Â,  B,  C,  etc.,  de  toutes 
les  planètes  qui  nous  seront  probablement  toujours 
inconnues. 

Ce  n'est  donc  qu'à  raison  de  la  différence  <|ui  existe 
entre  la  figure  des  corps  célestes  et  celle  de  la  sphère, 
et  des  inégalités  périodiques  et  séculaires  qui  résul- 
tent, dans  les  seconds  termes  des  équations  (3),  dé 
ce  que  les  forces  qui  les  animent  ne  passent  pas  exac- 
tement par  leur  centre  de  gravité ,  que  le  plan  que 
nous  ayons  déterminé  dans  le  n°  78  du  livre  H, 
pourrait  ne  pas  demeurer  toujours  parallèle  à  lui- 
même  dans  les  différens  siècles.  Mais,  d'abord,  en 
étendant  à  tous  les  corps  célestes  ce  que  nous  avons 
démontré  relativement  à  la  Terre ,  n®  30  ,  livre  IV, 
leurs  pôles  de  rotation  étant  fixes  à  leur  surface,  et 
leur  vitesse  de  rotation  pouvant  être  regardée  comme 
^ronstante  quand  on  néglige  les  quantités  périodiques, 
si  l'on  suppose,  comme  dans  le  n"*  14,  que  le  mou- 
vement de  rotation  de  m  s'e^ectue  autour  de  son 
troisième  axe  principal,   on   axrra  />=  o,    ^=^0 
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M  r  ss:  €J  ,  en  désignant  par  i»  la  vitesse  an- 
gulaire de  rotation*  Soit  donc  X  Fangle  que  forme 
r«ze  de  rotation  avec  Taxe  des  z ,  on  aura  simple* 
ment 

2.ot(^^2:^^)+2.Cû)cosA=/.      (4) 

En  nommant  fz  et  v  les  angles  que  forme  respective- 
ment le  même  axe  avec  les  axes  des  jr  et  des  x,  les 
deux  dernières  équations  (  3  )  prendraient  une 
Ibrane  semblable  ;  et  l'on  voit  par  conséquent  que 
ai  les  seconds  termes  de  ces  équations  sont  affec- 
tés de  quelques  variations  séculaires,  elles  ne  peu- 
vent provenir  que  de  la  variation  des  angles  X/fc 
et  f  • 

Or,  supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  Soleil.  Si 
les  angles  A,  jx ,  v  étaient  sujets  à  quelque  inégalité 
arfcnlaire  sensible ,  comme  le  moment  d'inertie  C  est 
très  grand  à  raisop  de  la  masse  et  du  volume  du  So- 
Icily  il  en  pourrait  résulter  dans  (m  cos  A  des  inéga- 
lifëa  susceptibles  de  devenir  considérables.  Mais  il  y  a 
lieu  de  croire  que  ce  cas  n'arrive  pas  dans  la  nature. 
En  effet,  les  déplacemens  de  Téquateur  solaire  ré- 
«■Itant  de  l'action  des  planètes,  sont  d'abord  exce^ 

ement  petits  comparés  a  ceux  des  équateurs  fda-^ 
résultant  de  l'action  réciproque  du  Soleil 
ces  corps»  Les  variations  des  angles  A,  fc,  r  se* 
faienfc  donc  déjà  très  peu  considérables  par  cette  seule 
yaisoD,  quelles  que  fussent  d'ailleurs  la  figure  et  la  cons- 
thutîsn  dn  Soleil  ;  mais  comme  ces  variations  sont , 
en  outre  de  l'ordre^  laplatissement  du  Soleil ,  quantité 
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nécessairement  très  petite,  puisque  nous  avons  vu 
quHl  n'en  résultait  dans  les  mouvemens  des  pla- 
nètes aucune  inégalité  appréciable,  on  doit  les 
regarder  comme  tout-à-fait  insensibles.  On  peut 
donc  considérer  les  seconds  termes  des  équations  (3) 
comme  constans  et  le  plan  invariable  comme  inal- 
térable en  tant  qu'on  n'a  égard  qu'à  l'action  du  So- 
leil. 

Nous  étions  déjà  parvenu  à  ce  résultat  dans  le 
n®  79,  après  avoir  démontré  que  les  excentricités  et 
les  inclinaisons  des  orbites  planétaires  n'étaient  af- 
fectées d'aucune  inégalité  à  longue  période  dépen- 
dant de  l'ellipticité  Un  sphéroïde  solaire. 

*  Supposons  maintenant  que  le  terme  Câ)  cos  A  se 
rapporte  à  une  planète.  U  arrivera  ici  le  contraire  de 
ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil.  La  position  des  équa* 
teurs  planétaires  changeant  sensiblement  avec  le 
temps ,  la  valeur  de  cos  A  sera  affectée  d'inégalitâ 
séculaires  qu'on  ne  pourra  pas  négliger,  mais  comme 
le  facteur  Cœ  qui  le  multiplie  est  alors  une  très  petite 
quantité,  il  n'en  pourra  résulter  encore  dans  Vé' 
quation  (4)  que  des  quantités  insensibles. 

Prenons  pour  exemple  la  Terre ,  que  nous  regar- 
derons comme  un  ellipsoïde  homogène  et  de  révo* 
lution.  Soit  D  le  demi-diamètre  de  l'équatear,  on 
aura  C  =  -|  mD  ^  et  cette  valeur  sera  plus  grande 
qu'elle  ne  devrait  l'être  réellement,  parce  que  les  cou- 
ches terrestres  diminuent  de  densité  du  centre  à  la 
surface ,  n*  46  >  ^î^re  V;  le  second  membre  de  l'é- 
quation (4)  contiendra  donc  le  terme  fmD^AP^eosA, 
iê    étant  la   vitesse   angulaire   de  *  rotation    de   la 
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Terre ,  et  A  Tobliquité  de  rédiptique  en  supposant 
qu'on  prend  ce  plan  pour  celui  des  xj.  Or,  si  l'on 
nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  Terre  au  So- 
leil et  /i  sa  vitesse  moyenne  dans  son  mouvement 
annuel ,  le  terme  relatif  à  la  Terre  dans  le  premier 
membre  de  la  même  équation  sera  ma^n^  La  durée 
de  la  révolution  sidérale  de  la  Terre  est  de  365,  a56 
d'où  Ton  tire  : 

-=565,256; 

le  rapport  de  a  à  D  est  de  35984 environ,  on  aura 
donc  ainsi  : 

I  mD*  m  ^ 

^ -1 —  =  0,00000035 . 

On  voit  donc  que  le  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre  n'introduit  dans  Tëquation  (  4  )  que  des 
quantités  insensibles  relativement  à  celles  qui  résul- 
tent du  mouvement  de  translation  ;  les  variations  de 
ces  quantités,  qui  doivent  seules  nous  occuper  ici , 
seront  donc,  à  plus  forte  raison,  tout-à^fait  insensi- 
bles, et  ne  pourront  influer  sur  la  valeur  de  la 
constante  /  (*).  Il  en  serait  de  même  de  toutes  les 

^  Si  1*011  ne  considère ,  pour  un  moment ,  que  la  Terre , 
et  qu'on  fasae  abstraction  des  autres  planètes ,  le  plan  înva* 
fiable  deviendra  le  plan  même  de  rëcliptique  ;  et  si  Ton  sup« 
pose  que  l'obliquité'  varie  de  5®,  il  est  aisé  de  voir  que  la  var- 
nation  correspondante  de  la  quantité'  Qm  cos  a  ne  produirait 
pas  dans  Fe'quation  (4)  un  terme  qui  fût  la  cent-millionième 
partie  de  la  constante  /.  Il  s'ensuit  donc  que  les  mêmes  forces 
qtd  produisent  des  déplacemens  très  sensibles  dans  Téquateur 
terrestre ,  sont  absolument  impuissantes  à  produire  la  moindre 
altération  dans  la  position  de  l'écliptique. 

Tome  III.  21. 
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plaaètes  à  raison  de  la  petitesse  de  leurs  dimensious 
comparées  à  celles  dés  orbites  qu'elles  dëcriyent  au«- 
tour  du  Soleil.  Il  suit  de  \k  que  dans  la  détermina-' 
tion  du  plan  invariable,  on  peut  se  dispenser  d'a- 
voir égard  à  Tellipticité  du  Soleil  et  des  planètes^  et 
que  ce  plan  est  immuable  tsomme  il  le  serait  si  tous 
les  corps  célestes  formaient  des  points  miissife  placés 
à  leurs  centres  de  gravité  respectifs. 

Quant  aux  satellites,  leurs  masses  étant  très  pe- 
tites relativement  à  celles  des  planètes  principales , 
les  termes  qui  résulteraient  dans  les  équations  (S) 
de  la  considération  de  leurs  mouvemens  dans  leurs 
orbites ,  peuvent  à  tous  égards  être  regardés  comme 
insensibles. 

L'action  des  étoiles  sur  le  système  solaire  pour- 
rait donc  seule  altérer  à  la  longue  la  stabilité  du  plan 
invariable;  mais  comme  on  Ta  vu,  si  cette  influence 
devait  produire  des  effets  appréciables,  ce  n'est  qu'a- 
près un  grand  nombre  de  siècles  qu'ils  pourraient 
se  manifester. 

Concluons  donc  enfin  que  la  théorie  du  plan  in- 
variable ,  telle  que  nous  Tavons  présentée  d'après 
Laplace,  dans  le  n"*  79  du  livre  II,  ne  laisse  rien  à  dé- 
sirer sous  le  rapport  de  l'exactitude  ;  la  rigueur  des 
formules  et  des  raison nemens  sur  lesquels  elle  est 
fondée,  le  témoignait  déjà,  mais  il  était  nécessaire 
d'entrer  dans  les  développemens  précédens,  pour 
réduire  à  leur  valeur  les  objections  que  l'on  avait 
cru  pouvoir  élever  contre  cette  théorie ,  sans  les  ap-* 
pujer  d'aucune  discussion  sérieuse.  Lorsqu'on  ap- 
plique l'analyse  aux  phénomènes  célestes,  sans  fiiire 
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entrer  eu  considération  les  dispositions  particulières 
à  notre  système  planétaire ,  qui  modifient  ces  pli&* 
nomènes  à  l'infini ,  on  construit  des  utopies  géomé- 
triques presque  toujours  sans  application  au  monde 
réel;  et  lorsqu'on  prétend  se  passer  du  secours  du 
calcul,  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  humain,  on 
tombe  le  plus  souvent  dans  d'inévitables  erreurs. 
C'est  ici  le  cas  de  répéter  ce  que  nous  disions  dans 
l'introduction  de  cet  ouvrage  :le^  métbodeâsynthéti- 
ques  sont  insuffisantes  pour  suivre  dans  tous  leurs  dé- 
yeloppemens  les  phénomènes  qui  résultent  de  là^'loi 
dé  la  gravitation  ;  Newton  lui-*méme  s'y  trompa  ,  et 
la  plus  profonde  analyse  est  le  seul  guide  infaillible 
dans  la  savante  théorie  du  mécanisme  des  cieo!x. 


4  1 


.  \   / 


*..»    «: ,  . 


:22.. 


34o  THÉORIE  ANALYTIQUE 


•^•m^^mÊ^b 


XX 


CHAPITRE  X. 


Masses  et  élémens  des  orbites  deÀpUwètes. 

Nous  allons  réunir  dans  ce  chapitre  les  valeurs  des 
différentes  quantités  qui  entrent  dans  les  formules 
précédentes  >  et  qui  se  rapportent  respectivement  à 
chacune  des  sept  planètes  principales ,  Mercure^  Vé- 
nus^ la  Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  et  Uranus. 
Ces  valeurs  résultent  de  la  comparaison  des  formules 
de  la  théorie  aux  résultats  de  l'observation  ,  ce  sont 
les  seules  données  que  la  Mécanique  céleste  em- 
prunte à  l'observation. 

Masses  des  planètes^  celle  du  Soleil  étant  prise  pour 

unité. 

87.  Nous  avons  deux  moyens  de  déterminer  les 
masses  des  planètes,  soit  par  l'observation  des 
élongations  de  leurs  satellites  pour  celles  qui  sont 
accompagnées  de  satellites ,  comme  on  Ta  vu  n^  a8, 
livre  II,  soit  en  comparant  les .  inégalités  qu'elles 
produisent  dans  leurs  mouvemens  réciproques  en 
vertu  de  leur  action  mutuelle  ,  déduites  de  l'obser- 
vation, à  ces  mêmes  inégalités  calculées  par  les  for- 
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mules  d6  la  théorie.  Les  inégalités  séealaires  seraient 
celles  qui  présenteraient  pour  cet  objet  les  données 
les  plus  exactes ,  mais  elles  ne  sont  pas  encore  assez 
bien  connues  en  ce  moment,  pour  qu'oa  puisse  les 
employer  à  cet  usage  ;  on  y  supplée  en  recourant 
aux  inégalités  périodiques  et  en  feisant  concourir  k 
leur  détermination  un  grand  nombre  d'observations 
que  l'on  combine  entre  elles  de  manière  à  en.  tirer  les 
résultats  les  plus  probables.  C'est  par  la  réunion  de 
ces  moyens  qu^on  a  détermiaé  les  valeurs  suivantes  , 
qui  qpus  semblent  les  plus.exactes  qu'on,  ait  obtenues 
jusqu'ici  des  masses  pjaoét^es^ 

Mercure m    =;  a, 

1909706' 

Vénus rnf   =  .    q^-  , 

401039' 

t^*"^^"^ ^  =  J6SS4' 

^"^ '^'"^^sé^^^^ 

J"P^*«^ '^"-i:;5i^' 

Saturne % . . . .  m^  s=5  r^ , 

Uranus m^*  =s ô* 

17918 

La  plus  importante  de  ces  masses  par  sa  grandem^, 
et  par  conséquent  par  son  influence  sur  les  pertmlMH 
tious  des  planètes  et  des  comètes,  est  celle  de  Jopi* 
t^r.  La  valeur  précédente  difiere  de  celle  que  nous 
avons  trouvée  dans  le  n*  28,  et  que  Ton  a  déterminée 
9u  moyen  des  élongations  du  quatrième  satellite  éa 
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cette  phinète.  Depuis  <fuelques  années ,  le  calcul  des 
pertnrbaHonâ  dés  planètes  secondaires  Pallas,  Junôn, 
Vestaet  Cérès,  semblaient' indiquer  que  cette 'masse 
avait  besoin  die  correction ,  et  faisaient  désirer  de 
nfonvelles  observations  des  ëlongations  des  satellites 
de  Jupiter,  d'où  dépend  la  détermination  exacte  de 
leur  distance  moyenne  au  centre  dé  la  planète.  En 
effet ,  celles  dont  on  avait  (ait  usage  jusqu'ici  soqt 
dùed  à  Pound,  astronome  contemporain  de  Nei^rton, 
et  encore  ne  les  cônnalt-on  que  par  leurs  résultats 
rapportés  dans  la  troisième  partie  du  livre  des  Prin- 
cipes. Aujourd'hui  que  nous  possédons  des  instriH 
mens  plus  exacts  et  des  méthodes  plus  correctes,  il 
devenait  nécesisaire  de  reprendre  ce  travail .  M.  Airy, 
dont  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  parler  j^  IV  en- 
trepris ;  il  a  fait  à  ^Observatoire  de  Cambridge  une 
nouvelle  série  dV)bservations ,  et  par  leur  comparai- 
son aux  tables  des  satellites  déduites  de  la  théorie  de 
LaplacCy  U  a  déterminé  la  distance  moyenne  fdti  qua- 
trième] satellite  au  centre  de  Jupiter,  qu'il  a  trouvée 
égale  à'  0*01257977.  On  aura  donc  en  preiiaiit'pour 
unité  la^dfstance  moyenne  de  la  Terre  au  Soleiji ,  et 
conservant  les  notations  du  n*  ^5  du  second  livre  :. 


^^a  =  1*, 


log    a'  =  8.0996728, 

log  T  =  3.56a5977, ., 

log   T  =;   l.22243o6t 

9 

Ces  valeurs  substituées  dans  ré<Juation   (m^  dti 
même  numéro  donnent  — Tg-gi  pour  la  niasse  de 
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Jupiter  y  pu  plus  exactement  pour  la  somme  des 
masses  de  la  planète  et  de  son  quatrième  satellite  » 
la  masse  du  Soleil  étant  prise  pour  uoitë.  Cette  va<^ 
leur  s'accorde  d'une  manière  satisfaisante  avec  celle 
qui  résulte  des  perturbations  des  petites  planètes. 
Eu  effet ,  Nicolaï  p  par  le  calcul  des  inégalités  pro* 
duites  par  1  action  de  Jupiter  sur  Junou  pendant  un 
temps  donné,  a  conclu  que  la  masse  de  Jupiter  était 

de  — F5 /•  Encke  a  déduit  des   perturbations   de 

1053,934 

Vesta   la    valeur    —t. pour  cette  même  cuan- 

1000,117  *  * 

tite,  et  Qauss  a  trouvé  la  même  valeur,  ou  une 
valeur  k  très  peu  près  la  même  par  le  calcul  des 
perturbations  de  Pallas.  Enfin,  comme  on  l'a  vu 
n*  73,  Encke  a  déduit  des  équations  de  condition 
qui  lui  ont  servi  à  déterminer  le  coefficient  constant 
qui  exprime  la  résistance  de  lether  à  l'unité  de  dis- 
tance, sur  1^  comète  périodique  de  1819,  une  masse 

exprimée  par  la  fraction     ^^     .Tout  concourt  donc 

à  démontrer  que  la  masse  conclue  des  observations 
de  Pound  ,  et  qui  a  été  adoptée  par  les  géomètres 
depuis  Nevrton,  a  besoin  de  corrections,  et  il  ne 
s'agit  plus  que  de  choisir  entre  les  valeurs  précéden- 
tes* Quoique  la  méthode  fondée  sur  l'observation 
4e8  /élongations  des  satellites  soit  la  plus  directe  et 
^loa  aous  la  plus  exacte  que  Ton  puisse  employer 
pour  déterminer  la  masse  de  Jupiter ,  cependant 
comme  les  observations  de  M.  Airy  peuvent  n'être 
point  exemptes  de  quelques  légères  erreurs,  et  qu'il 
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annonce  l'intention  de  les  renouveler  dans  des  cir- 
constances  plus  favorables  à  ce  genre  de  recherches, 
dans  les  années  i854y  i835  et  i836,  nous  avons  cru 
devoir  y  en  attendant,  admettre  la  masse  déduite 
des  perturbations  de  Junon,  parce  que  c'est  celle 
que  les  astronomes  étrangers  ont  généralement  adop- 
tée, et  que,  d'ailleurs,  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  elle  et  les  autres  valeurs  que  nous  avons  rap* 
portées,  fait  que  si  elle  avait  besoin  de  corrections 
les  résultats  suivans  n'en  seraient  que  faiblement 
affectés. 

Les  masses  de  Saturne  et  dTJranus  sont  celles  qui 
résultent  des  équations  de  condition  qui  ont  servi  à 
la  construction  des  tables  de  Bouvard.  Cette  manière 
de  les  déterminer  doit  être  préférée  ici  à  celle  qui 
serait  fondée  sur  les  élongations  observées  des  sa- 
tellites de  ces  deux  planètes,  parce  que,  vu  leur 
extrême  difficulté ,  les  observations  de  ces  élonga-* 
tions  sont  encore  beaucoup  moins  certaines  que  ceÛes 
des  satellites  de  Jupiter.  Il  ne  faut  pas  se  dissimuler 
cependant  que  selon  M.  Bouvard  la  masse  de  Jupiter,, 

déterminée  de  la  même  manière  ,  serait  de =. 

'  io7o;5^ 

valeur  qui  diffère  peu  de  celle  que  Ton  déduit  des 

observations  de  Pound ,  n^  28 ,  livre  II ,    mais  qra 

ne  peuvent  nullement  concorder  avec  les  résultats 

des  perturbations  des  petites  planètes,  ou  avec  la 

valeur  qui   résulte  des    nouvelles  observations  de 

M.  Âiry.  Il  est  donc  très  probable  que  les  masses  de 

Saturne  et  d'Uranus  ,  données  par  M.  Bouvard,  ont 

également  besoin  de  corrections,  et  nous  savons  que 
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cet  astronome  s'occupe  en  ce  moment  pour  cet  objet 
d'une  nouvelle  révision  des  équations  fondamentales 
de  ses  tables. 

La  masse  de  la  Terre  a  été  déterminée  par  la  fot^ 
mule  (n)  du  n^  2S,  livre  II,  dans  laquelle  on  a 
supposé 

Z=  6564551-, 
g  =  9",8i645, 
log  sin  P  =  log  sîn  8",6o  =  5, 5 1 95564* 

Ces  valeurs ,  qui  paraissent  plus  exactes  que  celles 
qui  tont  rapportées  dans  le  numéro  cité  ,  ont 
donné  : 


m 


356353,6* 


Quant  atix  masses  de  Mercure  et  de  Mars ,  lorsque 
leur  action  sur  les  autres  planètes  n'était  pas  encore 
sûflSsamment  connue,  on  les  avait  déduites  d'une 
bypothèse  empirique  sur  la  loi  de  leur  densité;  Oo 
avait  observé,  en  comparant  les  masses  de  la  Terrej[> 
Jupiter  et  Saturne  à  leur  volume ,  que  les  deiîsités 
de  ces  trois  planètes  sont  à  très  peu  près  en  raison 
inverse  de  leurs  moyennes  distances  au  Soleil  ;  et , 
en  étendant  par  hypothèse  cette  loi  aux  trois  planètes 
Mercure,  Mars  et  Jupiter,  il  avait  été  facile  d'en  con- 
clure leurs  masses  en  supposant  connus  leurs  dianièi- 
tres,  qui  sont  donnés  en  effet  par  l'observation.  Mai^ 
l'arbitraire  de  cette  hypothèse,  qui  s'écarte  beaucoup^ 
comme  on  sait ,  de  l'exactitude  relativement  à  Vénus 
et  à  Uranus,  joint  à  la  difficulté  que  présente  l'ob- 
servation des  diamètres  planétaires,  laissait   beaur 
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etfvtp  d'incertitude .  dans  cette  détermination ,  et  il 
écait  k  désirer  qu'on  fixât  les  masses  de  ces  deux  pla- 
nètes par  des  moyens  plus  directs.  C'est  ce  qu'a  fait 
Delambre  relativement  à  Mars ,  dont  il  a  déterminé 
la  masse  p^r  les  effets  qu^elle  produit  d^s  le  mou- 
vement de  la  Terre.  La  comparaison  d'un  très  grand 
nombre  d'observations  du  Soleil ,  Élites  par  Bradlej 
et  Maskeline  ,  aux  formule^  des  perturbations  four- 
nies par  la  théorie ,  lui  a  donné  -prgô —  pour  l^  va- 
leur de  cette  masse.  Mais  Be^sel,  après  avoir  discuté 
de  nouveau  les  observations, employé^  par  DdU^mbjr^; 

a  jugé  que  cette  quantité  devait  être  réduite  à  -^^-» 

et  c'est  la  valeur  que  nous  avons  adoptée.  Quant  à  la 
masse  de  Mercure ,  on  a  copservé  celle  qui  résulte  de 
l'hypothèse  précédente  sur  la  loi  de  densité  des  pla- 
nètes ,  tout  en  reconnaissant  sQn  incertitude  ;  inais 
okî  doit  observer  que  la  petitesse  de  cette  masse  (sa 
l^pieson  îocorrection  pe ,  peut  avoir  aqçane  iqtfluence 
aensible  si^  ladéterminatioades  inégalitâs  plenétairei. 
£n  nommant  €1  et  a' les  distances  moyenne^  respectives 
de  Mercure  et  Jupiter  au  Soleil  ^  D  et  D' leurs  diamè- 
tres^ m  et  m'  leurs  masses  »  où  aura,  selon  l'hypothèse 

précédente,  pour  la  masse  de  Mercure  m  =  -^^  m'. 

£ri  supposant,  d'après  les  observations,,  les  diamètres 
iQOyens  de  Mercure  et  Jupiter  vus  à  la  moyenne  dis- 
tance de  la  Terre  au  Soleil  respectivement  de  a  i  ",^ 
ét62G/'o49  en  substituant  ensuite  à  la  place  de  ^  et  a 
les  valeurs  que  nous  donnierons  plus  bas,  on  trouve» 
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d'après  la  masse  adoptée  pi:écédenipa^pt  fnwV:  i J Vjvh 
ter^  la  :  valeur  de  m  jopie  nous  avons  rapport!^.    :  ' , ,  : 

Aiosî  donc  les  yaleurs  des  masses  pULoétajr^.qq^ 
nous  avons  adoptéesi  »  .celles  de  la  Terre  et  Alere^fr^ 
exceptées  ^  résultent  de  la  compar^son  des  obsery;^*: 
tioDsaux  formulies  analytiques  des  perturbation^  «  f;t 
dlea  sont  toutes  idét^rminées  par  conséquent  d'^oft^ 
maoft^re  uniforme  et  s;^métrique»  Les  pi^ftsses  de  J^y 
piter  €t  de  Satumie ,  dont  l'effet  est  si  .consif}éf^bJi|^ 
aor  lea  inégalités  dc^  planètes ,-  laissent  encore  q^gl,:? 
i|ue  ianeértitude  ;  de  nouvelles  observations  des  ^\çmr 
^ioaside  Ic^rs  satellites  permettroi^t  bientôt  rj  |Ei^ 
cbaile  ^  de  idétermineir  x:es  irias^es  avec.plu^  d'f^^pifr 
tudé^qu'on  ae  Ta  fait  ju^squ'ici  >  et  V^cpp^  d^  M'f 
kuiïs  d^ockéieft  pat  des  métbodit^si  si  différentes  j^;;^ 
Iftplw.^ûce vérification.    •.  .;,  «"o.»!» 

88.  Nous  avons  donné  dana  lie  chapitre  y  4pJ[i]VfAj^) 
les  formules  qui  servent  à  déduire  des  observa- 
iûm^  les  éiémeua'  des  orbites  planétaii^^*.  0^.  ,peVt 
CIl^g)QDéral^regafllec\leÀ  élémem;aintiî  i(^btejQ(93^CQpnine 
tine  approximation  qu'on  rendra  de^plu^.  ÇU  {>lus 
exacte  à  mesure  que  le  temps  fournira  un  plus  grand 
nombre  d'observations  ^\  et  développera  les  dhrerses 
inégaiîtés  <|€fbt  les  mouvemens  planétaires  sont  «iffec- 
tés.  lie  meilleur  moyen  d'y  parvenir  est  de  comparer^ 
ainsi  -que  nous  l'avons  dit  pour  la  correction  des 
masses,  un  très  grand' nombre  d'observations  choi- 
sies à  cet,  effet  aux  longitudes  et  aux . latitudes 
déduites  des  tables  planétaires  calculées  av«C'  lei  élé- 
mens  de  l'orbite  relatifs  à  la  première  approxima-^ 
tiotf  ;  En'  donnant  ensuite  à  ces^  éléh^ens  une  correç-i 


/ 
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lion  indéterminée  y  qu'on  supposera  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  négliger  les  puissances  supérieures  à  la 
première  ^  on  égalera  les  variations  qui  en  résiilte- 
ront  dans  l'expression  de  la  longitude  et  de  la  lati- 
tude aux  différences  que  l'on  a  trouvées  entre  les 
lieux  observés  et  les  lieux  donnés  par  le  calcul.  On 
formera  ainsi  autant  d'équatiqns  qu'il  y  a  d'observa-» 
tions  employées  ;  en  les  combinant  ensuite  par  la 
méthode  des  moindres  carrés ,  on  obtiendra  les  vin 
leurs  des  indéterminées  qu'elles  renferment  y  qui  sa- 
tisfont le  mieux  à  l'ensemble  des  observations.  A 
l'aide  de  ces  données ,  on  corrigera  les  premiers  élé- 
menis  des  orbites ,  et  l'on  parviendra  ainsi  aux  résul- 
tats les  plus  exacts  que  puisse  fournir  sur  cet  objet , 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie ,  le  concours  de  la 
théorie  et  de  l'observation.  C'est  de  cette  manière 
qu'on  a  trouvé  les  valeurs  suivantes  : 

Moyens  mous^emens  sidéraux  des  pUmèêes  pour 
tme  (mnée  julienne  de  365  jours  ^j  ou  videurs 
derïf  n%  etc. 

Mercure n    s=  53334i6''y79 

Vénus Tt'.ss  2106641 9 5^ 

La  Terre n"  =  1295977 ,  35 

Mars n'"  =     689051 ,12 

Jupiter a'*  ::?     109256, 29. 

Saturne.. .....  ..^.  •  «  n*  a=      4^99/^  p  7^ 

Uranus «...••  ri'l  =^      'i5424f  54 

Lorsqu'on  emploiera.  le$  valeurs  précédentes  poui 
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n,  nf,  etc.,  le  temps  t  désignera  Imtervalle  ëcoalé 
depuis  rinstanl  que  l^on  a  choi^  pour  époque  expri- 
mée en  années  juliennes  et  en  parties  de  cette  année. 
De  là  ,  >en  prenant  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil  pour  unité ,  et  en  observant  que  les 
temps  des  révolutions  des  planètes  sont  en  raison 
inverse  de  leurs  moyens  mouvemens ,  dans  le  même 
espace  de  temps  ^  on  a  conclu  par  la  troisième  loi  de 
Kepler,  n^  2,  livre  II,  les  distances  moyennes 
suivantes  des  planètes  au  Soleil. 

Distances  moyennes  des  planètes  au  Soleil ,  ou  demi- 
grands  axes  de  leurs  orbites. 

Mercure a    =  0,38709812 

Vénus a'   =  0^712353250 

La  Tefre a"  =  1,00000000 

Mars. a'"  =  i,5a569552 

Jupiter •  A'^  ==:  5,aoi  i6636 

Saturne a^   =  9,55787090 

Uranus a^*  =  i9,i855o5oo 

Longitude  des  époques^  en   1800  ,  ou  valeurs  de 

tyfl y  etc. 

Mercure ......  6    es  1 10**  i5'  i7",9 

Vénus ^   =  145.56.53  ,  I 

La  Terre i^  =  ioo.a5'.3a,6 

Mars €^  s:  !252.49-5o ,  5 

Jupiter <*'  =    81 .5a.  10  ,  3 

Saturne C  =  ia5.o5.a9,4 

Uranus.; i^*  =  175.50*16,6 
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déduit  des  observations  les  longitudes  moyennes 
nt^  é,  n't^  ^y  etc.y  les  termes  nt ,  n't,  etc. ,  qui 
croissent  avec  le  temps  ^  contiennent^  outre  la  partie 
qui  dépend  du  mouvement  moyen ,  une  autre  partie 
dépendante  du  terme  proportionnel  au  temps  que 
renferme  l'expression  de  la  longitude  des  époques 
€y  ^,  etc.  Or^  cette  dernière  partie  est  nécessairement 
variable,  et  nous  en  donnerons  plus  loin  rexpression. 
Il  résulte  delà  que  les  valeurs  de  n,  n',  etc.,  qui  pré- 
cèdent, ainsi  que  celles  de  a,  a',  etc.,  données  direc- 
tement par  les  observations ,  et  sans  qu'on  en  ait  dé- 
duit les  parties  dépendantes  de  la  variation  des  épo- 
ques ,  ne  sont  pas  rigoureusement  constantes ,  et  sont 
sujettes  à  quelques  légères  variations  dépendantes  de 
Faction  mutuelle  des  planètes.  Au  reste,  les  valeurs 
que  nous  avons  rapportées  sont  celles  que  Laplace 
avait  adoptées,  et  nous  les  avons  conservées  à  cause 
des  nombreuses  quantités  déjà  déterminées  par  M.  Bou- 
vard ,  auxquelles  elles  servent  de  base  dans  la  théo- 
rie des  perturbations  planétaires ,  et  dont  il  eût  Êilla 
sans  cela  reprendre  en  entier  le  calcul.  Ces  valeurs 
ont  subi  depuis  quelques  altérations,  tant  par  les 
raisons  que  nous  venons  d'exposer,  que  parce  que  les 
nouvelles  tables  astronomiques  ont  permis  de  les 
déterminer  avec  plus  de  précision.  On  trouvera  à  la 
fin  de  ce  volume  ces  nouvelles  valeurs  ,*  les  différen- 
ces qu'elles  offrent  avec  celles  qui  pi^èdent  ne  sont 
pas  de  nature  à  altérer  d'une  manière  sensible  les 
résuUats  qui  en  sont  déduits. 

A  l'aida  des .  valeurs  précédentes  de  a,  a\  etc. ,  et 
des  fonnules,  données  dans  le  chapitre  U,  on  a  cal- 
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culé  les  quantités  suivantes  : 

89.  Mercure  et  Vénus  (*). 

*  =  — j  =  0.53516076, 

log«  ^  9.72848423  i 

d'où  Ton  a  conclu 

log  h^x^  =]  o .  33 1 62355, 


(0 
log  h^\^=.  9.71201453  — , 


ensuite 


<*)  <o  <•) 

log^i  =  0.3368948,  log^i  =  9.7822613,  log^,   ss  9.3919713, 

(^  <0  (*> 

*i  =  9»o444o^>       *i  =  S- 7*67169,        bi    =  8.4003272, 

•  •  m 

(0)  <7>  (S) 

hx^  =8.0904909,          hx^  =7.7827091,           ij^      =7-4666749, 


a 


Aj^       =    7.1 057826  j 


log  «  -~~  =  9.6206935,  log  «  -^2~  =  9-8922092, 


*  -^  =  9-7578969,     «  -^  =  9.5682680, 

C^)  La  plus  grande  partie  de  ces  quantités  avait  été  calculée 
par  M.  Bouvard ,  et  rapportée  dans  le  tome  III  de  la  Méca' 
nique  céleste.  Je  leur  ai  joint  celles  qui  étaient  nécessaires  à 
la  détermination  de  nouvelles  inégalités  reconnues  dans  le  mou- 
vement des  planètes.  On  ne  rapporte  ici  que  les  valeurs  loga- 
nthmiques ,  parce  que  l'on  en  fait  beaucoup  plus  usage  dans  le 
calcul  des  perturbations  planétaires  que  des  valeurs  en  nombres. 

Le  signe  —  derrière  un  logarithme  indique  que  le  nombre 
auquel  il  se  rapporte  est  négatif. 

Tome  III.  a5 
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(4)  (5) 

dh  1  db  1 


log  «  -^  =  9.3556636,   log«  -g^  =  9.i3o53a3, 


dbi  dbi 


«  -^   =t=  8.8978883,     «  -^  =  8.6627452, 


«-5^  =  8.4337148  i 


log**  -^  =  9-897»9^5,  log  *•  -g-L.  =  9.8418888, 

«*  -jjT»  =  9.9082265,  •*'SJÏ"  =  97869570, 

«•  —^   =  9.636*375,  «•  -^  =  9.463o638  ; 

log«»_|-  =  o.a388655,  log«'  -j^   =  o.aCegSa», 

«»  -^  =  o.î64o337.  «»  -jji.  =  0.3493404, 

rf.*<«  d'if 

»ï  .^-i-  =  0.3913886,  «ï  -^  =  0.3790579, 

4»i^ 


^f  ,  .  • ,  _  0  3i28i36  ; 

da,* 
«4    .  •    -  0.156583».   1< 

)K  «♦  -T-?-  =  o.8aQ6a3Q 

•<  -T|ï-  =  0.881 1389,    *4  -ji  =  o.93653oa  ; 
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C»)  <»)                                    (*) 

log&3    =  o.6!i47io4,  log&3  =3.035376,      logbs     =:  o.a^54o, 

(3)  (4)                                                            («)         '            . 

é^    =  0.07641 18,  A3  =  g.d$o4423,          ^3     =  9.6^^67506, 

A  •                                                                      A                            .     '. 

b^   =  9-3780470» 


(»)  V)  CO 

^^3  c2A}  (1^1 


logc—j — =o.8d56i33,  log«--T^— =5so.7i8a3o3,  log  «t  — ~— =thS787&a , 


€26 


.  .   .     •  ■    -       »' 


*  -r-  =0.41759815 


-  » 


d'bf        ,  .  -..     d^.:-^^:--r:  .^         >: 


log«*-2j^  =  1.3495903,    log««  -jj^  =  1. 383999» 


Mercure  et  la  .Terre. 


■    ;  I 

■       ■     \    . 


*  ^,  ^,^.  0.3870911a,     .    v'..,\'        - 
log  *  =  gK'S9783aii;  ( 

d'où  Ton  a  conclu 


^'^ 


r  1 


IbJ5è5*i^oJîÎ7«4^, 


log  ^_i  =  9.5794473a  —, 

et  par  suite  , .  , 

logijL    =0.3184766,    logêk     tÉB^.«i3Q8g^,   :iogA,     =9.0798965, 

%  %  IL 

^y  =  8.5899496,  iî-'  ±=>8.tad63d^i  &V  =  7.663o4io, 

s  a  *  ft  . 

»  '  ri,  f  .  f 

W  0)  («> 

hx^    =  7.anpaii,  6^    =6.7581546,  Ai     =  6.^479733  j 

<o)  *;  («)  (a) 

<ÎAi  ,^,)  dAj^  ^^)  <fAi 


log  4-^^1=9. a5|à937,  logte«*^iig.6eQB^o6,  loè^^'^=±=9.4ilia6i 
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dbi^  db^  dhi^ 

log«    —^=9.0885469,  loge -^=8.7394738,  log«--i-=8.376aa38, 

ah  <k 

* ^-=8. 0049615,        *  --jî-=7.635ai38  ; 

rf.if  d'ii'>  d^bf 

log  **-gj^  =9-  îgSQÎ»" .  log*«-j^=9.a63a798,  log»*-^^  =9.5a5io35, 

d.if  d-if  *if 

«•—j-î- =9. 4433705,      «•--j-5- =9.3538273,      et«-3-î-  =  9.oo3a85a; 

a«*  «A*  ««• 

c^sfcj^  «»Oj  d»*2 

log «»-^^  =0.4910738,  log«»-j^=9.5o3Maa,  log«»-~-=9.5oo39o8, 

«3_J-=9. 5773965; 

log^^      =0.4581591,      log&3       =0.1975730,      log&i       =9.8736804, 

»  a  a 

5^^  =9.5340330,    èV^  =9.1868688,     4*^  =8.7878713; 

m  s  • 

logA  *     =0.3935043,   log*— ^-    =  0.0738837.., 

Mercure  et  Mars. 

*  ==  -ij  =  o.354o53i3y 
log  «=  9.4049^*470  > 

on  a  conclu  de  là 

.  ..•. '^»-  .  ^   «•  ;.;  'log^^i  =:  o.3o8oiooa, 

X 


(l) 
log^J.  i  =  9- 40137750  —3 


et  ensuite 


<•)                           <o  (•> 

log  *£     =  0.3083442 >  logij^     =9.4157443,  log  ^2.     =8.6969375, 

0)                                 <♦)              *  (*>  '• 

bi^  .  =  8.o33p^8y          ^i...  =T-7»  36754^3,  .    hi     =  6u68i34i3; 


i-  :> 
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(•)  (0  (•) 

dbi_  dbt^  dbi^ 

\o%  0,  -^=8.84!i4o4i,  \o%m,  -^=9.4374786,  Io0c-^=a9.oioao89, 

«— ^-=8.5o9ao35,        «-^-=7.9821981; 

rf.6f  **;•>  d-ftf 

'°«*'-Sï~°^"S°**"*'  >»«**-3;^=8.6«7a89Ï.  Iog««-^=9.o599375, 

«•-j4-=8.83xaa8i  j 

(0)  <>)  (*) 

log  b^    =  0.3659624,  \o%h'^     =  9.93645»,  log*s  =  9.4347046. 

%  %  % 

Mercure  et  Jupiter. 

*  =  —  r=  o.o744a555, 
log  A  =  8.87172138J 

d'où  l'on  a  conclu 

(o) 
\o%b    i  ^  o.3oi63i», 

~  i 

(O 
log  ^     2^  =  8.8714210  — . 

a  étant   une   très   petite  quantité^  les  valeurs  de 

b  ^  y  bi^  y  etc.  y  ne  pourraient  se  déduire  des  précé- 

dentés  y  avec  une  exactitude  suffisante ,  à  l'aide  des 
formules  ordinaires  ;  elles  ont  été  calculées  par  le 
moyen  des  séries,  conformément  à  ce  que  nous  avons 
dit  n*'  1 8  et  :2 1  y  et  il  en  a  été  de  même  dans  tous 
les  cas  semblables. 

(o)  (i)  (a) 

Jog  £»^     ■■  0 .3016328,     \o%bi     =8.8726282,    log  ^1     ss  7.6199277, 

m'  ï  â 

^1      r=  6.4800069,  bi      =6.7161703^ 
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<•)  co  (•) 

dbi^  dhi^  dbi_ 

yo%tL    ^  «=7  74g'^'o,  log« --^=8.8744317,  logc-^ss7.93iii78, 

db\ 

«-^=6.888ga!i4; 

d^bf  d^b':^  .<.A<;> 

log  Aî*^  =  o.3o64558,    log  4'^  =  9.3533647,    1<^4'^  =  8.3ai8883. 
»  »  » 

Mercure  et  Saturne. 


*  «s  ^  t=  o.o4d58547, 

log  A   =   8.60837067; 

d'où  l'on  a  conclu 

(•) 

log  A_  1  =  o.3oiao88, 
log  6^\  =  8.6o8a8ii  —, 

ensuite 

(o)  («)  (»> 

log  ^1     =0.3012087,     log^j^     =  8.6o8633o,    \o%  b%     =  7.0930887^ 
•  aï 

bk     =  $.600340»; 

<•)  C")  («) 

cf-^f  d-^V^  ./.5<;> 

^«««••a;;^7.»««4M5,  kig«*.^==6.i79^ 

(<>)  <0  (a> 

log  63     =0.3026406,     logAj^     =9.0868340,     log  65     =7.7929517. 

&  ft  » 
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Mercure  et  Uranus. 


log«  =  8.30489»:  i 


d'où  Ton  a  conclu 


\q%  h^\   =:  0.3010743, 

log  i^  =  8.3o48:€6-, 


ensuite 


\o%  Ik?  =:  0.3010695,    log  ji^  =  8.3oi985:,    los  ^^  =  6.485oi»  ; 

loe  «-^  =  6.6ioi64iy    logs-^-  s  8.3o6ig5o; 
lof  &j     =a  o.3oi4a8o,  log&s   =  8.7823514* 

Vénus  et  la  Terre. 


a 
log«  =9.86933789.: 


d  OÙ  Ton  a  conclu 


log  #_  1^  ^  o. 

~  a 

(') 
log  ft     i  =  9.8*75394  —, 


ensuite 


(•)  (O  c>> 

kg  &,     =  •.3777339,     log^i  =9.9740413,    log  6^     =9.7^3958, 
%                                        %  % 

(1)  <4)  (I) 

&i     =  9.509S85O9  &i  =  9^i53736y  hi^    =  9.i3a3iio, 

S  •  • 

&?  =  8.95GM61,  4'^  =  8.78604»,         hV  =  8.6m(588, 
•                                      «  • 


36o 
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log  b^^  =  8.459347a,     log  *i'*^=  8.3o34iai,    lo^b\"^=  8.i5466i4, 

bi      =8.0169498,  iji      =7.89680175 

à  s 


dbV 


db":' 


ai'P 


\o%m,—^=^'0'j^iGifQf  log«-T^  =o.ai58a53,  log  « -t-S-=o.  175^600, 


ah? 


4b? 


-^4-=0. 0996899,  A  «2^  =0.0077835, 


db\ 


abV 


46? 


.9061077, 


*  -3f-=9-79743o7,        *  -2^=9.6846536,        «  -^±-=9. 5677588, 


^^?^ 


«-3^=9-44699î»8, 


dA 


(«0 


=9.3314969,        c 


dA 


1.1891095, 


^^1 


(iS) 

db\ 


«  .^=9.0452489,      —3^=8.8784874  ; 


d^b^:' 


rf.6V> 


^.*r' 


log  «•-2^=0.6069888,  ïog**-2i^  =0.5955340,  log  **-^  =0.6610783, 


.A<'> 


d«*; 


d.*<^ 


.*<•> 


d«ft; 


«•-3;^  =0.6783146,       **-gi7- =o-^8o7<»t      ••"ST"  =0-6548893, 


.*<«> 


d*b\ 


.A<»> 


d*A; 


.£.*r 


*--2-^=o.6i3i433,      «•-gji-  =0.6610666,      «'-jj^  =o.499i9o4. 


d.*?> 


*«-2-7-=o.43iii84, 


d^bV' 


d^b'r 

■ L. 

€/«« 


.3586043, 


dtt» 


.9861098, 


a,*  —-1— =0.9154436,     A*     ,*     =0. 1563565  : 


log* 


d'b? 

I i 


d'b? 


d>b? 


=1.3304790,  ^•*-j^  =1.3366017,  'og«»-T-|-=i.34a9093, 


^i<^ 


=1.3765018,  «»-—•   =1  3996850,  *î_i-  =,.4364694, 
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rf  d^bV  d^h? 

log«î.^=i.43îi479ï,  log«»-5j^  =1.4255955,  log«>-2^  =i.4o653i3, 

d^b"^^  dBA<;->  J.aV'^ 

«'-2^  =1.3774766,      «»-2j^=i.335oo68,     «»-jjî«=i.a7b6ii4, 

«î-j^=i.ao35273,       «'-^  =1.0972706; 

^4fi?>  ^4^<»>  dib'r 

log«4_î-  =3.3476455,  log«4-^  =x3559663,  log*4_i-=:i,36i4438, 

d^b^r  d^b^r  dAbV' 

«4-j^=îi.363o342,      *4-^=2,3675aa3,      «4-2i-=a.38ai94i6; 

ds&?  d^^?>  w;-> 

log*'-^  =3.3411764,  log*»-jl-  =3.3461468,  log*»— ^=3.3504344, 

ds^V'^  d«*V'  W;'^ 

*»-2j^=3.34373o4,      **-2fr  =3.3069397,      ««-2^=3.1651758; 

<o)  (0  (*) 

log  ^3     =  0.9996759,    log^i    =  0.9480163,      log^a    =  0.8684434 , 

s  •  s 

(*)  <4}  (S) 

^^     =0.7748044»  ^1    =0-6724969,  b^    =0.5625368, 

s  a  ft 

^2     =  0.4503606,  b^     =0.3339489, b^     =0.0915573, 

»  a  s 

(*•)  (<0  (i») 

bs     =  9.9645463,  &3     =  9.83i5i59,  bi    =  9.6838249  ; 

%  %  • 

<B)  (4)  (S> 

<i&2  db^  db^ 

log«— 5^=1.6125716,  log «—7^  =1 .5660804 ,  log «e-j^  =  i.5o3o497, 
a*  dék  du 

(»>  <«•)  00 

dbs  db^  db^ 

«—-5^=1.1983763,        A— -p— =1.1112802,         «—^—=1.0232209, 

«-~P  =0.9373535; 


36a 


log«'-^  =a.3oi8o6o,  log««-j2;^ 


-l'-gi— =3.09101175 
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^o^,  log*«-3^=:a.i39o6o7,  log««-2^-=a.i6934i3. 


d'4'>  rf»4^->  d>4"> 

Iog*»-2~-  =3.4354241,  log-t»-jj^  =3.3994095,  log«»-jj^  =3.3595318, 

*'-2^=3.3i83aa8j 

d*bf  d^b^  d44""> 

log*<    .  *    =4.6037529,  log*^-^^— =4-58o283i,  Iog«*-2jr-=4.55aooo7, 

«4-^-=:4.5i586ioi 

a^ô^  d^b^  d^b^ 

logAÎ-rr-j-  =5.8330342,  log*»-j^=5.8i 37304,  Iog««-^.|-=5.795o759, 

*»-^ =5.7860966; 

(lo)  (11)  («■) 

log*5     =i.3oioi37,       log&j,     =1.3087995,  log&5     =i.ii7g^, 

%  a  a 

(10)  (II) 

db^  db^ 

log«— ^— =3.5ao5538,  loge-'/    =3.3701863. 

J^énus  et  Mars. 

«  =  p  =  0.47473330, 

log  «  =  9.67644048  i 

d'où  l'on  a  conclu 

log  &     1  =  o.335i8o3, 

"■  a 

log  ft^  JL    =  9.663649T  — j 

*  a 
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iiisaite 

(•>  (')  (*) 

^hi     =  o.3a83ii8,    logi^     =  9'7'73577,    log  ft^    =  g. 3735344 1 

ft  ft  a 

b^P  s=:  8.8731783,  b^^  =  8.4931373,  b^P  =  8.i35o58a, 

*1     =  7  «7655941,  bi_     =  7.4158073, 

(0)  (0  (•) 

dhi^  db  i_  dbi_ 

3g«--g^  =9.4765)871,  log«--^  =9.8005473,  log*-^  =59.6339451, 


àbi^  dbi  db\ 

«-^=9.3848411,    «-2^=9.1390478,    «-^9:8.8455446; 
d'bf  d'hf  d'èf 

og».-^  =9.6938757,  log«>  .^^=9.6119576,  log««-ji-  =8.799Ï590, 
«•-^^=9.77*5917,       «•  -^1^=9.6548717  ; 

a.ftf  dBif  d>*w 

•««•'-g-r  =9-9«3ï3a6,  log«»-2^=9.9565i47,  lo|«).^^  =9.9419097, 


«»-gj|-=0.05,98765 

(o)  (I)  (a) 

\o%b^     ^0.5469831,     \o%b^     3=0.3635733,     log^s      =  O.I3353o3, 

•  '       »  ft 

63       =9.8589503,  &^      =9.5833393$ 

log  »      *    =  0.6045910. 

Vénus  et  Jupiter. 

«t  =  -^  =  0.13907116, 

log  «=  9.143337x6; 
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d'où  l'on  a  conclu 


log  i^  1  =  o,363i2'j5y 

""  » 

log  *^\L=9,i4ai836— , 


ensuite 


(o>  (1)  (•> 

log&i     =  o.3o3i48i,    log  &j^     =9.1464133,     log  & i^     =  8.i65o365| 
%  %  % 

(I)  (4)  (f) 

^1      =  7.2393765,  bt_     =  6.3144993,   V        b%      =  5.41161971 

<•)  <0  <») 

dht^  db  I  €l&  i^ 

log  *-^-=8.ag|6oi46,  log  <t      *    =9- 1537767,  log  «-^-  =8.4696673, 

A        *■  =7 .7088843,  <t        *      =6.93937 1 3  5 

J.r^°>  j.r<'>  ^L^*^ 

a«&2.  a«^,  o»^, 

log*--^=8.3i48553,  log*'-g;^  =7'7995i87»  log*«^=  8.483807a, 


««— î-=8.oi39749î 


logfr^     =0.3300913,     log  ^3     =9.6363687,     log&s     =8.8753738, 
%  %  % 


Vénus  et  Saturne. 


«t  =  -—  =  0.07533790, 


log  *=  8.8798865; 

d'où  l'on  a  conclu 


Jog  ^^  1  =  0.3016543, 

""  a 
(') 

log  ft     1^  =  8.8795737  — , 
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ensuite 

logi^i*^  =  o.3oi6563,    Jogiî^  =  8.88o8a5o,    logi^    =  7.635735o, 

>.  •  • 

b%^    =6.4116197,  bi    =5. 1553484  > 

(o)  (0  C») 

db^^  db  I  db  t 

log.-gi- =7.7615875,   l0g«-^  =8.8836960,  l0g«-^  =  7.9378074, 

«-^    =6.9146219    i 

d^b'l'  rf.^'^  a.&i'> 

log««-j^=7.768ai5a,  log««— ^=^99'^7a>  '°8*^"3;^=  7-9««>46i  5 

(•)  <i)  (a) 

log6j[    =0.3066643,     log^2     =  O«36i7o5o,    log&3     =:  8.3382771. 

ft  •  a 

Vénus  et  Uranus. 

«  =  —  =  0.03770634» 

log  A  =   8.5764145; 

d'où  l'on  a  conclu 

(•) 

log  ft^  1  =  0.3011843, 
log  ft^'\  =  8.5763374—, 

ensuite 

<•)  (I)  (a) 

logèi     =  o.3oii846,    logftj^    =8.5766292,    log&i     =  7.028mo5i, 
•  «  ». 

bx     =  5.525ii34; 

5" 

(°)  (')  <*) 

dbi  ^1  dbi^ 

Iog--^=8.43i7458,  log -t-^j-=8.57677*4,  Iog«-^==57.3i949'7î 

(o)  (1) 

log^}     =  o.3o24io3,    log  63     =  9.0546947. 
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La  Terre  et  Mars. 


a" 


«  r=:   -T^  =  o.6563oo3o, 

Ol 

log  «=  g.8i7TQ36j 

d'où  l'on  a  codcIu 

logA^j^  =  0.3467287, 
log&_2  =  9-79ï5ioi— , 

et  par  suite 

(o)  (0  (*) 

logfti     j=  o.36qo5oi,     log5j^     =9.9065600,     logi,     =9.6080808, 

(•)  (O  (S) 

ftV  =  9.3514069,  hy     =9.it3853i,  V^      =8.8874485, 

•  •  ». 

^  as  8.6683393,  ^1^  =8.4545400,         }^^  =  8.^6481; 

•  »  ■ 

(«)  (0 


i^? 

,     « 

=  0. 011 555a, 

% 

=  9.6407118, 

A-^  =9.9108710,  «-^î- =9.7813353, 

(«>  <7) 

dh\  dh\  , , 

«-—-  =9.4928378,  <t  --jr-=9.34oia55  \ 

d^bf  d^l^  d^bf 
Iog«'-^^=o.33i8798,  log*'-j~-  =o.3i^xi3,  Joga'-^-^  =  0.3924441, 

d.*?>  j.*f  d.*f      . 

«t»-7-^=o.4i65a44,  *«--j-^=o.3958687,  *«-p^  =0. 3453367» 

cxct*  OA*  a«*                .,,, 

ct»-r-i-=o.a7687i8  ; 

...<**)  ^ajL<'>  jir<'> 

d^b\  d^bj  d^bi^ 

Iog**-j^  =0.9142147,  Iogflt»-j-j- =0.9253683^  lQg«*"^^=Q^iM9«> 

j,rO)  ...0)  ..A<'> 

d^bV  dibi              ^..  d»^^ 

*ï-j~-  =0.9736713,  **-5j|-  "^'-^^  '4^^''  "^'""S;^  =  U02là<i^) 
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<o)  (0  (*) 

logt3       =0.8360921,  l0gÔ3       =0.7579948,  logbl      =0.6438996, 

bs     =  0.5126796,  ^3     =  0.3712996,  bs     =  o.223i5oi; 

•  a  • 

(«)  0)  (0 

db§^  db^  dbs 

log* — =i-.= 1.3 196526,  Jog«— ri— =i.3258o52,  logA— -—-=1.2219588, 

€Ut  dtt  €Ut 

dbV 


et  —rî— =10.9295514. 

La  Terre  et  Jupiter. 


a" 


«  =  -^  =  0.19226461, 
log  A  =  9.2838993  j 

d'où  Ton  a  conclu 

Jog  i^i  =  o.3o5o344» 


et  par  suite 


log  b^^\  =  9.2818785  — , 


<«>  (0  <*) 

log  &j^     =  o.3o5iii8,  log  5 1^     =19.2900413,  log  Aj^     =8.4501721, 

s  •  a 

(')  <0  (0 

^1   =:  7.6547155,  bfi      =  6.89l3l44y  ^J.   =6.1189258, 

bt    =  5.3577377; 

(«)  (0  (*) 

db  I  <i6 1  iib  1 

log  *-5f-  =8.5861991,  log  A  -gi-  =39.3022686,  log«  -g|-=8. 7581084, 

dbt  dbi_  db\ 

«-"2^  =8.i3474i5,  «  ——'  =7.4979»'4f  *  -^-=6.82i5o43; 

^.*?>  d^bV  d^b^:' 


rf.A?> 


^-3=^=^- 


«•-^-=8.4409336  i 
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d^bf'  d«if  d.4-> 

log*»-^=8.oi98i63,  log«»-^=8.3io3335,  log«»-^^=:8.oo36Q73; 

<a)  (i)  (9) 

log^S      =0.3377508,      log*3      =9.7917348,      logft^      =   9. 17084*4, 

•  •  « 

b^    =  8. 5i  10675. 

Za  Terre  et  Saturne. 

a" 

«  =  —    =:  0.10484520, 

log  «  =  9.  oao5486  ; 

d'où  ron  a  conclu 

logi^ji  =s  o.3oaaa28, 


*_  1  =  9.0199505—, 


et  par  suite 


(o)  (>)  (•) 

log&i     =  o.3oai3o3,    log&i^     =  9.oia3583,    log&j^    =7.9181510, 
b^^  =  6.8596126,  4^^  =  5.8201358; 

(•)  <«)  (•) 

«ttj_  d^j_  d&jL 

log* -^  =8.0474891,  log*— ~-  ==9.0259592,  log«  -^  =8.2211887, 

*  -g^  =7«39^4m.î 

d^bf  d.4'>  d.fci'> 

Iogit»-jj^=8.o572429,  log«>-2-j-=:7.4323728,  log*»-^^  =7. 2247379 j 

<•)  *  (0  <•) 

log&^     =  o.3ii8236,    log  53     =  9.5066998,     log&3     =  8.623on4> 
ft  a  s 

La  Terre  et  Unmus. 

Il 

a.  =  — •   =  0.05212866, 
Jog  «  =  8.7170766  j 
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d'où  Ton  d  conclu 

log  b^i   =  o.3oi334i> 

0) 
log  b^i^  =  8.7169391, 

et  ensuite 

(•)  («)  <») 

log  5,     =  o.3oi3a44,    log  bi    =  8.7175166,     log  bi    =  7.3096302  , 

bi      •=■  5.9471101 ; 
a 

(«)  (O  (*) 

db\^  dbi  db\ 

log  «-^^3*7. 4354786,   Jog«-^=8. 7184035,  log  «-^=7.6116640. 

Mars  et  Jupiter. 

*  =  "7^  —  o.agagSaia, 

log  a.   =  0,18289741  --, 

d'où  Ton  a  conclu 

(o) 

log  ^     I  =  0.3102993, 

—  ï 

(0 
log  ^^  £  =  9.4620606  — , 

ensuite 

(•)  (*>  <*> 

Xo^bt^     =0.3107170,     log&i      =9.4813308,     log  ij^     =88248545, 

•  ft  a 

0)  (0  (O 

bx^     =8.2137037,  bi     =7.6276730,  b\^     =7.1027766, 

sas 

bt^     =  6.9018398,  5j^     =  5.9084314; 

%  a 

(*)  (0  0) 

'^^•Tf*"^*^'^^^^*'  log '«-2^=9.5105510,  log«-^-=g.,|a3,5^^ 

«  -gj-  =8.7025675,        A  ——  =8.2333583,        «  -^=7.75,^,47, 
db\ 

A ;î— =7.2573000  ; 

ToMB  m.  a4* 
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log **-2^=9-o6«9959,  log**-3^  =8.8337185, log **-55r  =  9a'>579»i» 

*•  -^  =9.0335699,       *«_^  =8.72811097  ; 

ds^-)  d,4«>  ds^f 

log»'— î-=8.8oo7aoo,log«»-j^  =8.97756113,  log  *ï-g-|-=  8.8ti43845, 

*»— f-=9.i3843i4i 

W  '       -:::  (»)  (•) 

logi^    =  o.388a367,    logftj     =0.0171193,     logft^     =  9«  57698^6, 

â  ft  » 

*1    =9.1070131; 

(•>  <0  (») 

<lfcî  dbz  dh^ 

logat     /    :=o.oo939i9,  log»     ,*  ■  =0.1485263,  log*      ,'     =9.9434603. 

^ar^  e^  Saturne. 

»:=—=:  0.15975187, 
log«  =  9.20344597  j 

d'où  l'on  a  conclu 

logi^  I  î=  o.3o37965, 
•  "à 

(I) 
logA_^  j^  =  9.202o538— , 

et  par  suite 

Jogiî*^  =  o.3o383f9,    log 4'^  =  9.1076487,    log  4*^  =  8.2866i36, 

•  s  ft 

Ib^   =  7.4111144.    *V^  =  6.5566643,    l!^   =  6.7144136; 

ai» 

<«)  (0  (•> 

^hi  dh\  dh\^ 

log«-j£-=8.4i95i43,  log» —-=9.2160695,  log» -^.^=8.5923320, 
db\  dh\ 


«-^^=7. 8913315,   »-2i-=7.it)07899  ; 
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^5f  ^.iV>  rf.i?> 

•'^•'IS?-^*-^^^^^^'  >og<f-2jJ-=7.9858999,  log.'-ji- =8.6089574, 

*»-^=8.ic)9756i  i 
^''S*'-^=7-68i98o7,  logct» -^  =8.o347i3i  ; 

(o)  (i)  (a) 

log  ^3^    =  o.3a6a5o9,     log  b^     =  9.7oi6a95,     log&s     =  g^oooSgoi. 

A  ft  * 

-Sfar^  e^  Uranus. 


a" 


*  =  —  =  0.079^2807^ 
log  «  =  8,899974005 

d'où  Ton  a  conclu 


Jog  b^\_^=-  0.3017148, 

(0 
log  b^\^'=.  8.8996311, 


et  par  suite 


<•)  (0                                       (») 

log&j^     =0.3017171,  log  &i     =  8.901  oo58,    log^j^     =7.6763077, 

%  %                                       % 

CO  (0 

^1^      =  6.4969196,  b\_     =  5.3377840; 

a  a 

<•)  (0                                             (•) 

db\^  db\^    •                                  db\_ 

log  «t  — ~— =7.8o3o385,  log*  — -j?— =8.9o3o654,  log« —7^=7.9785106, 


d«. 


dit 


:=6. 9785033. 


Jupiter  et  Saturne, 


«  =  —  =  0.54531735, 

log  *=  9-73664939; 


2/^.. 
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d  où  Ton  a  conclu 


(o) 

log  ^__  I  =  0.3327780, 

'og  h^  I  =  9.7195076  — , 


et  par  suite 


(«>  (')  (o 

log  &i     =  o.3385o3i,  log&i     =9*7938403,  log  ^j|^    =9.4110097, 

•  »  s 

<*>  <4>  (0 

bi^     =  9.071790a,  hi     =  8.7534495,  il     =  S.iH6o6Qf 

•  •  •  . 

(O  (7)  (*) 

*/   =  8.1440915,  ht      =  7.84807ÎII,  i,       =  7.5543316, 

•  *  • 

(9)  00  (*>) 

bi^    =  7.a5663i4y  &£  =  6.9361  ii3,  bi     =  6.5o8a6o3; 

•  ft  * 

<•)  (')  0) 

db  I  dbi  dh\_ 

log  «  -^=9.6444847,  log«  -gf-  =9-907835^»  ïog«  -3f-=9.78oo748; 

(3)  (0  <') 

<tôi  </&£  <2&j^ 

«-2^=9.5979148,  * -^  =9-393o307,  «-^=9-1755349, 

db  I  </5 1  db  I 

it-~-=8.95oi83i,  «  .^-=8.7190065,  « -j^  =8.4861615, 

(9)  (*0 

tfffr  I  dbt^ 

a  --t-=8. 3563543,  it  -3^=8.0433959  ; 

d>ftf  cf«ft<;>  d.*f 

log  «•  -2;^=9-93i97"»  *og**-3ir-  *=9'88o3i34,  log  a*-^  =0.0199695 

ci.4'>  rf  d>4'> 

*«  ^^=0.0315187,  «•-2^=9-949789»»  ••"S?-  =9-8354851, 

«•-2jr=9-^^48,  «*-2j7-  =9  5318879.  ••— ^  =9.3544566 
*«-j-i- =9,1591613  5 
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d»4f  d'b^^  a.if 

lo^W»   \^    ==0.^1937600,  Iog<t^    ,  \    =0.3 193^35,  log«>-^-|-=o.3i8aioi, 

d.tf  d3*f  d'bf 

*>-j^  =0.3990117,       «'-^jf-  =o.44«88oo,       «»-^  =o.43i5o4o, 
d't?>  d'bV  d'6? 


«»^  =0.3848435,      «»-^  =0.39,5474,  «•-^=0.1906973; 

-<                             d4i<">  d46<-> 
'og»*-^  =0.8739478.  '°8«*-^  =0.8706088,  log«<-g-:j-=o.8873ï49, 

rf4if                               rf^if  rf4i<'> 

«4--~— =0.9001709,       *4-^~ =0.9635534,  «^-^^=1.0017^1  î 

44a|>  d*bf 

**-3-^-=i.oao9a3a,      **— -~-=n. 0109006  ^ 

Co)                                           /i)  (*) 

£i5&V                      ds&V  d^by 

logA*- j^    =1.5568463,  log**-^-|-  =1.5602830,  log«»— —-=1.565 iiao, 

jsi?>                                   ds4^>  rf 

*«-25-='-^786o49,      ««-^-jjT-  -i.5cje6458,  * «-^^=1.6399468, 

*«^=i.6433843s 

<•)                                      (0  (») 

Jog  &3     =0.6393358,    log  5 ^     =i  0.6031767,  log&s     =  o.3i85o8o, 

<*)               (0  (*) 

èj  =0.1134966,     Aj.  =9.8943636,  ^2^  =9*6684399, 


9 


s 


<«)  (7)                        (8) 

^3   =  9.4371619,  A3   =-  9.3008490,     b^     =  8.965164^9 

a  &                    * 

^3   =  8.7317660^ 

(o)  (0                      (•) 

db^  db\                                    db:i 
iog  A  "^T"  =0' 9034 '4^1  log  «       *    =0.919634^9  'og  *  ■  j^    =  0.8643731, 


374  THÉORIE  ANALYTIQUE; 

db:i  dbs  dbj 

log*  "-^=0.7618983,    loga  -^=0.6288690,  log*  -gj^  =0.474668», 

(6)  (7)  (•) 

dbV  dbV  dbi 

«-—-=0.3060282,         m.  -j-î- =0.1215541,         *.      *  ■  =9.9308850; 

d^bf  d'bf  d'bf 

log«' -3^=1.4586594,  log«'-3ji-=i. 4506437, log«*-j^  s=i.44a68io, 

d.4'>  *if  d.^" 

«•-^=i.4h3j9»,       «•-—-=1.348839»,      a'    j*.   =1.9593505, 

«•-gj^  =1.1498359,      ««-2^=1.0364963; 

d'bf  d.4'>  dî^*^ 

log«'  -jA;-  =»•  •39o5C7,  Iog«>  -^-A-s».  1391087,  log«>       '    =a.  1 184890, 

d'if  d>lf  d^bf 

<t'-T-^  =xio5i4i4>      *'"^ — =2.0795771,      *'-^--=a.o336883, 

«»-^^=u969549o. 

Jupiter  et  Uranus., 

«    =    —    =    O.27II2980, 

log  «  =-  9.43317732  5 

d'où  ron  a  conclu 

log  *  j^  =  0.3089757, 

(*> 
log  ft^i  =  9.4a9ï3o3  —, 


et  par  suite 


(o)  (0                                                                   (») 

log  Aj^    =0.3092807,  log&j^  =9.4455513,    log^j^     =  8.755i58i, 

A?^  =  8.1098821,  A^/^  =  7.4854233,     *?^  =  6.8721553, 

i"  i                    a 

bi     =  6.2638754» 
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(?)  (0  (*> 

db^  dbi  db%^ 

logit-^  =8.9036025,  log«-^  =9.4704249,  log*-^=:  9.0703966, 
rf*f  éb?  HbV 

«-^=8.5957359,  *-^  =8.0952766,  *— ^    =   7.6209882, 

^•if  d<  d^l^ 

*og«*-^;^  =3. 9747281,  logit*—î- =8. 7206193,  logflt»-^-^  =9. 125339a, 

d^bf 
*'-^=8.920799i  ; 

dn":^  rf»5f  c/»4'> 

log««-^-^=8.6763224,  log*»-^=8.8447846,  log*ï.^j-=  8.7348045; 

(0)  (1)  («) 

log63     =0.3752946,    log5s     =9.9725705,    logft^[    =9,4985660,. 

•  a  a 


(S) 

*1      =  8.9967743. 


Saturne  et  JJranus. 

m  =  ^  =  0.49719638, 

log  A  =  9.69652803  \ 


d'où  Ton  a  conclu 


(•) 

log  b     2  =:  0.3274903, 
0) 

log  &   _!  =  9.6824310 , 


ensuite 


(o>  (0  (•) 

\o%bx^     =  o.33i3i39,    logftj^     =9-7419446,  iog^i.    =9.3187163, 

(»)  (<)  (O 

bV  =  8,9386898,   &i  =  8.5787423,  b\    =  8.2301934, 

A  s  » 

(6>  (7)  («) 

èjL  =  7.8880G71,     bi^     =  7.5467277,  ij^   =  7.1894903; 
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<•)  (•>  C») 

dbt^  db\_  dbt^ 

log«  -2^=9.5309837,  Idg* -2^=9.8344534,  log«  ^=9.6738518, 

O)  CO  <«) 

dbi^  db%_  dbt_ 

A  -r^  =9.4546038,        A  —7i-=9. 2113386,        A--J5-=  8.9550935, 
a  A  dét  tut 

<«>  <7) 

ab\  dbV 

«-ji-=8 .6912805,        *-2~-=8.4a6o33o; 

rf  d'4'>  rf>4'> 

logit«-2jj|-  =9. 7^'o4o>  ïog**-jj7-=9%79^7«»  log**-^^  =9- 8690532, 

d-If  «/.^^  **f 

«•-t4-=9-85ï63m,      «>-r-l- =9.75063^5,     ••-j-L  =  9.6oi6a37; 
«•-^=9.4113955; 

d'if  d>i<;>  d3i« 

log*î--T-j-=o.o34oi73,  Iog«5-T-|-=M .07087 10,  loga»      *   =:o.o638863, 

*'-2^=o.  i65a822,       *»-2;^==°'*Q^'493,      *»-2;^=*^'736498i 

(•)  (0  (>) 

log&3    =  o.574i36i,    log&s     =0.4061981,    log^a     =0.1848201, 

bV  =  9.9405688,  4^^  =  9-6835549,  4'^  =  9.4185433» 

a  »  â 

^A^*^  ^A<'>  Jl^<^^ 

ao^  oAj^  ^^2 

log* -^=0.6858247,  log*-^-c=o.5563a47,  log* -^=0.391 1789, 


^"^^ 
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CHAPITRE  XL 


Expressions  numériques  des  variations  séculaires  des 
élémens  elliptiques  des  orbites  planétaires. 

go.  Nous  nous  occuperons  dans  ce  chapitre  et  dans 
les  suivans  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  inégalités  des  planètes  résultantes  de  leurs  at- 
tractions mutuelles.  Nous  commencerons  par  les  va- 
riations séculaires.  Dans  le  chapitre  VIII  du  livre  H, 
nous  avons  donné  l'expression  analytique  des  inéga- 
lités de  ce  genre  qui  affectent  chacun  des  élémens 
des  orbites  planétaires;  nous  allons  maintenant  ré- 
duire ces  formules  en  nombres.  Pour  cela ,  il  faut 
d'abord  calculer  les  valeurs  des  quantités  que  nous 

avons  désignées  par  [^a^a'']  ,     a,a'l ,  etc.,  Ça^a^^ 


/a,  a'^  ,  etc.  On  a  d'abord  déterminé  les  valeurs  de 

[apcT],  fa,a'l  «  au  moyen  des  formules  du  n*"  65  du 

livre  II I  dans  lesquelles  on  a  substitué,  à  la  place 
de  {a,  af)f  (a,  a'y,  leurs  valeurs  en  fonction  des 

quantités  b^^i  »  ^-^i  >  V^^  ^^*   ^*^  calculées  précé- 

demment.  En  effet,  en  comparant  les  développe- 

i_ 

mens  des  fonctions   (a*  —  2aa'  cos  ^  +  a'* )*    et 
(i  —  2et>  cos  ^  +  a*y  ,  on  a 
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I      («)  co 

(a,  a')  =  - a'ôjy  ,         (a,aj=^  cfbjt^  ; 


on  trouvera  ainsi 


[fl,«T    =- 


3m'nat*b^i^ 


3m'/i«     (i  -h  *•)  &    1   -^  -*i    I 

r^i  = ^ — ^ — i|_2_ziJ. 


Lorsque  les  quantités  [a,  a*^  et  \a^a^    seront  dé- 


terminées, on  en  conclura  les  valeurs  de  [a!,  a]  et 


a', al  au  moyen  des  équations  suivantes,  données 


n"' 65  et  69,  livre  II, 


On  pourrait  d'ailleurs  calculer  directement  les 
quantités  [a,  a']  et  [a, a'  par  les  formules  sui- 
vantes,  n^*  53  et  63,  livre  II, 

En  substituant  à  la  place  de  A^*'^,  A^*^  et  de  leurs 
différences  leurs  valeurs  en  fonction  des  bl ,  iV^  et 

a  a 

de   leurs  différences,   quantités    dont    nous    avons 
donné  les  expressions  numériques  dans  le  chapitre 

précédent,  les  fonctions  [a,  a']  et  ra,a'l  se  trouve- 
ront exprimées  au  moyen  de  quantités  connues. 

Si  dans  les  formules  du  n"  74  du  livre  II  on 
substituait  de  même  à  la  place  de  (a,  d)  et  de  (a,  a'/ 
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leurs  valeurs  précédentes,  on  exprimerait  également 

les  quantités  Ta,  a'\  (a,  a'\,  etc. ,  en  fonction  de 
^-1 ,  l\^i  ;  mais  il  est  plus  simple,  pour  les  calculs 
numériques^  d^exprimer  ces  valeurs  en  fonction  des 
quantités  b^P  y  èî\  etc.  En  négligeant  les  puissances 

2  a" 

des  excentricités  supérieures  à  la  seconde^  on  a^ 
n*  74,   livre  II, 


di        i        dF  ^    dF 

--  =5  -  ane  -r-  —  aa*/i  -7"  • 
dt       ^         de  da. 


On  a,  n°  53,  livre  II, 

H I  A<0  —  a  — T a»      .         1  eer  cos (•'^  —  »). 

a.  \  d^         2         da*    J  ^ 

La  fonction  (/?' — 'PO+Cî'*^)*  ^^*  '^^  carré  de  Findi- 
naisonde  Torbite  de  m!  sur  celle  de  m;  cette  inclinaison 
est  constante  lorsqu'on  ne  considjère  que  l'action  mu- 
tuelle de  ces  deux  planètes  :  sa  variation  est  donc 
nulle,  et  cette  fonction  ne  produit,, par  conséquenti, 
da,ns  l'expressipu  de  cTg,  que  des  termes  proportion- 
nels au  temps  t ,  que  l'on  peut  négliger  puisqu'ils  sç 
confondent  avec  le  moyen  mouvement  dans  l'ex- 
pression de  la  longitude  moyenne.   En  substituant 

donc  pour  x"  ^*  T"  leurs  valeurs  dans  ^  ^  on  aura  ^ 
comme  dans  le  n^  74  du  livre  II , 
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£n  'SiippO90nt  id 


dA(9) 
da    » 


"3ÏÏ"/ 


/ 7X  rn'n  /        rfA(o)  .  ,   ,  ££*A(o)   .     /rfiA(o)N 


«2fj3- 


da 


Si  l'on  substitue  dans  ces  expressions  ^  à  la  place 
jj^(o)    j»A(**) 
de  A^*^, -^— ,  '^~9  ^*C'  >  leurs  valeurs  n®  :24>  ®^'^ 

se  trouveront  exprimées  en  fonction  de  &P,   h? ^  et 

3  a 

de  leurs  différences  relatives  à  a. 

Au  moyen  de  ces  formules  et  des  valeurs  numé- 
riques rapportées  dans  le  chapitre  précédent ,  on  a 
trouvé  les  résultats  suivans,  dans  lesquels  (i  ^y^j 
(i +jx%  etc.,  sont  des  coefficiens  indéterminés , 
par  lesquels  on  a  multiplié  respectivement  les  masses 
de  Mercure,  Vénus,  etc.,  que  nous  avons  adop- 
tées, afin  de  pouvoir  corriger  immédiateaient  ces 
résultats  à  mesure  que  les  observations  feront  con- 
naître pins  exactement  les  Valeurs  des  masses  pla« 
nétaire^. 


la,'  oT] 

[a,  àr\ 

[a,    «▼] 
la,  av.] 


=  ( 
=  ( 


+ 1/  )  a%9io335, 
+  #*"  )  o",80i538, 

+  /*^  )  o",o77o59, 


£ 


E 


tfVi 


(i  Mf*  A*"  )  oM?>9o8, 
(I  Hhiu^)  o^oo88i4, 

(i  +  A*^  )  o%oo39o8, 
(i  af.  j{4Ti)  o*  QO0045, 
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[y,  «]  =(n-  A*)  oV»4:9î)3, 

la\   a"]  ==  (i  -+-  At'O  6",86oiia, 

[o',  a"]  =  (i  +f«*^  o'',ioao48, 

[a',  a^]  =  (H-  f«-)  o",  198360, 

[fl',  «▼«]  =  (i  +  ft^O  o",oo474o, 

[a",    a]  =  (i  -f-   ^)  o^ioBSoe, 

[a%    lO  =  (I  +  ,/)  5',i74o37, 

Ia%  «•]  =  (1  +  ^■')  o',îi982a8, 

[a*,««n  =(i,+.^.T)  7^34655, 

[a%  a^]  ==  (i  +'  iu^)  0^,325649, 

la^^aJ']  =  (i  +ft^')  0^0077^3, 


k>  ^^^]    = 


["^7"^]    =  (i  +   iu)  o",a878C)5, 

(I  +iu")  5%7ii9oo, 

=  (I  +  f*")  0^058717, 

=  (i  +/u'Oo",7a5377, 

=  (i  +  A*^)  o",oi8788, 

=  (i  4-/*^«)o",oooaa4> 


=  (i  +  A«)  o^o49099f 
=  (ï+f**)  4",3o8oa7, 
=  (!+/«•)  o*,aa93î6, 

=  (i  +  f*«0I^68^79». 
=  (i  +  /*▼)  o",o4î58o, 

[ôV^    =  (i+ft^0o'',ooo5o4. 


L«^»    a] 


=  (l  +      fA)   0^019797, 

=  (1  +  fO  o",468978, 
z=z{i+fi'^  I^8I7î»8, 

=  (I  -f^«0«4^59l3a4, 
=  (1+/*^)  o\6a9736, 
=  (i  +ft^«)o",oi46îi5, 

=  (i  +  A*)  o",oooa4o, 
=  (i  +  ftO  ©•,oo4o9i, 
=  (i  +  /«•)  o^oo9Ia3, 
=  (i  +  fc^)  o^jOoSioS, 
=  (i  +  A*^)  7%367îï8o, 
:  (i  +/«▼«)  ©"jïoSaoa, 


^rg  = 


a    f  a 


(1  +  f»)  o^ooGaBS, 
(I  +  iuO  o«,a6985i, 
(i  +  A**)  l^397369, 
(i  +/««▼)  5',a8429a, 
(1  +  fiC)  o'',ia5346, 
(i +/«▼«)  o^ool45I, 


(i  +  f»)  o",ooooaa, 
(i  +  /*0  o*',ooo709, 
(1  -H  yu*^  o^ooaiSa, 
(1  +/*•)  o*',ooiia5, 
{I+^-)4^8I5454, 
[0^^^]=  (1  +!*▼«)  oV353ï9, 
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j^a%  à]  =  (i  4-   fil)  o",ooooîi9,  \a%    a]  =  (i  +    f^)  o^oooooi, 

[a%  «']  =  (»  +  f*')  o*,ooo477,  \a\  a'']  =  (i  +  f/)  o",oooo45, 

[av,  a"]  =  (i+iu'O  o''»<x»«o39,  [«^^J  =  (i  + /*")  o>ooi36, 

(;a%  «'"J  =  (i  4-iw"0  o",ooo»3o,  f^^,  a*^]  =  (i  -hfJ^  o*,oooo66, 

[fl%  «»«]    =  (i  -fft^O  o",386656,  [^îifï']    =  (ï+/*^0  oV3aa4i, 

[fl''»,     a]  =  (i  4-   fe)  o^joooooa,  [î!ll2__?l  =  (^  +  f*)  ©"^oooooo, 

[av»,    a']  =5  (i-+-  ^uO  o",ooooîi,  [ct^S  n'J  =  (i  -f-  ^')  o*',oooooo, 

[av»,   fl"]  =  (i-f  iu")  o",oooo89,  [^ÎÏZZ]    ~  C^+A»")  o>ooooi, 

[flvi,  û«]  —  (,  4-^«^  o'\ooooa8,  [«EI^]  =  (1+/*'^  o^oooooS, 

[«VI,  û»^]  =  (i  -fft'^)  o^joSiSoS,  pf'^Sa'M  =  (ï  +/*«▼)  o",3ia66i, 

[û^s   a^]  =:  (i-f/x^)  ï^39099o,  [«HZ^]   =  (l  +  f*0  o%83548a. 

gi.  A  l'aîde  de  ces  valeurs  et  des  formules  du  cha- 
pitre VIII  du  livre  II,  on  a  obtenu  les  résultats  sui- 

vans,  dans  lesquels  ^7  représente  le  mouvement  si- 
déral en  longitude  du  périhélie  à  l'époque  de  i8oo 
et  pendant  une  année  julienne  de  365^,25;  -j-  est  la 
variation  de  l'excentricité  à  la  même  époque  et  pen- 
dant le  même  intervalle:  -^   est   la  variation  an- 

nuelle  de  Tinclinaison  de  l'orbite  à  l'écliptique  fixe 
de  1 8oo ,  -r  la  variation  annuelle  de  cette  même 

al 

inclinaison  à  Técliptique  vraie;  ^ est  le  mouvement 

annuel  et  sidéral  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  sur 
l'écliptique  fixe  de  i8oo ,  et  ^  le  mouvement  an- 
nuel et  sidéral  du  même  nœud  sur  l'écliptique  vraie. 
Enfin  ^  comme  nous  l'avons  dit,  fi,  fi',  etc.,  repré* 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  383 

sentent  les  corrections  dont  sont  encore  suscepti- 
bles les  masses  planétaires ,  ces  cœfficiens  devant 
être  supposés  égaux  à  zéro  jusqu'à  ce  que  le  temps 
et  les  observations  attentives  des  mouvemens  pla- 
nétaires aient  permis  de  les  déterminer  avec  exac- 
titude. 

Mercure. 

—  =  4%8i5i46  +  a*,874oo8/  •♦-  oV5747if*''  +  o'',oîi88i4/m"' 

+  i*',5795i8/M«^-<- o*',o76oa7/«^ -f-  o*',ooi853/«t«, 

-j-  z=s  o*',oo63a7  •+•  o" ,o\o^\'Jia'  ■4-  o',oo3oï8/«*  —  o*,ooo8o5^^ 

•*—  o%oo637i^«v+  o" ,f>ooo5^(jty  -f-  o*,oooooa^T», 

^  =  —  o^lI55a8  —  o'',o833g4/  —  o^ooooBv*'  —  oViigoaQ»»^ 

—  o',oo3o65fiv  —  o%ooooiifi^*, 

.  ^  =  —  4*,3o66a5  —  I  ",68 1273^'  —  i*',oaa43V  ""  o^joaoôgcyu* 

—  i',4i36a3^«^—  o^o66934u▼  —o'',ooi67  !/»▼», 

^'  =  -f-  o",  174077  +  o*,o64865/  -h  o',ooo3oaM"'+  o^o9897%*«^ 

-I-  o%oo988g|«v  +  o'',oooo3%^', 

^'  =  —  6'',686635  —  o^îo35o6^  —  3*,8663i9^'  —  o^aSSSÔ^' 
—  o'',o984a%^— a*,ai4ï3si'*'^-^^"*94%*^—  o*',ooa4a7/«^' . 

F^éruis. 

^  =  -  i",956i7a  —  4",o20954^  -  5',39778fi^*'  +  o%834a8v^ 

H-  6''.544997/««^-4-o',o79738/«^  +  o',oo3554f«T«, 

-3-  =  —  o*,i3356g  —  oV4î73af«  —  o'',o47oi4fi*  —  o^ooaiggni^ 

—  o*,o3o95s^«^— o*',ooo67%6tv  -f-  o^ooooot/u^», 

£2!  =  —  o'',oi546«  -f.  o*,oa66Q7i«  +  ©•,00147^'  —  o^o38349/»«▼ 

^'  =  -  9%33i95o  +  o^36479^  -  «•,8601  las^"  -  o^o5îi833^ 

—  a^698Ial/»«▼— ©•,o8îioi%*v  —  o%oo366^v', 

^=  -h  o*',o47io6  +  oVio46o^  -  o-',o<»84i/^  -f  o*,aa6i47^»^ 

-♦•  o*,oo334ï/«'—  o',ooooof^v«, 
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^    ^      ii'',i748i5  ~  o',4385i3^    +  3',6454o2f»' 4- 0^8766x1/^ 
-T-  =s  —  o^jogoSIS  —  o*,oo4386f«    -f-  0^,014419^'  —  o*',oi9o48^^ 

Mars. 

^  9      l5«,^Ô456^  4-  o*/)iaG45iM    -f  ^4^f^  -h  i%9^w»f^ 

4>i9%4fi357^'T4-  0^,6S3M^  H-  o«,oif»tiVS 
—  s  +  o^^iSaffiS  -f  o*,ooîa3l4M    -^  o',<HX>74V  +  o*,oîiog6fi^' 

-^  o%i5933%i«H<^  o*,ao6!i86lu^  —  o*,oôooi%i'« 
îi^  :si  —  o',9g0M(6  +  o^oooody/i    —  o*,oi356i/  —  o«,a58o5y*« 

—  o*,oa46^A*^  *—  o*;oooo83(fi^«, 
:^  =  —  9",65iô75  +  o>56oSt^    -^  o^3o483<v*'  —  l^8I7aIV' 

—  7^,933ia4u«T—  o*',a5347SK^^  —  o*,oo9o3%t*«, 

2t  es  _  o'.oigoaS  —  o*,ooo367/u    +  o*,ia6oao//  —  o^i3364tui>v 
at 

^  ±=  — 33'',«)i4o8  —  o*,34o5a3^    —  8*,a3aa7V  —  i',8i72i|^i*' 

— '  ô'^,îi98al%»*'  — ïI^I43Iît4ft«♦—  o%448o4a|KV 

Hr  (f^Mg^f^OfJ^  "^  6f,awaoc^«v+  o*,i365i9^''', 
•^  ^'«oooo^ief^  -^  d<',a64494/u"  +  o'.oooGScyt"' 
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^  s=      6%i77646  +  o*',ooo543/c  +  o^ooSSgS/  —  o*',oo9ia3|i*' 

—  o",ooo34a/*"'4-  e*',a3oa67/*^  —  o'',o49!i94/*v«, 

-^—  =  —  o'',aio8o3  —  ©",010034/*  —  o",!  22419/*'  —  o"  ^qo'jiS^  fi" 

—  o",07i6a8/tv-f-  o',ooo565/*^«, 

^lI  =  — i4*,3i3783—  o",336i5o,tt  -12^244061/  —  o^oo^ii^ix" 

ut 

—  o%a65625/*"'—  7',o34l657/u«^+  5',62g23<vcv 

—  o',o53398/*^«. 

Saturne. 

-—  =     îCjO  17572  4-  o'',oooo24/*   -♦-  o",ooo473/*'  -4-  o^oooggQ/A* 

at 

-I-  o",ooo379/**'+i5*,6679i  !/*'▼+  o*,347786/*^«, 

-y-  =  —    ©",640259  —   0",000000/A    -#-  ©"jOOOOOO/a'    4-  O^yOOOOOO/A* 

—  o",ooooo6/a"'-'  o%65o856/*«^+  oVio6o3>i^', 

•^  =       o",ioo463  -I-  o",ooooo3/i  -|-  o*,ooooi7/t'  -|-  o^ooooo^u* 

4-  o*',o97i52/«»^4-  o',oo328a//^«, 

-j-  =  —  9^137009  4-  o',ooooo4/A    +  o'',oooo4i/*'  —  o^ooicSg/t" 

—  o'',ooo223/**'—  a",84a36g^>T—  o%293423/ftV>, 

3^  =  —  o",  142 167  —  o",o"6o9/i  —  o%  184655/  —  o%oo8573/t"' 

+  ©'',059454/*'^+  ©'',0032l6/(tV«, 

î^  =— i8'',9oi323  —  ©•,ii884i/t   —  5",6i7953/*'  —  o^ooioSg^" 

—  o%09663fiiu«'~i2"4459i8/t«»—  ©",325649/»^ 

—  o",295285/(i^». 

Uranus. 

— j— =       2*',4i5526  -f-  ©",000003^4    4-  ©•,000041/»    -♦-  ©"jOOOoSS/x* 

+  o'',oooo33/*"'-»-  i",2^73o6^'^-#-  i*,i88o56/*^, 

-T—  !=  —  ©",©51982  ©",©©©©©©/»     ©",0©©00©/A^    —  O",©©©©©©/** 

+  ©",©©©0©©^* —  ©'',oo6o33/««^ —  ©',©45949^1^, 

^—  =  —  ©",©47261  -#-  ©*,©©©©©©/«    -f-  O" yOQOOOO i$f  +  o*,©©©©©©//* 

—  o",©©9i79,tt«^—  o*,©38o8s^T, 

-^  =       2'',5962©3  -f-  ©*,©©©©i6/A  -f-  ©",©©©139//  —  ©",©©©o8au" 

4-  o",oooo3!^"'-#-  o",497753/*»ir-f  2*,©9835s^y, 

Tome  III.  !i5 
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=       o*,o3i98a  —  o*,oo5777yK  -f-  o*,oioio3//  —  o^oo^S^* 

^  =  -33%  197370  —  o%838e3i8^  -aa^egSgSiyK'  —  o*,oooo8ftu'' 

—  o*,64i336^^io*,!i97o65/t«^-#-  i*,a8i45a/*' 

—  o%oo77a3/t^«. 

Les  formules  precédentes  ne  renferment  pas  les 
variables  qui  déterminent  les  déplacemens  de  Téclip- 
tique  ;  pour  éviter  les  diviseurs  qui  se  réduiraient  à 
zéro,  il  a  fallu  recourir  aux  formules (9)  et  (10)  du 
n*  44  9  lîvf^  !!•  ^^  ^  supposé  ainsi 

p" = tang  ç"  sin  a!',     ç"  =  tang  ^"  cas  a", 

et  Ton  a  déterminé  les  différences  -j- ,  -^  par  les  fo^ 

mules  (c)  du  n^  69  du  livre  II.  On  a  trouvé  ainsi 
pour  Fépoque  de  1 800  : 

^  —  s  o*,o64gGb  -h  o^/ioSSXfn  4-  o^oSooij/c'  +  o%oo63<ri/<' 

—  o'',o236^*^—  o",oo6670/cT  4-  o'',oooo3i^»s 

^=  —  o*,488566  ^  o'',oo9i39/4    f  o^^gSgQi/  —  o'',oo7ioi/ 

—  o",!  59672/»  •▼—  o*,oi656^^  —  o%oooioo/i«'. 

On  aura  ensuite ,  en  prenant  pour  plan  fixe  ce- 
lui de  Técliptique  de  1800,  et  en  nommant  t  le 
nombre  d'années  juliennes  écoulées  depuis  cette 
époque, 

y  ^^-^-+-1.2  ^l'- 
on pourra  ne  considérer  que  la  première  puis- 
sance du  temps  dans  ces  formules  tant  que  t  ne 
dépassera  pas  5oo ,  et  Ton  pourra  rejeter  toutes  les 
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puissances  supérieures  à  la  seconde  lorsque  t  sera 
moindre  que  1206;  on  le  fait  même  relativement 
aux  observations  les  plus  anciennes  qui  nous  soient 
parvenues,  à  cause  de  leur  imperfection ,/?"  et  ç" 
étant  déterminés  y  on  en  déduii^  ^''  et  af^  au  moyen 
des  équations  précédentes^  et  Ton  aura ,  par  consé- 
quent ,  la  position  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à 
Técliptique  fixe. 

92.  Ce  que  nous  disons  ici  relativement  aux  quan- 
tités //  et  q'  s'appliquerait  également  aux  varia- 
tions de  l'excentricité  et  du  périhélie  de  l'orbe 
terrestre,  et  à  celles  des  éléments  des  autres  pla- 
nètes. Lies  formules  précédentes  suffisent  donc, 
comme  on  la  dit  n"*  64,  livre II,  aux  besoias  actuels 
de  l'Astronomie;  mais  les  progrès  futurs  de  cette 
science  et  le  désir  de  compléter  sur  ce  point  la 
théorie ,  exigeaient  qu'on  déterminât  les  variations 
séculaires  des  élémens  des  orbes  planétaires  par  d^ 
formules  qui  pussent  embrasser  à  la  fois  les  siècles 
passés  et  les  siècles  à  venir.  Pour  cela,  il  fallait 
appliquer  au  système  solaire  les  formules  des  n**  64 
et  69  du  livre  II,  et  nous  avons  vu  que  c'était  en  effet 
le  seul  moyen  de  résoudre  d'une  manière  rigou- 
rease  l'importante  question  de  sa  stabilité.  Les 
masses  des  planètes  et  les  élémaos  de  leurs  orbites 
soat  aujourd'hui  assez  bien  connus  pour  permettre 
cette  application;  mais  les  calculs  qu'elle  exige,  lors- 
que l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  princi- 
pales, sont  d'une  extrênie  longueur  :  j'ai  osé  je  pre* 
mier  entreprendre  ce  pénible  travail ,  et  voici  les 
résltltats  auxquels  je  suis  parvenu. 


w 
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Au  moyen  des  valeurs  données  n®  90^  et  des 
formules  (q)  du  n^  64»  livre  II ,  on  a  formé  les 
sept  équations  suivantes  (^)  : 

(a—  5*,576ao)M    +i",87009M'+  o',457i9M''  -H>%oo88iM*+o%i48i6M'v 

-f-  o*,oo39iMv  -f-o^oooooSM^'sro, 

(A— i2%3!i65a)lVl'  -K)",a7i37M+  C%i7497M'' +o*,o587iBI^-H)',7a538M'^ 

H-  o',oié79M^  -Ko",ooo!»M^»=o, 

(A-ia-',93787)M"  -f-o^c^ÔQQM -f- 4",3o8o3M'  -M^aaQSaM^-f-i^edaSoM»»! 

+  o^o^aSSM'  -fo",ooo5oM'^'=o, 

(fc.-.i7-',68788)M*  -4-o%oo588M  -+•  o'',!i6985!d'  -f-i*,5io65M^-h5%!i84a9M«^ 

+  o",ia535M^-f-o*,ooi45M^«=  o, 

(*—  7*,48977)M«^-H>',ooooaIVH-  o",ooo7iM'  .4-o*',ooa,%M*'-H)'',ooii3M' 

+  4'',8i545M^  -H)%o3532M^»=  o, 

(A— i8",5i775)M^  -^o",oooooM+  o^ooooSM'  -H)'',oooi5M'' -f-o%oooo7M* 

-f-ii',8497olVl''-«-o",23aa4M^'=  o, 

(A—  a*,3îw47)Mv«-fo'',oooooM  +  o^jOOoooM'  +o*',oooooM*  4-0*^,0000011* 

-h  o'',3ia66M>^-M*,83548M^  =  o. 

On  a  éliminé  de  ces  équations ,  par  les  procédés 
ordinaires  ,  les  coefGciens  indéterminés  M  ^  M\ 
M'^  etc. ,  et  l'on  est  parvenu  à  l'équation  da  sep- 
tième degré  qui  suit  : 

o,oo47iir— o,3fii88*«-f-io^9iia*«  — i68,5a4ii*4-f.i3^,39o3a*»  \  -. 
—  6i5i,5a555A«  +  i35i6,36ai8A—  ii38o,384oo=  o.  i  ^^ 


(*)  Les  valeurs  des  quantités  [n',  a],  la',  a\  [a^,  a],  etc., 
[oyO^y  \a,  a"\  [n'y  a''\  etc. ,  employées  dans  ce  calcul,  suppomt 
les  masses  de  Mercure  et  de  la  Terre  respectivement  égales  à 
TôTftTTô  ^^  ^^99^%  V^^  ^^^  les  valeurs  adoptées  dans  lè..Méeamqmt 
céleste.  Comme  les  changemens  qui  en  pourraient  résulter  dans  k 
résultat  final,  seraient  probablement  insignifiants,  nous  n'avons  pis 
cru  devoir  recommencer  ce  pénible  calcul,  pour  y  substituer  kl 
valeurs  des  masses  de  ces  deux  planètes  auxquelles  nous  nous 
sommes  arrêté,  n®  87. 
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On  a  résolu  cette  équation  par  les  méthodes  d'approxi- 
mation connues  ;  et  en  nommant  Ao,  ^,,  h^^  etc.,  ses 
racines^  on  a  trouvé 

K  =    3*',7o686,  ^4  =  1 8 ',48900, 

Ai  =  33,26007,  As  =  in,  ii53a, 

A.  =    7,63095,  Ae  =    3,^5464. 
A3  a»    5,  37920, 

Si  l'on  substitue  successivement  ces  valeurs  dans  les 
équations  (a)etqu'on  élimine  ensuite,  on  pourra  expri- 
mer six  des  coefficients  indéterminés  M,  M',  M%  etc. 
en  fonction  de  l'un  d'entre  eux,  et  chacune  des  raci- 
nes ^o^  h^^  h^y  etc.,  donnera  ainsi  un  système  parti- 
culier de  ces  quantités.  Il  faudra  seulement  avoir  soin, 
pour  éviter  les  fractions  dont  les  dénominateurs  se- 
raient très  petits  et  qui  pourraient  rendre  les  résultats 
entièrement  fautifs,  d'employer  danscette  élimination 
la  méthode  des  approximations  successives,  en  écar- 
tant d'abord  les  termes  dont  les  coefficients  sont  les 
moins  considérables^  pour  y  avoir  égard  dans  une  se- 
conde approximation.  On  arrivera  ainsi  très  aisément 
à  des  valeurs  aussi  exactes  qu'on  pourra  le  désirer; 
comme  il  y  a  une  équation  de  plus  qu'il  n'est  néces- 
saire pour  effectuer  l'élimination ,  il  sera  bon  aussi 
de  réunir  en  une  seule  les  deux  équations  qui  seraient 
affectées  des  plus  grands  et  des  plus  petits  coefficients, 
les  valeurs  des  rapports  cherchés  devant  être  d'autant 
plus  exactes  qu'elles  résultent  de  plus  grands  nombres  ; 
on  conservera  d'ailleurs  ainsi  l'avantage  de  faire  con- 
courir toutes  les  équations  du  problème  à  cette  dé- 
termination. On  a  trouvé  de  cette  manière  : 
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M 


ho 
A. 
h. 

Aï 

h 

h 


M' 


o,!i465iqM^ 
-o,oiao73Mj 


o,i7ge8iM; 
o,ooq4ooM^ 
-i,oa554i6M^ 
irjOiig^oMj 
-o,iii53oM« 
-o,353i46M5 
Afil  o,!i3a773MQ    o,a58iaiM^ 


M' 


M"' 


•••••••••••• 


o,:i8439iM;i  o,442985M; 
o,3a6944M; 

o>  104779^3 
3,37379oM^ 

o,3g6693BA^ 


o,o5o8i6M^ 
o,8o4o36M^ 
o,64oa83M3 
-i,00747aM'^ 
-o,7o4oo6M5 
OyoSiGvjVl 


M'^ 


M^ 


i,îi67aioM; 
-o,3ao53iM][ 
-o,ooo53iM^ 
-o,ooiaooM3 

-OyOOOOO^M^ 

o,oooi8aM5 
i,o3434SM6 


Mt 


-OyOooSSgM, 

-o,ooio63M3 

OyOOoo3xM^ 

0,001  ai  iM^ 


-o,o3G(l 


0,0001 


o,ooH 

-O^OOtt 
-O^OOO 


ï7>î»5o; 


li  ne  s'agît  donc  plus  que  de  déterminer  les  sept 
quantités  Ml,MlfM!,p  etc.,  et  les  sept  constantes  l,  /,, 
/«,  etc.,  que  renferment  les  valeurs  coixiplètes  des 
quantités  &  y  6',  etc.,  c,  c\  etc.,  n*64,  livre  11.  Pour 
cela,  conformément  à  ce  que  nous  avons  dit,  u^cité, 
on  a  calculé ,  d'après  les  éléments  des  orbites  plané- 
taires rapportés  vP  88 ,  pour  chacune  des  sept  pla- 
nètes principales^  les  quantités 

&  =  e8ita«,     J'=:  é-'êin  »,  etc.,     r  =  eco8«,      c' =  «^  coé »' ,  ete. , 

relatives  à  Tannée  1800,  que  l'on  a  choisie  pour 
époque  (^)<  En  supposant  ensuite  f  =  0  dans  les  ex- 
pressions de  i,  h\  etc.,  c^  c\  etc. ,  n®  64,  livre  II, 
après  y  avoir  substitué  ces  valeurs,  on  a  formé  entre 
les  quatorze  inconnues  Mo,  Ml,  M^  etc.,  /<,,  /,,  etc., 
quatorze  équations,  qui  ont  suffi  pour  les  détermi- 
ner. On  a  trouvé  ainsi  en  opérant  toujours  l'élimina- 


(*)  Au  lion  de  •'=  i28"43'6",  p.  35o,  il  faut  lire  i28«43'56". 
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lîon  par  la  métlKMle  des  approximatioDs  successives 
(voir  p.  67,  vol.  2')  : 


K  =  o>o347549, 
M][  =  0,0483401 , 
M^  =   —0,0165894, 

M3  s=        0,0170850, 

0,0138082, 

[^  =      0,01  oB63), 

0^0018570, 


m;.= 


MJ  = 


Zo  =    37"*  17'   7*> 

Zi  =  i!26. 44*44) 
z.  =  36.41.43, 
I3  =  79.33.44, 

I4  =  3o6.)3.3a, 
h  =  i5a.  15.47  ) 
Ze  =  126. 59.26  . 


Si  ron  substitue  xnaiotenaut  à  la  place  de  Ml,  M.» 
M'49  etc.,  leurs  valeurs  dans  le  tableau  préccdent,  on 
aura  celles  des  quantités  Mo»  M^^  etc.,  M^,  M^,  etc. 
On  trouve  ainsi 


Mo  = 

0,0062448, 

m:  = 

0,0085675, 

K  = 

0,0098^39, 

W.  = 

0,0001 160, 

m;  = 

.— o,ooo58^6. 

m:'  = 

0,0024564, 

M.  = 

0,0170 iBa, 

m:  = 

0^0000093» 

M'  = 

— o,oi33383« 

9 

11,  = 

0, 1881401, 

Mj  = 

—0,00001 8a, 

M3   — 

0,010939a, 

H4  =  — 0,0014374» 

m;== 

0,0000004, 

«;= 

—090128939, 

Ms  =- 

-0,0037304, 

Mî  = 

0,0000128, 

M,;  = 

—0,0074366, 

M«  = 

0,000432s, 

Mg  = 

0,000479s, 

Mg  s= 

0^0006229; 

m:  = 

0,0153959, 

M';  = 

0,04404  i8y 

m;-  = 

—0,0307167, 

»c  = 

o,oi58o45. 

M7  = 

—0,0154945, 

!«:■  = 

— 0,0017827, 

Mr  = 

— o,oo265i3, 

K  = 

0,0000088, 

Mr  = 

—0,0000020, 

nlj    = 

0,0017902, 

Mr  = 

— 0,0000205, 

MJ*  ï= 

0,0000070, 

m' = 

0,0431786, 

M^  .= 

—0,0000000, 

]«,"  = 

—0,0000000, 

Ms  = 

—0,062234a, 

Mr  = 

0,0000019, 

»«?■  = 

—0,0000008, 

mS'  = 

0,0007867, 

Mè^  = 

0,0019208, 

Mj  = 

o,o32o35o. 

On  connaîtra  ainsi  les  valeurs  de  toutes  les  cons- 
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tantes  qui  entrent  dans  les  expressions  complètes 
des  variables  h ,  c  ^  b\  c',  etc. ,  et  Ton  pourra ^  par 
conséquent,  déterminer  les  valeui^  de  ces  quantités 
pour  un  temps  quelconque. 

Il  résulte  donc  de  la  suite  d'opérations  dont  nous 
venons  d'indiquer  la  marche,  i^.  que  les  racines  de 
l'équation  (b)  sont  toutes  réelles  et  inégiales  ;  s^.  que 
les  coefficiens  Mo»  M.,  M,,  etc.,  sont  tous  de  très 
petites  quantités  du  même  ordre  que  les  excentricités 
des  orbites  planétaires  à  l'époque  de  1800;  conditions 
nécessaires  et  également  indispensables,  pour  que  les 
orbites  de  toutes  les  planètes  ne  fassent  qu'osciller 
autour  d'un  état  moyen  d'ellipticité  qu'aucune  d'elles 
ne  saurait  dépasser. 

En  effet ,  la  première  condition  étant  remplie,  les 
sommes  Mo  +  M,+ M,+ etc.,  de  chacun  des  systèmes 
de  quantités  Mq,  M.^  M,,  etc.,  prises  avec  le  même 
signe ,  sont  des  limites  que  les  excentricités  des  or- 
bites des  planètes  ne  pourront  jamais  atteindre,  n*65, 
livre  II;  on  aura  donc  dans  tons  les  siècles  : 

e   <  0,117104.2  i      c   <  0,0666765,     e"    <  0,0674712,     «■'<  0,1417914» 
c»''<  0,06 i 4883,    e^  <  0,08499^7)     ^^'  <  o,o64-^44^* 

Ces  limite  '  sont  encore  assez  petites  pour  qu'on 
puisse  assurer  que  les  orbites  de  Mercure,  Vénus,  la 
Terre,  Mars,  Jupiter,  Saturne  elUranus,  différeront 
peu  dîfns  les  siècles  futurs  de  leur  forme  actuelle,  et 
demeureront  toujours  *  à  très  peu  près  circulaires 
comme  elles  le  sont  aujourd'hui. 

Si  l'on  compare  les  résultats  précédens  «  ceux  qu'a- 
vait obtenus  Lagrange  (Mémoires  de  Berlin,  1782) 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  SgS 

en  séparaDt  l'ensenible  de  toutes  les  planètes  en  deux 
groupes  diffërens,  l'un  composé  de  Jupiter  et  Saturne, 
auxquels  il  joignit  plus  tard  la  planète  Uranus  (^)  et 
qu'il  considère  comme  formant  un  système  indépen- 
dant ;  1  autre  composé  de  Mercure ,  Vénus,  la  Terre  et 
Mars,  en  tenantcompte  de  l'action  de  Jupiter  etSaturne 
sur  ces  quatre  planètes; on  verra  que  l'accord  presque 
complet  qui  existe  entre  nos  résultats  et  ceux  de  ce 
grand  géomètre,  garantit  leur  exactitude  et  justifie 
de  plus  l'ingénieuse  hypothèse  qu'il  avait  imaginée 
pour  simplifier  son  calcul;  hypothèse  qui  d'ailleurs 
est  naturellement  indiquée  au  calculateur  par  la 
forme  des  équations  fondamentales  (à)  du  problème. 
L'accord  de  ces  résultats,  malgré  les  changemens 
qu'ont  subis  les  masses  planétaires  employées  par 
Lagrange,  permet  encore  de  croire  que  les  correc- 
tions futures  qu'on  pourrait  introduire  dans  les  va- 
leurs de  ces  masses  ,  et  qui  Seront  nécessairement  très 
Itères,  n'altéreront  pas  d'une  manière  seilsible  les 
conclusions  auxquelles  nous  sommes  parvenus,  et 
que  les  calculs  précédens,  cooime  nous  l'avons  dit 
n®  56,  pouvaient  seuls  rendre  rigoureuses.         y 

Considérons  maintenant  les  variations  des  inclinai- 
sons et  des  nœuds.  Les  équations  qui  les  déterminent 
étant  de  même  forme  que  celles  qui  se  rapportent 
ttax  excentricités  et  aux  périhélies ,  peuvent  être 
ttaitées  de  la  même  manière. 

pz=J^Bin(gt  +  ll^\     /  =  N'8În(^-f  0,     A^^sK^sinCgr^ +  /,'),  etc., 
^  =  Nco8(^/  -4-/^),     /  =  N'cos'gi  -f  K),     7"=  N''  cos(£t  +  /,'),  etc. 

•(*)  'Mémoires  de  Berlin ,  1 787. 
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En  supposant  dans  les  équations  (c)  n^  69;  liyre  U, 
et  en  substituant  a  la  place  des  quantités  représeii'* 
tées  par  [a,  a'] ,  [a,  a" ]{P^oy.  la  note,  p.  588),  etc., 
lenrs  valeurs ,  on  a  formé  d'abord  les  sept  équations 
suivantes  : 

—  4*,i8a77N«T-.  o%îg836N»  —  o",oo474N'«  J^  ' 

(iH-ia^93987)N''  -  o",o9757N   -  5%i74o4N'  -.  o",îi98a3N-'  )" 

—  7",o3466N«T_  o^3a565NT  —  o%oo77îiN^-  ^^' 

te+i7%68788)K"'  -  o>i866N    -  o",46898N'  -  i^gG^ôSN"  >         \ 

(H-  7*>48g77)N«*--  o*,oooa3N   —  o^ocJogN'  —  ©"jOogSGN*  > 

—  o",oo3iiN"'—  7%367îi8N^  —  o'jïoSooNt-  ^~^' 

(y+i8",5i775)N»  —  o^ooooSN    —  o",ooo48N'  —  o",ooiiaN^    1 

—  o'',ooo33N"'-i8',iQ9i3N«^— o^SSeeSN'^'  ^^' 

(^  a*',32247)Nv'—  o",oooooN    —  o'',oooo4N'  —  o^jOcoioN*   x^ 

—  o*,oooo3N^  —  0%93i3iN«'^— i^'.SgoggN^  F^' 

Ces  équations  feront  connaître  les  rapports  des 
constantes N,  N',  N'',  etc.^  entre  elles,  et  siToa  élî- 
nline  toutes  ces  quantités ,  on  aura  une  équation  fi- 
nale qui  ne  contiendra  que  Finconnue  g. 

Maiâ  d'abord  on  doit  observer  que  les  facteurs 
numériques  qui  multiplient  N  dans  la  première  dss 
équations  précédentes,  N'  dans  la  seconde,  et  aïoii 
de  suite,  étant  égaux  respectivement  à  la  soname  de 
tous  les  autres  coefficiens  de  la  mém^  équation  >  oo 
satisfera  à  ces  équations  en  faisant  toutes  les  cons- 
tantes N,  N',  N",  etc.,  égales  entre  elles,  ce  qui  donne 
g  =  o.  II  suit  de  là,  par  conséquent,  que  Tune  des 
racines  4^  I  équation  du  septième  degré  qui  résultera 
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de  l'éliminatioa  des  quantitës  N,  N^,  etc.,  étant  égale 
à  zéro,  cette  équation  doit  nécessairement  s'abaisser 
au  sixième  degré.  En  suivant  en  effet  les  procédés 
ordinaires,  on  est  parvenu  à  Téquation  suivante, 

Ojoiigfe*  -4-  o,9i75qgr*  -f-  96,80087^4  +  372,61277^»    l        .      -  ^ 
-f.  îi535,64o5fl^  ^  7948,33ooog  ^8884,03400        /  -  «•     V«; 

En  résolvant  cette  équation  par  les  méthode^  d'ap- 
proximation, OQ  a  trouvé  pour  g  les  six  valeurs  sui- 
vantes , 

^,  =  —  25^81967,    g4  =  — 7",o692i, 

g,  =  —  18  ,98127,      g^5  =  — 4  ,88242, 

g,  =  —  1 7  ,6o564,    ge  =  —  2  ,49896. 

Comme  ces  valeurs,  et  par  conséquent  les  racines  de 
l'équation  (e)  sont  toutes  réelles  et  inégales,  il  en 
résulte,  n^  69,  livre  II ,  que  les  expressions  des  va- 
riiMes  p,  p'f  etc.  ^  9,  q%  etc«,  seront  composées 
d'une  suite  de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  différens , 
mais  <|u'elles  ne  contiendront  ni  exponentielles,  ni 
arcs  de  (îercle. 

Si  l'on  substitue,  successivement  à  la  place  de  g  les 
six  valeurs  précédentes  dans  les  formules  (^),  on 
formera  six  systèmes  d'équations  au  moyen  desquel- 
les on  pourra  déterminer  les  rapports  des  sept  quan- 
tités N,  N'  etc.,  à  l'une  quelconque  d'entre  elles, 
relativement  à  chacune  des  valeurs  en  g  qu'on  aura 
choisie.  Et  comme  cette  détermination  n'exige  que 
six  équations  dans  chaque  système ,  on  réunira  entre 
elles,  pour  plus  d'exactitude,  les  deux  équations  qui 
auront  les  plus  grands  et  les  plus  petits  coefficients; 
on  a  trouvé  ainsi  : 
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S* 

Si 


N 


o,oi63g6N][ 

-o,i39a93N^ 

-o,r73533N3 

-a,3i38ooNl 

5,i455ioN5 

3,2954J5NJ 


N' 


0,0271 5  iNj 


W 


ff 


N* 


a,i54oa6M6 


o,i4ia37N' 
-o,9oia87N^ 
-o,5jji565N3 
o,838i6oN^ 
0,7094 17N5 
i,96oaa5Nj 


o,6o7979N; 
o,854a5oN^ 
-8,o4246aN3 
o,ai8897N; 
o,i534iiN5 
i,Î9oi95NJ 


N'^ 


N^ 


N" 


-0,401871»^ 

o,ooooo7N, 

o,ooo3a3N3 

-0,001  i39N^ 

-0,001 3  i5N5 

i,i84d7oNg 


o,ooo379N^ 

0,003189^3 

-o,ooi658N^ 

-  0,001 66aN5 


|-  o,o43g( 

0,0000 

-  0,000s 
0,0006 

-  o,ooi3 
-i4,i35; 


En  joignant  aux  valeurs  précédentes  celles  de 
No=  NoS  No  =  NoS  etc.,  qui  se  rapportent  au  cas  où 
g  =:  o  y  et  en  les  substituant  dans  les  équations  (d)  du 
n"  69,  livre  II,  il  ne  restera  plus  d'indéterminées 
dans  ces  équations ,  que  les  sept  quantités  Nj,  N^, 
N^y  etc.,  etlessept  arbitraires  l'of  l\^  l\f  etc.,  qui  sont 
les  constantes  introduites  par  l'intégration. 

On  les  déterminera  en  remplaçant  dans  ces  équa- 
tions ,  les  variables  /?,  ç ,  p'^  q'^  etc.,  par  leurs  'valeurs 
relatives  à  l'époque  de  1 800,  et  en  y  supposant  ^ =0  ; 
on  a  trouvé  ainsi ,  en  opérant  comme  on  l'a  dit  p.  SgO; 

N;;  =  o,oîi7o83o,  U  =  io3oi3'35*, 


N]^  =:  0,0160913, 

N',  =  0,0179541, 
N3  =  o,oo5a36a, 
N^  =  o,oio3i38, 
N5  =  0,070  laag, 
Ng  :=  0,001 14^5, 


/,   =r   125.29.37  , 

/,  =    7443*^9 
/)  =  126.33.59, 

/4  =  273.  a.  6, 

h  =     22.21.^9, 

h  =  127.12.55. 


En  multipliant  ces  valeurs  de  No,  NI,  N',  etc. ,  par 
les  coefBciens  qui  leur  correspondent  dans  le  tableau 
précédent ,  on  a  trouvé 
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No  =  0,0270830, 
Ni  :*  o,oooa638, 
N.  =  -o,oo38938, 
Nj  =  —0,000908;, 
N4  =  -o,oa38538, 

Nf  r=       0,1035446, 

Ne  =      0,0037651 , 

0,0270830, 
0,0097832 , 
0,0238799, 

NJ'  ïr=  —0,0421120, 
0,0022577, 

Nj  ^     0,0030871, 

0,0017026, 


N    = 


n7  = 


NT 


«r= 


0,0270830, 
0,0004369, 
0,0000078, 
0,0000167 , 

NT  =  — 0,0000171, 
Nj  =  —0,0000334, 
N(;  =      0,0024610, 

Nô^  =  0,0270830, 
N7  =  -0,0064666, 
0,0000002, 
0,0000017, 
N/'  =  —0,0000117, 
Nj^  =  —0,0000267, 


K  = 


Tit 


N6  = 
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0,0270830, 

0,0022727, 

n"  =  — o,o25i9i6, 
N3  =  —0,0030976, 
N4  =1  0,0086456, 
N5  =  0,0142755, 
n2  f=      0,0022396; 

N^  =      0.0270830, 
N;;*  =  —0,0006962, 

Nj*  =:  —0,0000006, 

Nj'  =  — 0,00000 15, 
0,0000071, 
Nj*  =  —0,0000273, 
Nj*  =  — o,oi6i5o6. 


NT'  = 


Ng'  =   o,ooi3538, 

Ed  appliquant  aux  inclinaisons  ce  que  nous  avons 
dit  n""  65,  livre  II,  relativement  aux  excentricités,  on 
en  conclut  que  la  somme  de  tous  les  coefEciens  N^, 
N,,  N,  ^tc,  dans  chacun  des  systèmes  précédens,  pris 
avec  le  même  signe,  sont  les  limites  que  les  tangentes 
des  inclinaisons  ne  pourront  pas  dépasser.  On  aura 
donc  relativement  à  Mercure,  Vénus,  la  Terre,  etc., 

Ung^    <  o,i633i28,       ipng  y'    <  0,0936079,      tang  y*  <  0,0828086, 
tang  (fT  <  0,1099055,       Ung  y«^<  0,0349^37,      tangy^  <  0,0443918, 
-tâng7'''<  0,0439663; 

et  par  conséquent 

^    <  9016' 3i%    f'  <  5*20' 52*,    f"  <  4»44'i%    <fr<  6*i6'i9', 
^«▼<  2.  o.  4  >    f^  2.32.3o  ,    •^'<  2.3l.3. 

Ainsi  donc,  on  est  assuré  que  quelque  déplace* 
ment  qu'éprouvent,  par  la  suite  des  siècles,  les  orbes 
planétaires,  leurs  inclinaisons  au  plan  de  l'éclipti- 
que  seront  toujours  moindres  que  les  angles  pré- 
cédens;  et  comme  le  plus  grand  de  ces  angles  ne 
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dépasse  guère  9^,  il  s'ensuit  que  les  orbes  planétaires 
resteront  toujours  renfermés  dans  une  sone  de  la 
sphère  céleste ,  dont  la  largeur  sera  à  peu  près  celle 
du  zodiaque  y  et  que  par  conséqnent  la  stabilité  du 
système  solaire  est  assurée  relativement  aux  inclinai- 
sons comme  elle  Te^t  par  rapport  aux  excentricités. 

IjCS  résultats  précédons  n'ont  lieu ,  il  est  vrai ,  qu'au- 
tant qu'on  néglige  f  dans  les  équations  différeatielles, 
les  puissances  des  excentricités  et  des  indiciaisons  so^ 
périeures  à  la  seconde  et  les  termes  dépe^d^ntdu  carré 
dçs  masses;  mais  on  a  yu«  n^  56|  par  quelle^  considé- 
rations on  peut  les  étendra  à  toutes  les  puis^nces  des 
excentricités ,  des  inclinaisons  et  des  n^iMîae^  pertur- 
batrices. 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  précédentes^  dans  les 
équations  générales  [d)  des  n*'  64  et  69,  du  livre  II,  op 
aura  des  formules  propres  h  déterminer  les  variations 
séculaires  des  excentricités  et  des  périhélies ,  de^  ia^ 
clinaisons  et  des  nœuds  des  orbes  planétaires  pour 
un  nombre  quelconque  d'années  juliennes ,  soit  k 
partir  de  1800,  soit  antérieures  à  cette  époque, 
en  supposante  négatif.  Pour  que  dans  ces  formules  les 
longitudes  soient  comptées  dç  Téquinoxe  vrai^  il  £iq- 
dra  les  augmenter  delà  précession  des  équinoxes  pen- 
dant l'intervalle  écoulé  depuis  l'éqiLiinoxo  de  i8oo|  ce 
qui  revient  à  augmenter  de  5o',2235o  {*)  les  valeurs 
de  tous  les  coefficiens  h^  h^,  h^,  etc. ,  gf  gt,  g» ,  etc. , 
qui  multiplient  t  sous  le  signe  sinus  ou  cosinus . 
En  faisant  donc  généralement  A;=5o^2!k55o-f- A, 
y=:5o',2255oH-g,  ce  qui  donne 


(*)  Précession  annuelle  selon  Bessel  (Co/iii.  des  Tems  i83i)» 


h  z=.  o,oo6a4^  sin  (^o  /+/o}+o,oooii6  8in(A:i  f-f-/|)-H>,oi70i3  sin (Ar»  t -f./^) 
-^  0,188140  sin  (A:3  «+'3)— 0,001427  sin  (*4  r-f-*^) — o,oo37!k)  thi  (kg  t  -4-/5) 
-4*  0,000433  sin  (^6  t-^-h). 

€   =  0,006^4^  <^08  (^o  <  +/o)+0>0001 16  ces  (kg  t  +/ 1)4-0,0 1701 3  C08  (km  t  -f-/.) 

-4-  0,188140  cos  (*s  /H-Zî)— 0,001427  ces  (*4  r+l^)— 0,003730  eos(*i  f +/«) 

-f*  0,000432  cos  (^6  t  +/6; . 

p  =  0,027083  sin  {/o l  -+-^0  )-*-o,ooo264  sin  (/,  t -f-/|  )— o,oo38^sin  (/«  <4-/^ ) 

—  0,000909  sin  (/3  / -4-/3)— o,023854  sin  (/4  «-f-J^)-fo,io3545sîn(/5  /-h/5) 
-4.  0,003765 sin  {/a  t-h/é)' 

q  =  0,027083  cos  (fo  t  -hZ^  )-h>,ooo264  cos  (/,  «-hl,'  )— 0,003894  ces  (/,  i-f-/^  ) 

—  0,000909  cos  (/3  /  -4-/3  )— 0^23854  cos  (/4  r+i^  )— o,  io3545  cos  (/s  /-f-'s  ) 
-4. 0,063765  cos  (/e  /-h'g)- 

If'  =  o,oo8568  sin  (*o  «  4-'o)-^>ooo584  sio  (k,  t+/i)— 0,016589  sin  (*«  t  +/«) 
-4-  O1O170S5  sin  (A:)  t  +<3)-H>,o  12808  sin  (^4  t-f  74)4-0,0 io563  sin  (A5 1  +Zs) 
-4-  0,000479  sin  {k^  t  -4-/6% 

€^  =  o,oo8568  cos(A:o  /4-/0)— o,ooo584co»(A:,  «-4-/,)— o,oi6589ços(A:.  /  +/«) 
4«  0,017085  cos  (A3  t+/3)+o>o  12808  cos(A4  f  •4-/4)-H>,Qio563  cos  (X:«  1 4-/5) 

-4-  0,000479  ces  (*6  «  4-/6). 

p0  =  0,027083  sin  (/o  «  4-/0  }4-o,ooo437  sin  (/,  f  4-/^  )4^,027954sln  (/•«4-/^) 

+  o,oo5236  sio  (/s  <  4-/3  )-fo,o  io3 14  sin  (/4  f  4./^  )+o,02o  123  sin  (/f  24-/5  ) 

4-  0,002461  sin  (Jà  t  4-/g). 
f '  =  0,027093  cos  (^  / 4-/i)-fo>ooo437  cos  (/,  «  4-/x  )+o^o27954  cos  (/ai4-/^ ) 

4-  o,oo5236cos(/î  /4'/i)+o,oio3i4  cos  (/4  «4-/^)4-0,020123  cot(/s  «4^') 

4-  0,002461  co8(y««4-/g). 

l^a  Terre. 

h"  3^:0,909884  m  {k^  <  +/o)+o,oog456  itt^  (Ar«  «  4-/i)-0;9i5333  m  (f^  1 4-/.) 

-H>,oig939TO(*3  <-h/i)— OjOiiïSjrf  »W(*4*H-^4^^»o®74^  W  (^M+'»> 
4-o,ooo523  sin  (^6 1 4-/0). 

«•  ï:p,oo9884  w(*of  4-/q)4o,ooî>456  w(*.  i4'/.)-o^oi3339  fiO«i(*,  I4-/.) 
4-0,010939  ÇM  (A><4-/î)-'0,oiaa94  ÇO«(*4^-f^4)— 0,007437  cq$  \k^  t+h) 
4-o,ooo523  cos  (Are  1 4-/c). 
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ff  rro,o!i7oa3  iîn  (/©  i-f-Zé  )+ 0,000073  8in(/,  «4-/^)— o,025i95siii(/.«+0 

—0,003098  sin  (/3  «  -f-li)-H),oo8646  sin  (/4  «4-i4)-H),oi4o76iln  (/s  r+4) 

-fo,oooo4o  sin  (/c  r  +l6). 
9"  =0,007083  cos(yô<+/o)+o>oooi73  coi(/,  /+'!)— o,oo5i95cot(/«  «+/J 

— 0,003098  C08  (/j  t-f-23}-H>|0o8646co8  (/4  t+/^)-H>»oi4o76eos  (/5«+^) 

+0,000040  ces  (/e  «  H-'ô)- 

^'^  =0,015395  tin  (Ato  f  4-2o)+0)Oi58o5  sin  (A.  f +^)— o,0O365i  sin  (it.  (+/•) 
+0,001790  sin  (A)  t +2)) -1-0,043 179  sin  (A:4 1 -4-/4)— o,o6ao34  tin  (*i<+/s) 
-f-0,000737  sin  (/r«  f  -f>/6). 

c^  =0,015396 cos (Ato  t  +/o)+o,oi58o5  coi  (A,  f +/f)— o,ooo65i  eos  (A:,  t +<i) 
+0,001790  cos  (A:3  f  +/O+O9O43179  cos  (A;4 1 +/4}— o,o62o34  cos  (Jts  t+/|) 
-f-0,000737  cos  (A:6  t  +/6). 

/7*  =0,007083  sin  (/o  /  +'o)-H),0O9783  sin(/.  /+/;  )+o,oo3879  sin  (/.  »+Z|) 

0,0401 10  sin  (/3 1  +l3)+o,oooo58  sin  (/»  <+/^)-f-o,oo3o87  sin  (/j  i+^s) 

+0,001703  sin  (/ôZ+Zg). 

7  •  =0,007083  cos  (/o  <+/o)-H),oo9783  cos  (/,  /+/|  )  -{-0,003879 co8(/,  i4-ij 

—0,0401 10  cos  (/3  «+i3)+0,000058c08  (/4  l+/^)+O,0O3o87 COS (/(l+i^) 

+0,00 1 7o3  cos  (/s  « +^6  ). 

Jupiter, 

&'v=o,o44o43  sin  (Atq  I  +/o)— 0,015495  sin  (Â;<  e +/>)+o,ooooo9  sin  (Aril+fs) 
—0,000001  sin  (A:3 1  +/)} — 0,000000  sin  (A-4 1  -f /4]+o,oboooo  sin  (Ars  f+li} 
+0,001901  sin  (Ao  t+^e). 

c* ▼=0,044043  cos  (A^o  <  +/o)— 0,015495  cos  (A;,  f  +/,)+o,ooooo9  eos  (Jta  t+^) 
—0,000001  cos  (A:s  f  +/s)— 0,000000  cos  (A:4 1  +/4}+o,oooooo  eos  (Ars  r+/i) 
4-0,001901  cos  (^6  i  +/«). 

;>»t=o,oo7o83  sin  (/;, /+Z^)— 0,006467  sin  (/,  1+/^ )+o,oooooo  sin  (/if+0 

+0,000000  sin  (/b  /  +73)— 0,000010  sin  (^4  t+Z^}— 0,000007  •*"*  (/s^+^s) 

+0,001354  sin  (/ô  f+Zg)' 
9  «  ^=0,007083  cos  (yô  «  +zé  )— 0,006467  cos  (/,  r+/,  }+o,oooooo  eos  C/i^+^i) 

+0,000000  cos  (/3  t+Zj)— 0,000010  cos  (/4  f+Z^)— 0,000007  oos  (^<+^) 

+0,001354  cos  (yê  «  +Z5). 

&▼  =0,034755  sin  (Ao  r  +Zo)+o,o4834o  sin  (A:,  t  +Z,)+O)O0OO09 sin  (Ar.  r+Z.) 
—0,000018  sin  (Ari  t  +Z3)+0,oooooo  sin  (A:4 1  +Z4)+o,ooooi3  sin  (Arj  r+Zj) 
+0,001857  sin  (Ara  t  -hU). 

c^  =0,034755  eos  (Ato  Z  +0+0,048340  cos  (A:,  t  +/t)+0)Ooooo9 cos  (K.  H^»] 
—0,000018  cos  (A3 1  +Z3)+o,oooooo  cos  (A4 1  +Z4)-f  0,00001 3  eos  (ks  f+Zf) 
+0,00 1 857  *^o*  (*«  '  +'*)• 
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=o,oa7o838iû{^i4-/^)+o,oi6of)i  sinf/,  <+/|)4-o,ooooo88in(/,  «4-/^  ■ 
-f-0,000017  8in  (/j  £4-/3  )^o,oooo  17  KÎn  (/j  i-f-/ j  )— o,oooo33  sin  (./i  i-+-/^  ) 
-f-0,001 143  sin  (/ôt-f-'g  J. 

=0,027083  ces  (/o  'H-'ô  y-f-o,oiGo9i  ces  (/,  £-h/|  )+0|O000o8coft  (/,  1  +  /,  ) 
-hOjOOOOi 7 CCS  (y"\  £+/3 )— 0,000017  ces  (./"à  /+//  ) — o,ooo«)33 ces  {Ji  t+l'^  1 

-hOjOOI  143  ces  (/r,  f-f-/fi  ). 


Uranus, 

&»«=-o,o3o7i7  sin  (Ao  i-f-'o)— •f>»ooi783  sin  (A-,  /  -f-/,) — o,ooooo'i  sin  (A:,  i  -hl/; 

-f-  0,000007  ^^^  (**  /-f- ^3)— 0,000000  sin  (A4  (  +/4)— o,uooooi  «in  (Ars  <  -hh) 

-f-  o,o32o35sin(A-6i+'c)- 
cv«s=-o,o3o7 17 cos ;A-o«-f-/o/— 0,001783  cos  (A-,  t -h/,)— 0,000002  ces  (^,  <  -f-// 

-♦-  0,000007  cos  (A  i/-f-/j;—o,oooooo  cos  (A- <  '^-'i) — o,ck)Oooi  cos^A-.;  /-f-/sî 

-f-  o,o32o35cos  (A-6/-f"^6Î . 

/?▼ '=0,027083  sin  (/,/-f-/^,)—o,oi)of>j)n  sin  (/i  r-f-/j  ^-0,000001  sin(/.  t-J-/   : 
—0,000002  sin  (/;  r-f-/^j-f  o,o«MMH>7  sin(  /,/+/.  )— 0,0000**7  sinf/i  /-f./. 
— o,oi6i5isin(  /r,  t-f-/,;). 


— o,oi6i5isin(  /r,  t-f-/,;). 

f  *  ■ 

^» '=10,027083  cos  (y© '+'o)~"^>*'^'9^^*^^(.>^'  t-h^i)— 0,000001  cos(/;/-f-//) 

r  >  > 
0,00000  i  COS  {J  i  «4-/3  )-f  0,000007  cos  (./.,  t-i-i,  ,^—0,000027  cos  (./s  /-f-/;,  ) 

— 0,0161') i  cos  {  /g  t+Zg).  ; 

Ces  valeursde/^y  (j,  p\  etc. ,  se  rapportent  à  uneëcli[)- 
tique  fixe;  il  sera  facile  d'eu  conclure  les  valeurs  de 
P/»  9/  9  Ps^^^^'y  relativesà  Técliplique  vraie,  au  moyeu 
des  forniules 

La  racine  de  la  somme  des  carrés  des  expressions  rie 
A  et  Cf  et  de  p  etq,  relatives  à  chaque  planète,  donnent 
la  valeur  de  lexcentricité  de  son  orbite  et  de  la  tan- 
gente de  l'inclinaison  à  l'écliptique;  le  quotient  des 
mêmes  expressions  divisées  Tnne  par  l'autre,  doniîcra 
les  tangentes  de  la  longitude  du  périhélie  et  du  nœud. 

On  voit  donc  que  toute  la  difficulté  de  l'analyse 
précédente  se  réduit  à  des  calculs  d'élimination  ;  mais 
la  formation  et  la  résolution  des  é(|uations  finales 
(6)  et  (e)  en  présentent  une  presque  insuinnontable, 

ToMK  m.  'A-i 
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lorsque  l'on  considère  à  la  fois  les  sept  planètes  prin-* 
cipales ,  et  l'on  peut  dire  que  les  méthodes  ingénieuses 
et  élégantes  que  la  théorie  a  trouvées  pour  cet  objet 
ont  été  jusqu'ici  plus  curieuses  qu'utiles  dans  la  pra- 
tique. C'est  par  le  procédé  ordinaire  de  l'élimination 
qu'on  a  formé  les  équations  (è)  et  (e)  ;  cependant  mal- 
gré tout  le  soin  qu'on  a  donné  à  cette  opération  ^  les 
racines  de  ces  équations  ne  sont  pas  encore  suffisam- 
ment exactes,  et  c'est  ce  qui  nous  a  forcé,  pour  di- 
minuer les  petites  erreurs  qui  peuvent  en  résulter  dans 
les  valeurs  des  coefficiens  indéterminés  M,  M',  etc.,  à 
combiner  entre  elles  les  équations  primitives  {a)  et 
(d)f  de  manière  à  faire  porter  ces  erreurs  sur  toutes 
les  équations  à  la  fois.  En  effet,  en  vertu  des  équa- 
tions de  condition  (b)  et  {e)  les  sept  équations  primi- 
tives (a) ,  (d)  n'équivalant  plus  respectivement  qu'à 
six  équations  distinctes  enti^ elles,  il  en  résulte  que 
si  les  équations  (b)  et  (e)  étaient  rigoureusement 
exactes,  les  valeurs  des  coefficiens  indéterminés,  ti- 
rées de  six  quelconques  des  équations  (a),  (d),  de- 
vraient satisfaire  complètement  à  la  septième  ;  mais 
cette  condition  n'étant  pas  rigoureusement  remplie, 
on  est  obligé  de  combiner  entre  elles  les  équations  qui 
doivent  avoir  lieu  en  même  temps,  de  manière  à  ce 
que  les  inconnues  qu'on  en  tire  participent  le  moins 
possible  sux  imperfections  du  calcul,  comme  on  le 
fait  dans  tous  les  cas  semblables.  Au  reste ,  si  les 
petites  corrections  dont  peuvent  être  susceptibles, 
à  raison  de  celte  circonstance ,  les  coefficiens  indéter- 
minés, M,  M',  etc.,  doivent  faire  préférer,  dans  les 
usages  astronomiques,  h  l'emploi  des  formules  pré- 
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cédentes  celles  du  n""  38  qui  suffisent,  comme  nous 
^  l'avons  dît ,  à  tous  les  cas  ^  elles  ne  peuvent  altérer 
sensiblement  les  limites  que  nous  avons  assignées  aux 
variations  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  qui, 
par  leur  petitesse^  assurent  la  stabilité  de  notre  sys- 
tème planétaire,  objet  principal  des  recherches  pré- 
cédentes. 

gS.  En  réduisanten  nombres  les  formulesdu  n^go, 
et  en  ne  considérant  que  l'action  de  Saturne  sur  Jupi- 
ter, on  a  trouvé 

r^'%  ^^).  =  -  (I  +  Ai^) m",9o37o , 
(^'%  ^^),  =  ~  (I  -f-A*^)  26^58735, 
GEZ^h  =  —  (I  +  /*')  4i*,o6335. 

L'action  des  autres  planètes,  ne  produisant  que  des 
inégalités  inappréciables,  il  est  inutile  d'y  avoir  égard. 
En  substituant  les  valeurs  précédentes  dans  la  for- 
inule  (p),  n"  go,  on  trouve 

-^  =  —  22",9o37oe'v'  _  26",58735cv\4.  4i*,o6335e«^ev  co8f«'  —  •). 

Si  dans  cette  formule,  k  la  place  de  e'^,  e',  oT^  co*,  on 
substitue  leurs  valeurs  augmentées  de  leurs  varia- 
tions, qu'on  supprime  ensuite  tous  les  termes  qui 
après  l'intégration  seraient  simplement  proportion- 
nels au  temps  t,  et  qui  se  confondent  avec  le  moyen 
mouvement  n'^t  dans  l'expression  de  la  longitude 
moyenne  de  Jupiter,  on  aura,  pour  celte  planète , 

-j-  =  —  aa",9o37o«  ie'  ^  -^ a6",58735<2cv  -j- 

Nous  avons  trouvé,  n^oi,  en  faisant  abstraction 
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des  corrections  dont  les  masses  planétaires  sont  sus- 
ceptibles : 

^=o",265i25,  ^=6-,35a56o,  ^  =  -o",64cn59,  ^  =l6^0l757a; 

on  a  d'ailleurs,  n^  88  : 

««▼  =  0,0481621 ,     «▼  =  o,o56i5o5,     «•▼  —  ••»  =  78<>  o'  44'- 

Au  moyen  de  ces  valeurs  on  trouve 

-r-  =  o,oooooo68a88  /  ; 
at 

d'où,  en  intégrant,  Ton  tire,  pour  Jupiter, 

/§ «V  =:;  o",OOOOOo34l44  ''  • 

L'équation  (3)  du  n*  74  du  livre  II  donne ,  en  ne 
considérant  que  les  inégalités  séculaires, 

on  aura  donc  relativement  à  Saturne 

/§▼  =  —  0^,00000084020 />. 

Cette  inégalité;  ainsi  que  la  précédente ,  ne  s'élevaiil 
qu'à  quelques  millièmes  de  seconde  dans  un  siècle, 
elles  sont  insensibles  relativement  aux  observations 
les  plus  anciennes  qui  nous  soient  parvenues;  on  peiU 
par  conséquent  se  dispenser  d'y  avoir  égard 

On  a  vu  dans  les  chapitres  précédens  que  l'ellipti- 
cité  du  Soleil ,  l'action  des  étoiles  et  des  comètes  ne 
produisent  dans  les  excentricités,  les  périhélies ,  les 
nœuds  et  les  inclinaisons  des  orbes  planétaires,  que 
des  variations  insensibles;  les  inégalités  séculaires  c!é- 
pendantes  de  ces  causes  peuvent  donc  être  négligées, 
et  les  formules  précédentes  feront  connaître,  par  con- 
séquent, les  changemens  que  subiront ,  dans  la  suite 
(le$  temps,  ces  divers  élémens  avec  toute  l'exactitude 
convenable. 
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CHAPITRE  XÏI. 


Détermination  des  constantes  qui  entrent  dans  les 
expressions  du  rajon  vecteur^  et  du  mouvement 
en  longitude  et  en  latitude  des  planètes. 

94*  Dans  le  n^  94  du  livre  II  ^  nous  avons  disposé  des 
quatre  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  les  for- 
mules qui  déterminent  les  perturbations  du  rajon 
vecteur  et  du  mouvement  en  longitude  de  la  planète 
m  soumise  à  l'action  des  autres  planètes,  par  la  con- 
dition que  la  longitude  moyenne  et  l'équation  du 
centre  demeurassent  les  mêmes  dans  le  mouvement 
elliptique  et  dans  le  mouvement  troublé. 

Cette  disposition  introduit  dans  lexpression  di|L 
rayon  vecteur  un  terme  constant  et  une  partie  dé- 
pendante du  même  argument  que  Téquation  du 
centre,  parce  que  cette  partie  ne  peut  disparaître  à 
la  fois  dans  l'expression  du  rayon  vecteur  et  dans 
celle  de  la  longitude.  Déterminons  ces  diffërens 
termes. 

Si  l'on  nomme  a  la  distance  moyenne  de  la  plar 
nète  m  au  Soleil,  la  constante  a,  dans  l'hypothèse  el- 
liptique ,  se  déduira  du  moyen  mouvement  observé 

par  l'équation  a*  55:  ^ — 5— ,  la  masse  du  Soleil  étaoi 
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prise  pour  unité.  De  cette  équation  on  tire 

û  =  /i""â(i  -f-  ^m). 

Tel  est  par  conséquent  le  grand  axe  dont  on  doit  £ûre 
usage  dans  la  partie  elliptique  du  rayon  yecteur.  Les 
valeurs  des  demi-grands  axes  des  orbites  planétaires 
données  n?  88,  supposent 

a  =  n     3^     a  :=z  n     »,  etc. 

Il  faudra  donc,  dans  le  calcul  de  U  paurtie  cttip^ 
tique  du  rayon  vecteur,  augmenter  respectivement 
les  valeurs  de  a,  a\  etc.,  de  ^ma,  ^m'a! ^  etc.; 
dans  le  calcul  de  la  partie  qui  dépend  du  mouve-^ 
ment  troublé ,  cette  correction  est  inutile  tant  qu'on 
néglige  les  quantités  de  Tordre  du  carré  des  masses, 
Au  reste,  l'augmentation  précédente  nest  sensible 
que  pour  Jupiter  et  Saturne  ;  d  après  les  valeurs  rap- 
portées plus  haut,  on  trouve 

yiu'V  =  0,00164507,     Jm^^  =s  0,00090559. 

Si  Ton  ajoute  ces  valeurs  à  celles  de  a'^  et  a"  du 
n*  88,  on  aura 

a'^  =  5,20281145; 

a'  =  9,53877645. 

Ce  sont  les  valeurs  des  demi-grands  axes  a^^  et  a^ 
dont  on  doit  faire  usage  pour  calculer  la  partie  el- 
liptique du  rayon  vecteur  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

Maintenant,  il  résulte  du  terme  constant  introduit 
dans  Texpression  du  rayon  vecteur  que  la  distance 
moyeime  de  la  planète  au  Soleil  diffiàre  dans  rorbil<9 
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troublée  et  dans  rwbite  elliptique.  Ainsi»  la  coostante  a 
qui  représente  celte  distance  moyenoe  dans  cette 
dernière  orbite»  devra  être  augmentée  de  la  partie 
constante  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
Forhita  troublée»  pour  former  la  valeur  de  la  dis- 
tance moyenne  qui  lui  correspond. 

La  partie  non  périodique  du  rayOn  vecteur  de  la 
planète  m  troublée  par  l'action  de»  plauèted  mf , 
nfl^f  etc.  f  est  égale  à 

Ea  augmentant  donc  respectivement  les  valeurs  de 
Uj  a',  ainsi  déterminées»  de  la  partie  correspondante 
à  la  précédente  qui  se  rapporte  à  chacune  des  pla- 
nètes m^m'f  etc.  »  on  aura  la  distance  moyenne  de 
la  planète  au  Soleil  relative  au  mouvement  troublé. 
La  partie  de  l'expression  du  rayon  vecteur  dans 
l'orbite  troublée,  qui  dépend  du  même  allument 
que  le  premier  terme  de  l'équation  du  centre  »  se 
compose  des  deux  termes  : 

-{-  m!afe  cos  (/if  +  • —  ^) + 'w'^V  cos  (nt  +  € —  -v')  ; 

feif  étant  déterminés  par  les  deux  équations  sui-^ 
vantes  (*)  : 

r-K-*'"-"-^'--^')- 

^*)  Supplément  au  livre  II. 
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il  sera  ddnc  facile  de  calculer  les  coefficiens  des  deux 
inégalités  précédentes^  et  Ton  pourra  les  réunir, 
dans  une  même  table,  aux  inégalités  semblables  de 
la  partie  elliptiljue  du  rayon  vecteur. 

Quant  aux  constantes  y  et  II  qui  entrent  dans  les 
formules  du  mouvement  en  latitude ,  et  qui  dépen- 
dent de  la  position  mutuelle  des  orbites ,  on  les  dé- 
terminera au  moyen  des  valeurs  rapportées  n*"  88, 
en  considérant  le  triangle  sphérique  compris  entre 
lecliptique,  le  plan  de  Torbite  de  la  planète  troublée 
et  celui  de  la  planète  perturbatrice. 

Nous  allons  maintenant  nous  occuper  de  détermi- 
ner les  corrections  du  rayon  vecteur,  de  la  longitude 
et  de  la  latitude ,  résultant  de  Faction  mutuelle  des 
planètes  en  réduisant  en  nombres  les  formules  du 
n"*  84  du  livre  II ,  et  des  chapitres  précédens. 
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THÉORIE  PARTICULIÈRE 
DES  SEPT  PLANÈTES  PRINCIPALES. 


CHAPITRE  XIII. 

Théorie  de  Mercure. 

95.  Les  inégalités  de  Mercure  indépendantes  des  ex- 
centricités et  celles  qui  dépendent  de  leur  première 
puissance ,  ont  été  calculées  par  les  formules  du  n^84 
du  livre  11^  dans  lesquelles  on  a  substitué  pour  A^"*^, 
ACO^  A^*^,  etc.,  et  leurs  diflFérences,  leurs  valeurs  en 

fonction  de  ôi*\  6Î^ ,  b^^  ,  etc.  11  en  a  été  de  même 

ft        ft         3 

pour  les  autres  planètes.  On  a  négligé  les  pertur- 
bations du  rayon  vecteur  dont  l'effet  sur  la  longi-* 
tude  géocentrique  de  la  planète  serait  au-dessous 
d'une  seconde.  Quant  à  la  limite  qu'une  inégalité 
du  rayon  vecteur  doit  atteindre  pour  produire  une 
seconde  sur  la  longitude  géocentrique  de  Mercure , 
on  la  déterminera  de  la  manière  suivante  : 

Soit  V  cette  longitude,  r  le  rayon  vecteur  de  la 
planète,  et  v  sa  longitude  vraie  dans  son  orbite | 
soient  r^'  et  sf' ,  les  mêmes  quantités  relatives  Ji  la 
Terre;  si  l'on  considère  le  triangle  compris  entre 
Mercure  9  la  Terre  et  le  Soleil,  qu'on  nomme  f  la 
distance  de    Mercure  à   la    Terre,   et   qu'on  fasse 

-7  =  a,  on  aura,  aux  quantités  près  de  l'ordre  du 
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carré  des  inclinaisons  des  orbites , 


f  =  r"  V^i  —  3»  cos  {y  —  ^)  +  ^*' 
Si  l'on  difiTérentie  cette  expression  pat*  rapport  k  la 
caradémtt^e  /,  en  ne  faisaot  varier  que  r  dan»  a, 
on  aura 

IjC  même  triangle  donne 

sinV=t  C5îî(£r!J:>; 

d'où  I  en  différentiânt  et  eti  gubstitmint  pour  ^  ^t  df 
leara  valenis  y  on  tite 

JV  rnQ  V—  *^  [^-^  W>ê(ii^>^i^)[liil(i/'~t>) 

^  Y  COS  V  SS   -5.  .  ,5, r — ; r-. 

La  râleur  précédente  de  din  Y  donne 


cosV 


f ' 


ou  bien,  en  mettant  pour  p  sa  valeur  t 


-yj  i^  I  —  a  cos  {y  —  f ) 

COS  V    sa  ZC   ■■■'    ;..     !■,    .r.inii!-      i,imf-u< 

y  \  —  la  cos  (1/^  —  *')  +  «* 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'expression  de 
cTVcosV,  on  aura 

J^V  ,—  .4-  *^  sin  Çii^^  —  t^) 

r      I  —  2«cos  {yr  —  0  +  «"  ' 

le  maximum  de  la  fonction 

*  sin  {y  —  v) 


correspond  à 

cosK  ~  ^)  =7T^»' 
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ce  qui  donne  $în  {y^'  —  ^)  =  -37",?  ^  substituaat 
ces  valeurs  dans  la  fonction  précédente;  on  trouve  que 
ce  maxiimtm  est  égal  à    ^.  On  a  donc  dansce  cas 

Si  Ton  suppose  J^Vs=:=b  i"^  et  que  pour  r  et  1^'  OU 
prenne  les  moyennes  distances  dâ  Mercure  et  de  la 
Terre  au  Soleil,  ce  qui  donne  r^'s^i  et<tss0,287og8ia, 
on  aura 

cTr  =  qp  0,0000041 2o4- 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur dont  le  coeifîcientserait  au-dessous  de  0,0000041  * 
Quant  aux  inégalités  du  mouvement  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons  toutes  celles  dont  le 
coefficient  serait  au-dessous  d*un  dixième  de  se- 
conde. 

Inégalités  de  Mercury  indépendantes  des  eMentricités, 

f      0^631 431  «a  {n't  -*  n«  -+.  tT  •-  •)  y 
—  a^58o5aI  iinaCw'f—  7it  -f-  •'  —  0   [ 

-t-  ^'  -t-  f*  ;•  ^_  c/,i53taa  ftia o^nU^  ni  ^  %"  ^  %)  f 

-A.  ff^^'y^  S       «'''•576447  «in  ('»'^«—  rit  4-  i»^-  •)  1 
-t-  ii-i-A*    )'\_  o",ii9863  »ina(»«»«—  /if  +  •«»—  O.f 

Jnégalités  dépendantes  de  la  première  ptiissance  des  excen^ 

tricités, 

ô%îi8i/J99  «m  {n't  —  /  —  1») 
.-^  3*'^43»i4  sin  tai»'«  —    m  -|-  ^  -*    •  -^  |r) 

j,    s  ,.  J —  o",376iaa  sin  {inft  — >  3nt  +  »•'  —  3i  -|-  iii) 

A'  —  (I  -h  A*;  <       i",6o768i  thi  p/i'f  —  anf  -f.  V  —  •!#  -^  a,) 

+  o",a8o3o7  sin  (^n't  —  3/if  -f-  4i'  —  3i  —  •) 
+  o",  168689  lin  (  nft  —  îwif  +    •'  —  ai  -f  «)  ; 

-I-  /'t  -I.    ">i  {"  o^4a7o86  fin  (a/i"«  —    n«  4-  ai"  -     •  —  •)  ï 
'^  ^ï  -*-^  M-i-  o",aa584i  sin  (3/»*'«  —  2««  -f-  3i'-.  ai  —  »).  / 
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Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des  excenr 

incités  et  des  inclinaisons. 

Ces  inégalités  out  été  calculées  par  les  formules 
"du  u"  54*  D^près  les  rapports  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvemens  de  Mercure,  Vénus  et  la  Terre , 
les  trois  quantités  5//— a/i,  3n — n',  et  an — 4^*^, 
•ont  très  peu  considérables.  H  faut  donc  avoir  égard 
ati:x  inégalités  dépendantes  des  angles  5n't  —  2ntf 
5nft  —  n^  et  2nt  —  4^"^.  On  a  trouvé  ainsi  : 

iT»'  —  (1+  f«  ;  ^_  o",569837  tin  (3nft  —    ««  +  3/—    %  -+-  4o»  3&35'}i 
.  -f-(i -f-/*'0.o%a437i5iin(4/i''/  — a»t  +  4f"— af-f-4i«ii'46*> 

Inégalités   dépendantes   des  cubes  et  des  produits  de   trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 

IjCS  seules  inégalités  sensibles  dépendantes  des 
troisièmes  puissances  des  excentricités  et  des  inclinai- 
sons, résultent  de  l'action  de  Vénus  et  de  la  Terre 
sur  Mercure.  La  première  est  relative  à  l'angle 
2nt^^5n!î,  et  a  été  calculée  par  les  formules  da 
n*  35;  la  seconde  est  relative  à  l'angle  nt  —  /^n"t^  et 
a  été  calculée  par  les  foi  mules  du  n'  ^3.  On  a  trouvé 
ainsi  : 

/»/  =  (i  4.  f4f)  8%o8764ï  lin  {5n't  —  ant  -f-  5i'—  2%  -f-  3o»i3'36*) 
-f-  (I  -f-/u*)  0^,557373  lin  (4/i'V  —    ;it  -f-  4f"—    •  —  i6*59'îM>*). 

Les  inégalités  de  la  latitude  sont  insensibles  et 
au-dessous  de  un  dixième  de  seconde  ;  on  peut  donc 
se  dispenser  d'y  avoir  égard. 


% 
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CHAPITRE  XIV. 


TTiéorie  de  Vénus. 

96.  Si  l'on  nomme  V  la  longitude  géocentrique  de 
Vénus ,  et  si  Ton  fait  -y  =  *>  Téqualion  {a)  du  n"  96 
deviendra  relativement  à  cette  planète 

cjy  =  —  /(i  —  «OcTV'. 

En  prenant  pour  r^  et  r"  les  moyennes  distances  de 
Vénus  et  de  la  Terre  au  Soleil,  on  aura,  n"  88^ 
a  =  o,7255325o ,  r"  =:  1  j  en  supposant  donc 
cTV  =  ±  1*,  on  aura 


J^r^  =s:  db  o''y0000033652. 

C'est  la  limite  que  doit  atteindre  une  inégalité  du 
rayon  vecteur  pour  produire  une  inégalité  d'une  se- 
conde sur  la  longitude  géocentrique  de  Vénus.  On 
pourra  donc  négliger  toutes  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  qui  seraient  au-dessous  de  0,000002.  Quant 
aux  inégalités  de  la  longitude,  nous  négligerons, 
comme  précédemment,  celles  qui  ne  s'élèveraient 
pas  à  un  dixième  de  seconde. 


4i4 
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Inégalités  de  Vémis  indépendanUi  des  excentricités. 


A/  =  (I  +  IaT). 


4''>fi39773  sia  {nU  —  n't  -|-  ,"  ^  t') 
,+  lo^SGTéSo  êin  ^{n't  —  n't  -|-  •*  —  O 
1^    6",7*9376  tia  Siu^t  ^  i»'e  4.  ,•  —  •) 

—  o  ",977474  sin  4(/»"«  —  /i'£  -I-  •"  «  O 
'—    o",3i9958  fin  SC/i"/  —  n't  -|-  t"  —  ^ 

—  o",i5447S  sin  5(/i''t  —  /,'«  +  .-  —  g^ 

+  (1  -f-  /*▼).  o',i8at97  sin  («▼«  —  nft  -f-  i^  —  0> 


/>'  PS,  ff  +  ;tO» 


-f.  (I  +  f*«»). 


—  o  ,000000390g 
o%ooooo35436  ços    (/»*'«  —  /l't  ^  ^^  ^  /) 

-f-  0*0000151670  cof  aî/»"*  —  n't  -f-  •*  —  /) 

—  o*',oQoo  109653  cof  ^(n'^t  —  /i7  -f-  •"  —  0 
«r,ooooo3a4^  <îo*  îf**"'  —  n'<  -f-  •*  — »  1^ 

'—  0^^,0000003145 

*f.  i/',oôooof95T3  C6§   (h«n—  w^  -#-  i«^—  0 

—  0^^,0000033 1 85  cos  3(n«n —  nt  -f-  §«▼*-  /). 


î 


-f-  (1  -f-  fA") 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excen^ 

iridiés. 

^       '. . 

iP'  =s  (i'  -f-  ft)  o*,S4çj537  rfn  3  (/i*'^  —  /it  +  3i'  —  •  —  •) 

^"      '  o*,u843o  lia  (  nTl  4-  •*'  —  •") 

-I-  o",i5o3o4  lin  (3n"«  —    f^f  -f.  oi*  ^    y 

—  o'',io5i83  sin  {^n^t  —    n't  -h  i*"  —     •' 

-h  4^4 19390  sin  (Sn^t  —  3rt'«  -f  3i"  —  3i' 
I—  o",375773  tin  (4/i*t  ^  Wt  -h  <•"  —  3i' 
'-h  1^,878647  lin  (4/i*£  —  în't  +  4t*  —  5/ 
^  0^636300  sin  {SmU  ^4fft^  5^^^/ 
3",o3659o  «in  {5n"t  -.  4»'!  -h  Si"  —  4/ 

—  (1  -f.  fA")  0^754401  «n  (3ii*«  —  a«'«  4-  3«*  —  ai'  —  «' 

—  f*,535383  sin  (n'H  -f-  %'^  —  W) 
•    4.  /,'  j     ,T^  J—  •ô^33365S  m  {nn^n  —  3i/<  «+.  ^4»^^    ,' 

i-**  '>"»*3575»  Ml  <3»"X  —    /»'i  4-  ai««r*^    •' 
f  —  o^I658o6  sÎB  (3n'U  —    n't  -j*  3i'»—  ai' 

—  (i  -f  f«0  o",ao8963  rin  (/i»l  +  •▼  —  a^)', 
jy<  =  (1  +  fc'O  o",ooooo33689  cos  (5/i''«  —  4/i't  -f-  Si"  —  4f'  —  »'). 


i .'  » 
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Inégidités  dépendantes  de$  carrés  et  des  j^roduits  de  d^^tpc 
ihnensîom  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  oMtes. 

D'après  les  rapports  c[ui  existent  entre  les  moyeins 
mouyemens  de  Mercure,  Vénus,  la  Terre  et  Mars, 
les  quantités  /(n!  —  2/2,  Sri'  —  Zn! ,  i^  ^^  oad  ek 
Zn!" —  n'  f  sont  très  petites  toutes  les  quatre;  les  iné- 
galités tftti  dépendeut  des  angles  4^^f  *—  :ïnt  , 
5rJ't — S/i'^,  IçiFt  —  '^t  et  ^H — ti'/,  croissent  donc 
avec  une  grande  lenteur,  et  pourraient,  par  la  même 
raison,  devenir  sensibles.  On  a  trouvé,  en  les  calcu- 
lant, 

/k/'  =s  —  (i  -f-  ^  )  o'',353878  sin  {\nH  —  wt  -|-  4/  —  a.  -.  V  3o'  Bo") 


ii'io^lîté  dépenda^ie  de  Tangle  é^'  -^:m'  ut 
s'élevaut  pas  à  un  dixième  de  ^coodei  nous  ayou^ 
cru  inutile  de  la  rapporter  ici  ;  il  en  est  de  même 
d'une  inégalité  dépendante  de  faction  de  Mercure  et 
de  l'angle  5n't^^nL 

Inégtâttés  dépimdantes  des  cubés  et  desptoSnts  de  trois  éti-^ 
méfiions  des  estcevurieiêés  «f  des  tncKndis&ns. 

A/  =  (i  -h /[«)  i*,a56877  sïn(2nt  —  Sn^t  4-  if  —  5i'H-  3o»  i^  37*^. 

Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  et  des  pro* 
duiis  de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinai^ 
sons. 

iV/  =  (i  +  /u*')  ï",7i 7796  sin  {iZa^t  —  Mt  -^  i3i"  —  8i'  —  4o<»  44'  34*'). 

Cette  inégalité,  remarquée  pour  la  première  fois 
par  M.  Àiry,  a  été  calculée  de  la  manière  suivante. 
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On  a  d'abord  déterminé  par  les  formules  Bu  n^"  44 1 
l'inëgalité.  correspondante  relative  à  la  Terre  que 
nous  donnerons  plus  loin  ^  et  en  la  multipliant  par  le 

facteur -= ,  on  en  a  conclu  l'inégalité  précé- 

m  y  a'  . 

dente  de  Vénus. 

a 

Inégalités  du  mouvement  de  Vénus  en  latitude» 

Au  moyen  des  formules  du  n""  Ss,  on  a  trouvé 

Ji'-r,-!.^-^  i      o",  1 15445  sin(»"t -h  ••-*')         ,  \ 

^  ^   ^  ^  ^*  I  +  o*,a89097  sin  (5n"l  —  S^n't  -h  5i*  —  4i'—  *')  J 

—  (i  -^(a")  o",ioa4i7  ««  (3'»*'«  —  2'»''  H-  3«*  —  at'—  H'') 

—  (i +/[*»▼) o",i6i4ro sin  (a/i«'«—  //«  4-a«'^—   •' — n«»)  , 

n'^'  représentant  la  longitude  du  nœud  ascendant  de 
l'orbite  de  Mars ,  et  FI'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant  de  l'orbite  de  Jupiter  sur  celle  de  Vénus.  En 
vertu  des  valeurs  rapportées  n*  88,  on  trouve 

n'"=  looo  8'55% 

les  autres  inégalités. de  la  latitude  étant  insensibles  et 
ne  s'élevant  pas  à  ua  centième  de  seconde ,  il  est 
inutile  d'en  tenir  compte. 


î 
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CHAPITRE  XV. 


TTiéorie  du  mouvement  de  la  Terre. 


97*  Soit  y  la  longitude  géocentrique  de  Venus  ^  ft 

étant  supposé  égal  à  -7,  \'  sera  fonction  de  a  et  de 

(p^'— v') ,  et  dans  le  cas  du  maximum  de  V,  on  aura, 
par  le  n- 95, 


cTV  = 


#>« 


•» 


si  dans  a  on  ne  fait  yarier  que  /*' ,  on  aura 
^<t  es  — >  —jri  par  conséquent. 

En  faisant  cTV  ==fc  i'',  et  en  prenant  pour  r'  et  W' 
les  moyennes  distances  de  Vénus  et  de  la  Terre  au 
Soleil,  on  aura  r^'=i,  et  /  =  o^y^SSS^So;  par  con- 
séquent, 

J^/'  =  d=  o,ooooo3i94* 

Considérons  maintenant  une  planète  supérieure.  Soit 
V^'  la  longitude  géocentrique  de  Mars  ;  en  supposant 

27 
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a  z=z   -ji^f  on  aura  ^  dans  le  cas  du  maximum  ^ 

S^r^'  =  r"'  (i  —  «•)  cTV"; 

et  en  prenant  pour  r"  et  r"'  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil^  ce  qui  donne 

r"'  =  1,5256952, 
CL    =  o,6565oo5o; 


en  supposant  €fV'"==db  i,  on  aura 

^r"'  =  =fc  0,000004207. 

On  pourra  donc  négliger  les  inégalités  de  ^r"  dont  les 
coefficiens  seraient  au-dessous  de  d=:  o,  000004  •  Nous 
négligerons  d'ailleurs,  comme  précédemment,  les 
inégalités  du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude 
qui  seraient  au-dessous  de  un  dixième  de  seconde. 

Inégalités  de  la  Terre  indépendantes  des  excentricités. 

Î5^o44545  sin  (/»'«  —  «"t  4-  g'  —  ,•) 
-  5^7358oo  fin  i{n't  -  n'^t  ^  .'  -  O 
^  o^e9^596  .in  3K«  -  n^t  4,  .'  -  .•) 
—  o',3t494a  sin  4(/»'£  —  n''t  +  •'  —  •") 

{o*',a94a44  sin  {n^t  —  n't  -f-  •''  —  •")  x 
+  îi",398944  sin  iï{p!'t  —  nft  -|-  .«^  —  g-)  ( 
—  o*,i45îi53  sin  3(/»*«  —  n't  -h  •"   —  •*)  J 

{7-'',x47a35  sin  (/i«Tf  —  n''t  +  i«T  —  ,•)  ^ 
^  a^707lS64  fin  «(ii'ti  -^  ii*t  -f,  #*»  -.^  /)  l 
—  o*,i69866  sin  3(««n-r-  n"t  +  •«▼  —  s^ 

^  /.  j.  .  Y\  /      o",4ao3i7  sin    (nn  —  /»"«  -f.  .t  —  /^  1 
■*-  U  -t-  f*  ;•  j_  o",io6i86  sin  a(/ïn  -  n"«  -»-•▼-«  ,•),/ 

__      ,.  f  —  0,0000057218  cos  (/»  «  — •  «*^  -4-  •'  —  O  ] 
iTr  —  (I  -^  /*  ;.|^  o,ooooa63449  co8a(n'«  —  n"^  +  «'  -^  ,«^  J 

.    j .  f  H-  0^0000161375  cos  (/i«n—  n^t  -+-  §«▼-»-  i*)  î 
^   '*   l—  0,0000099122  cosa(n'^l—  n*t  •+.  i«t— .  |«).j 


H-  (I  +  h^)' 


^  m  \  ■  ■  W  /M 

o",756375  sin  (a/i*«—    n'ï -f-  ai*  —    **—»'')  \ 

i'',475770  sin  (an^f—    «"r  +  at*^  r-    /  —  V')  / 

o",45699o  sia  (3/i"'«  —  a/i"/  -f-  Si"  —  at"  —  •"')  [ 

o%557aoa  sin  (ân'^t  —  3/i"«  +  ^t"  —  3i"  —  »•)  ) 
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Inégalités  dépendantes  de  lq>  première  puissance  des 

excentricités. 

—  o".  133939  sin  (a/i't  —  nf't'h  a/  —  •"—«*') 
-h  o",  13874(5  sin  (ai»*l  —    nft  -h  9%"  —    »'  —  •") 

j-r  o'',i6o389  fia  (aw^t  —    n't  -f-  ai"  —    t'  —  •'> 

_  «   j—  3^504619  sin  (3/i"£  —  a/»'l  +  3i"  —  a/  —  •'') 

'**    —  C»  +  ^>-/4.  1^,126067  sin  {3n"i  —  an'f  4-  3f*  —  ai'  —  •') 

|—  aVS43i6  sin  (inU  —  3n'«  +  4t*  —  S*'  —  •*') 
+  o%68569a  sin  (4/i"«  —  3/i'«  4-  i*"  —  3«'  —  •') 
^+  o",ao678o  sin  (5/i"«  —  4/ï't  -f-  5t*  —  4/  —  •") 

—  o",756375  sin  (a/i*«—    n'ï  -f-  ai*  —    i"  —  m'^) 

o*',557aoa  sin  (ât 

o",3o6587  sin  (n'H  -h  •«▼—•") 
I—  a",576i8i  sin  (»'n4-  §'▼—#«▼) 
(i4.^.T)  J—  i"»5i4244  sin  (a/i'vt—    «««  4,  a,iy-.     •  —  «,") 
]+  o*,6i5o64  sin  (a/»«v|—    /i*i  -f  ai«^—    •*  —  •«▼)! 
— .  o%55i|a9  sin  (3/»«n-r  a»"*  +  3i«^-»-  at"  —  •'▼)' 

—  o\i5ii4x  «in  (a/i"«  —  »»▼«  -f-  as"  —    •«▼—  »«▼). 

.    ,,    .    ^T^  /—  <>"»5«8o87  sin  (iiT£  ^  .T  ^  «T)  1 

-f-  V'  t-  A*  ;-|_  o",i3o375  sin  (a/in  —    i»"t  -f-  a«^  —    •"  —  0,| 

^r"  =—  (1  -f.  ft'). 0,0000047495  cos  (4n"t  —  3n'«  -|-  4i"  —  3i'  —  «") 
—  (l  Ttrfe'T). 0,0000030789  cos  (anî^t-*—  »*'«  -f.  a«f*-rr  •"  ttt*  #"). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  desi  orbi$^. 

D*apres  les  rapports  qui  existent  entre  les  moyens 
monyemens  de  Vénus ,  la  Terre  et  Mars ,  5n^  ^—  3n' 
et  4^*^'-^  3w"  sont  de  très  petites  quantités  ;  les  iné- 
galités qui  ont  pour  argument  5nH — $nft  e  t  /^n'^t'^stnH 
croîtront  donc  avec  une  grande  lenteur,  et  pourront , 
par  cette  raison ,  devenir  sensibles.  En  les  détermi*- 
nant  par  les  formules  du  n*  54  »  on  a  trouvé 

A^  =  (X  4-  f/).  i",073i69  sin  (5n*t  —  3n't  +  5%"  —  3/ 4-  »!•   ^  iS'') 
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Inégalités  dépendantes  des  cinquièmes  puissances  eidesproduits 
de  cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

L'inégalité  de  cet  ordre  ^  qui  dépend  de  Fargument 
i5n'V  — 8w'^,  peut  devenir  sensible,  parce  que,  en 
vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens  mou- 
yemens  de  Vénus, et  de  la  Terre,  iS/i" — 8/1'  est  une 
très  petite  quantité.  En  réduisant  en  nombres  les  for- 
mules du  n®  44  *  ^^  ^  trouvé  (*) 

/t/'  =  a",o49i54  »îa  (8»'«  —  i3/i"<  4-  8f'  —  i3i*  -f-  410  14' i3"). 
Inégalités  du  mous^ement  en  latitude. 

Par  les  formules  du  n^  86  du  livre  II,  on  a  trouvé 

^"=(1+  /).o",aa335a8in(4»"f  —  3/i'« -f- 4i*'  -3i'  — *') 
-I-  (i  +/[*'▼). 0^166761  finCan'n—  «''t-f.ai»»  —  /  —  *«▼). 

Ce  sont  les  seules  inégalités  sensibles  du  mouvement 
de  la  Terre  en  latitude. 

Des  variations  séculaires  de  Vorbe  terrestre,  de  téquateur 

et  de  la  longueur  de  Vannée, 

98.  Dans  le  n^  91  nous  avons  donné  les  variations 
séculaires  de  l'excentricité ,  du  périhélie  et  des  quan- 
tités qui  déterminent  la  position  de  l'orbe  terrestre^ 
en  ayant  égard.à  la  première  puissance  du  temps.  Mais 
la  grande  influence  de  ces  variations  sur  tous  les  phé- 
nomènes célestes,  puisque  c'est  au  plan  de  l'écliptique 
que  les  astronomes  rapportent  toutes  leurs  obser* 
varions,  nous  obligent  à  les  déterminer  avec  plus  de 

(*)  Connaissance  des  Tems  pour  Fannée  i836. 
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précision^  et  à  coûsidérer  les  termes  de  leurs  valeurs 
dëpendans  du  carré  du  temps. 

En  déterminant  par  le  n*  65,  livre  II,  les  différences 

j         j  ^  ^.^ .       de'''    de'-'    de^    dm" 

secondes   des  quatre    quantités    -5— * -^i  ~^*'^9 

et  en  adoptant  les  valeurs  des  masses  planétaires  du 
n**  87 ,  on  a  trouvé 

-T-j-  =  —  o*,ooooo644o34 ,    -3-7-  =  4-  o*',oooi5335oi , 

-7^=5      o'',oooo399i36y      "TT  **      o",ooooi4735a6. 

de"    dût" 

Ea  joignant  ces  valeurs  à  celles  de  -^,  -r- ,  etc.,  don- 
nées n**  91,  on  a  conclu,  n**  63,  livre  II,  pour  un 
temps  quelconque  ^,  les  expressions  suivantes  de  e"^ 
af',  p''  et  /  : 

e"  =  e"  —    o",09o5385^  —  o",ooooo5220i7^% 
a)''=c>"4-  ii",i748i5/   H- o",oooo76675o^% 
p*'  =        o'',o6496o^  +  o'',oooo  199568^*, 
q''  =  ~  o",488566^  H-  q",ooooo756763^'; 

les  valeurs  de  e'',  iâ?",  dans  les  seconds  membres,  se 

rapportant  à  l'origine  du   temps  ^,  c'est-à-dire   à 

l'époque  de  1800. 

Nous  avons  donné  dans  le  n*"  9:2  les  valeurs  finies 

de  p"  et  ç",  ainsi  que  celles  des  quantités  qui  déter- 
minent é^  et  a!'  i  ces  valeurs  se  présentent  sous  la 
forme  suivante,  2)B  sin  (g^  +  S)  et  2B  cos  (g^  +  S), 
et  s'appliquent  à  un  temps  quelconque,  avant  ou 
après  celui  que  l'on  a  choisi  pour  époque.  Cependant 
on  a  vu  que  les  difficultés  du  calcul  qu'exige  leur 
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détennioatioii  ^  et  Fintorrectioii  qui  peut  e:ddter  e^ 
core  dans  les  valeurs  de  quelques-* unes  des  masses 
planétaires,  doivent  laisser  quelque  incertitude  sur  la 
précision  des  résultats  ainsi  obtenus.  C'est  pourquoi 
il  est  préférable,  pour  la  détermination  des  élémens 
de  Tdrbe  terrestre,  d'àdopte]^  les  pirecédentes  for- 
mules, qui  ne  peuvent,  il  est  vrai,  s'étend fe  qui 
mille  ou  douze  cents  ans  avant  et  après  l'époque 
qu'on  a  choisie,  mais  qu'il  sera  facile  de  corriger 
et  de  rapporter  à  une  nouvelle  époque  a  mesure 
que  le  temps  fera  mieux  connaître  les  masses  des  pla- 
nètes (^).  Les  changemens  que  ces  masses  ont  subi 
dans  ces  derniers  temps  nous  engagent  à  reprendre 
ici  les  formules  de  la  précession  des  équinoxes  et  des 
variations  de  l'obliquité  de  l'équateur,  soit  par  rapport 
à  Técliptique  fixe,  soit  par  rapport  à  l'écliptique  vraie, 
que  nous  avons  présentées  dans  le  n"*  34  du  livre  IV. 
Nous  avions  adopté  alors  les  valeurs  de  p^  et  9"  cal- 
culées pa^  M.  JBouvard,  mais  ces  valeurs  diffèrent, 
comme  on  peut  le  voir,  de  celles  qui  ont  été  rappcntées 
plus  haut;  et  d'ailleurs,  comme  nous  avons  choisi 
pour  époque  dans  la  théorie  des  perturbations  plané- 
taires l'année  1800,  il  est  nécessaire  de  irappoMèr 
aussi  à  cette  époque  les  variations  de  l'écliptique  et 
de  l'équateur. 

Les  valeurs  finies  de  p^'  et  9"  se  présentant,  lâ 
première  sous  la  forme  de  Z.Bsin  (3^  -{-€),  la 
seconde  sous  la  formé  de  Z  •  B  cos  (bt  «{-  C),  si  l'on 
développe,  comme  dans  le  n*  33,  livre  V,  ces  quati- 

(^)  F^oir  lés  DOties  à  la  fin  du  volume. 


;  •  ^ 
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tites  ea  négligeant  les  puissances  du  temps  supé- 
rieures à  la  seconde,  et  qu'on  les  compare  ensuite 
à  celles  de  /?''  et  (^'  données  plus  haut ,  on  trouve 

2:.B6sinC=      o''488566,  S.B&cosC=      o",o64g6o, 

2.B6*sin  C  =  —  ô'',oooo39gi36,        2.B&»  co$C  =  —  o",oopoi4735a6. 

Maintenant,  en  nommant  6  Tinclinaison  de  l'équateur 
à  Técliptique  fixe  de  1800,  fl'  Tobliquilé  de  réclîp- 
tique  vraie,  ^  la  prëcession  des  équinoxes  par  rappoft 
à  l'ëcliptique  fixe,  et  4*'  la  précession  relative  à  l'é- 
cliptique  vraie,  et  en  ne  considérant  que  les  variations 
séculaires,  on  aura,  n*  54,  livre  IV, 

e  =A-f-i^'2.B/àco8C, 

4  :=  It-^t*  cot  ^hX.  Ih  sia  C, 

4'=t(/— cot  A2 .  B&  cos  0 +t»  f -7-Î--72 .  B/^»  sinC-f- -  COI  A2 .  B*»«nc\ 

h  étant  l'obliquité  de  l'équateur  au  commencement 
de  1800,  et  It  le  moyen  mouvement  des  équinoxes 
à  la  même  époque ,  rapporté  à  Técliptique  fixe. 

D'après  les  recherches  les  plus  récentes  de  M.  Bes- 
sel,  la  précession  annuelle  rapportée  à  l'écliptique 
vraie  était,  en  1800,  égale  à  Sd'aoUSo^  on  aura  donc 
ainsi 

/  —  cot  ^  2.B6  cos  Q  =  5o*',2:235o; 

l'obliquité  de  l'écliptique  était,  à  la  même  époque, 
de  25**  27'  54"8;  d'où  l'on  a  conclu 

h  =  23-27'54",8,       /  =  5o",375i5. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  des  quantités 
2,Bi  sin^,  2.Bft  cos^,  2 .  B^*  sin  6^,  et  2 .  B^*  cos  ? 
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doQoëes  plus  haut,  les  formules  (o)  deyieonent 

fl  =  25^2j'54\8  +  t^  0^00000793213, 

fl'  =25*  2j'  54\8-t  o",488566— t»  o",ooooo5^45o, 

4=  ^  50'', 373 1 5  — -  /•  o'>ooi 043091, 

4'=  t  5o",2235o  +  t*  o",oooio97248. 

Ces  formules  difierent  peu  de  celles  que  nous  avons 
données  dans  le  n*  34  du  livre  IV;  mais  une  erreur 
facile  à  réparer  s'était  glissée  dans  celles-ci  :  nous  y 
avons  supposé  la  précession  moyenne  des  équinoxes 
relative  à  l'écliptique  vraie  égale,  en  1 750,  à  5o'',  37572, 
tandis  que  c'était  la  valeur  de  la  précession  moyenne 
relative  à  l'écliptique  fixe  (^). 

Les  formules  précédentes  peuvent  s'étendre  de  mille 
à  douze  cents  ans  avant  et  après  l'instant  que  l'on  a 
choisi  pour  époque  ;  on  peut  même  les  étendre  aux 
plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  parve- 
nues, vu  leur  imperfection. 

L'angle  fl'  représente  l'obliquité  moyenne  de  l'é- 
cliptique. Cette  obliquité,  conclue  de  l'observation 
des  solstices  d'été,  faite  à  Paris,  dans  les  années  1812, 
181 3  et  1814^  P^i*  AIM.  Arago  et  Mathieu ,  en  pre- 
nant leur  résultat  moyen  et  9'',4o  pour  le  coefScient 
de  la  nutation,  était,  en  181 3,  égale  à 

23*  27' 49^28. 

En  faisant  t=:  i2,5  dans  l'expression  précédente  de 
G',  on  trouve 

fl'  =  230  27'  48^69. 


rfHriii 


(*)  F^oir  Terrata  à  la  fia  du  volume. 
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La  différence  entre  le  calcul  et  l'observation  seraitdonc 
de  o'^ySg.  Cette  différence  ne  serait  que  de  — -o'',  1 5  en 
calculant  6'  par  les  formules  du  n^  34  du  livre  lY^mais 
il  faut|d^  observations  plus  nombreuses ,  et  faites  à 
des  intervalles  plus  considérables,  pourpouvoir  juger 
avec  quelque  certitude  de  la  précision  des  formules. 
L'année  sidérale  est  constante  et  égale  en  jours 

moyens  à  565^,2565744^7;  l'année  tropique  est  égale 
à  Tannée  sidérale,  moins  le  temps  que  le  Soleil  met 
à  décrire  l'arc  de  la  précession.  Les  valeurs  précé- 
dentes donnent  ainsi ,  pour  la  longueur  de  l'année 
tropique, 

565^,242219746  — "  ^.0,0000000618482; 

d'où  il  suit  que  du  temps  d'Hypparque ,  c'est-à-dire 
cent  vingt -huit  ans  avant  l'ère  chrétienne,  la  durée 
de  l'année  tropique  était  de  io'',?.8  plus  longue  qu'elle 
ne  l'était  en  1 800  ;  l'obliquité  de  Técliptique  était 
alors  de  16'  \S\']']i  plus  grande  qu'elle  nejl'est  au- 
jourd'hui. 

Comparons  aux  formules  précédentes  l'observation 
de  Tcheou-Kong  (^)  que  nous  avons  citée  dans  le 
livre  ly,  et  qui  donne  pour  l'année  correspondante  à 
iioo  ans  avant  notre  ère  l'obliquité  de  l'écliptique 
égale  à  25-  54'  2^,5.  Si  l'on  fait  <=— 2860  dans  l'ex- 
pression de  fl',  cette  valeur  est  alors  égale  à  25°5o'44'', 
ce  qui  ne  diffère  que  de  5'  19''  de  l'observation 
chinoise. 

Laplace,  dans  la  Mécanique  céleste^  a  calculé  l'ex- 

{*)  Connaissance  des  Tems  pour  l'année  1827,  page  237. 
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pression  de  4/'  pour  deux  époques  remarquables: 
celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait  avec 
la  ligne  des  ëquinoxes ,  et  celle  où  le  grand  axe  de 
l'orbe  solaire  était  perpendiculaire  à  cette  ^gne.  A  la 
première  époque ,  l'équinoxe  vrai  et  Téquinoxe  moyen 
coïncidaient;  dans  la  seconde ^  le  solstice  vrai  coïn- 
cidait avec  le  solstice  moyen.  Voyons  ce  que  donnent 
à  cet  égard  les  formules  précédentes.  Si  l'on  £ût 
t^ss — 5907 ,  par  l'expression  de  >|/%  on  a 

4'  =  —  81°  20' 42"; 

cette  quantité  prise  avec  un  signe  contraire  sera  la 
longitude  de  l'équinoxe  de  1800  par  rapport  à  l'é- 
quinoxe correspondant  au  temps  t.  L'expression  pré- 
cédente de  io^'  donne  pour  la  longitude  du  périhélie 
de  l'orbe  terrestre^  comptée  de  l'équinoxe  fîxede  1 800: 

û)"  =  81*»  20' Si''. 

La  somme  de  ces  valeurs  prises  avec  leur  signe  sera  la 
longitude  du  même  périhélie  comptée  de  l'équinoxe 
de  l'année  4107  avant  l'ère  chrétienne,  époque  qui 
correspond  à  la  valeur  que  nous  avons  supposée  aa 
temps  t;  cette  longitude  était  donc  alors  de  ii'^  La 
plupart  des  chronologistes  placent  la  création  da 
Monde  vers  l'an  4o^4  ^^^nt  l'ère  chrétienne;  l'é- 
poque où  le  grand  axe  de  l'orbe  solaire  coïncidait 
avec  l'intersection  de  l'écliptique  et  de  l'équateur  a 
donc  précédé,  d'après  nos  formules,  d'un  siècle  en- 
viron la  création  du  Monde. 

La  seconde  époque ,  celle  où  le  grand  axe  de  l'orbe 
terrestre  était  perpendiculaire  à  la  ligne  des  équinoxes 
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et  où  par  conséquent  le  solstice  vrai  se  confondait 
avec  le  solstice  moyen ,  est  beaucoup  plus  voisine  de 
nous,  et  remonte  seulement  à  peu  près  à  Tan  i  aSo. 
En  effet,  si  dans  les  formules  précédentes  on  fait 
^=—555,  on  trouve 

4'  =  -  7-44' o", 

a,"  c=      97-45'47". 
En  ajoutant  ces  deux  quantités  prises  avec  leur  signe, 

on  aura  90^1^47''  pour  la  longitude  du  périhélie  de 
l'orbe  solaire  comptée  de  l'équinoxe  mobile;  en 
sorte  que  Tinstant  où  cette  longitude  était  de  90*"  ré- 
pond à  peu  près ,  d'après  nos  forïntdes ,  à  ran^- 
née  1 2^5  ;  mais  Tincertitude;  des  élémens  employés 
dans  le  calcul,  comme  l'observe  Laplace,  peut  en 
làtisser  une  de  quelques  années  dans  ce  résultat. 
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CHAPITRE  XVI 


Théorie  de  Mars. 

gg.  Si  l'on  nomme  Y^''  la  longitude  gëoeentrique  de 
Mars  y  et  si  l'on  fait  a  =  -^  ^  dans  le  cas  du  maximum 
de  y"f  on  aura 

cTa  =  (i  —  «•)  S^\"'. 

La  valeur  de  tt  en  ne  faisant  varier  que  r*  donne; 
cTa  =  -—  -Hij-  ;  on  aura  donc 

si  l'on  prend  pour  r^'  et  /"  les  moyennes  distances  de 
*  la  Terre  et  de  Mars  au  Soleil  ;  ce  qui  donne  r''  =  i , 
r"'=  1,5:1369552 ,  a  =  o,6563oo5o.  En  supposant 
J^V'"  =  =fci^onaura 

jy  =  =p  0,0000064074- 


Nous  négligerons  donc  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  dont  les  coefEciens  seraient  au-dessous  de 
0,000006.  Quant  aux  inégalités  de  la  longitude,  nous 
négligerons  toutes  celles  qui  ne  s'élèveraient  pas  à  un 
dixième  de  seconde. 
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Inégalités  de  Mars,  indépendantes  des  excentricités. 

/!/•=  (i  +  (/)  o*,  199493  sin  {n't  —  n^t  +  i'  —  i*^ 


+  (i  +A* 


f      6%4( 
l—  o",i( 


6%4647i7  s 
,89603    s 

169287   8 

!a4'',746i6a  si 
—  o",  174926  s 
.    ,      .       ,1       i",a85367  s 
^         '^  '    i—  o",4a439o  s 


n 
n 
n 
n 


n     («▼t  —  n^'t  -f.  !▼  —  |«^  1 


in  o,{pyt  —  n*^*  +  •▼ 

iuw_  /      .      «j  f      o",oooooaao7i  1 

*r-  —  ^i  -h  A*  ;-|_  o",ooooi73497  cos  («"t  —  n't  +  ••  —  *•)  / 

i—  o",ooooo67ooi 
H-  o'',oooo794i7o  coa  (/»«▼£—  /l'^f  +  !»▼—  i*^ 
—  o*',oooo6879a3  co8a(n«^/—  «"'t  -f  •«▼—  O 
—  o",ooooo7oa56  co83(/i«^£—  /»*'*  -f-  §«▼ —  *''). 

Inégalités   dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 


if 


+  (:  +iu«v)., 


f       I  ",034565  8in  {m^t  —    n't  4.  a*^  —  •'  —  a»*^)  1 
(I  H-  A*;-  |_  o'',a39746  sin  (an'^i  —    w't  -f-  as*^  —  •'  —  •')    J 

o",64777a  sin    {n"t  -f-  •"  —  •'^) 

—  o",i2473a  sin  {in't  —  n't+  ai*'  —  i«^  —  «i*) 
|—  9",378ia4  sin  (a«*'«  —  n"*  +  ai*^—  i*^  —  »•') 
'+  4",75oo4i  sin  (a/i'^t  —    n"t  -f-  at*'  —  •"  —  •") 

—  o'',6o4i75  sin  (3n«'«—  a/i^t  4-  Si*»  —  a/'  —  a»") 
l-f.  o*,7844o4  sin  {Zn^t  —  a/i'^t  +  Si*  —  ai"  —  •") 
-f-  o",57899a  sin  {^"t—  3n"t  -f  4i'^  —  3s^  —  ùI') 
k-f.  o",iiii93  sin  (5n"'t  —  ^n"t  H-  Si"  —  i*"  —  «•) 

5*,57i93o  sin  (  ««▼«  H-  •«▼  —  et'^ 

—  5",4437o4  sin  (  ««▼«  +  •«▼  —  »'▼) 
— aS^goaSao  sin  (an'^«  —    /»•'«  -f-  ai'^—    i*^—  ^"^ 
,-f-  a",63oi57  sin  (a/i'^/  —    n^^î  +  ai'^—    i*^— ««▼) 
H-  a",33o85i  sin  (3n'H  —  an"'^  +  3i'^—  ai"'—  •«') 

—  3",6i998o  sin  (3/i»^t  —  a/i'^t  H-  3i'v—  ai*'— »*▼) 
-f.  o",aa34aa  sin  {i^n^n  —  3/i*'«  -f-  4i'^—  3i'^— •  «"^ 
l—  o",35768o  sin  {^n'^'t  —  3/ï'^«  +  4i«^-.  Si*^— •«▼) 
[—  a*',9ii3oo  sin  (an'^t    —  n'H  +  as*'—  •«▼—  m") 

—  o*',ao744a  «n  (a/i'^t  —  n»^t  +  ai*^ —  !«▼ — »«▼) 
H-  i*,88o7ai  sin  (3»"'*  —  an«^t+  3i*— ai»^—  »") 
^4.  o%aoi3i57  sin  (4»'^«  —  3nyi4-  4i'^  — 3i»v—  «i«^) 


-f-  (1  +  /u«0»< 
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0^137834  sm    (nH  +  i^  —  «^j 

+  (i  +  f*^).<—  i".7«7676  «tt  (ànn  —  «•'I  -4.  at ▼  —  iT  —  »•) 

+  o%  136966  sin  (an^t  -.  n'^t  +  at^  —  •*'  —  •') 
.+  o%i5o3a3  sin  (vi*'l  —  n't  H-  »iF  —  •▼  —  ••^. 

Jnégidités  dépendantes  dès  carrés  et  des  produits  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  des  or^ifes^ 

Les  inégalités  suivantes  sont  les  seules  de  cette 
espèce  qui  paraissent  devoir  être  sensibles ,  en  vertu 
des  rapports  qui  existent  entre  les  moyens  mouvez 
mens  de  Vénus ^  la  Terre,  Mars  et  Jupiter  : 

/!/  =  •-  (i  +  |iO-6",57838o  fia  {3n!^t  —  n't  4-  3*^  ^  •'  -f-  65*  o&  i5*) 

+  4*,o43 1 1 4  8io  lin'^t  — an't  -f^i*'  — ai' +67*  4gr  o*)  l 
+  a^465976iin(5/^■l— 3/i*t-f5*»^3f*'4-e8*ay  o*)J 

r— o'',4685758in(  n«^i-f-  n^t-h  i'^-f-  •*'— 53»  7'47')i 

-H»  4-  f»'^).  I  -^  i*'46aao9$io(2/i«^i+  ai'^4-  600  ^  a'')  l 

1+  i%3ii633tm(  n'^|-«  /l'^i+i'T— ••H-54*4i'30.) 

On  peut  réunir  la  dernière  de  ççs  inégalités  à  l'i- 
négalité indépendante  des  excentricités 

(i  4-At'O  34^746162  sin (n'^'t^nf^t^  é*^—  ê"'); 

levLW  somme  donnera  l'inégalité  suivante 

(1  +f««0  a5%5a7499  «n  («'▼f  -:-  »•*+  t'^—  •"  +  a©  a4'  i^. 

Pour  les  în^gali^  corfespondantes  du  rayon  vec- 
teur, on  aura 

Ifss/tu.  «x  /-^o,ooooo64979co»(4ii*^t— a»«'l+4*^— ai'^SS^Si'So*)  ] 
r^^t-r  J •  \^p,ooooo694o5  00»  (5/ï*'l-3»*H-  5^—  ai'-f-  68o  37* a8^  j 

,y    i^j^x  f     0,0000081004 co8(anl  +  ai  +  6o»  17' 5a")  ) 

■*%  "tT^   ;•  j  ^  o,ooooo4aoo7  coi  (ii« ▼«  —  «•«  4.  ,tT^  iP  -f.  5go   y  5^-).  j 

lia  dernière  de  ces  inégalités  peut  être  réunie  à  l'i- 
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11  égalité 

(i  -f-  f«'^)  0,0000794170  cos  (n'H  —  n''t  -f-  •«▼  —  i"')  j 

c'est  par  cette  raison  que  nous  l'avons  conservée  ^ 
quoiqu'elle  tombe  au-dessous  de  la  limite  assignée 
aux  inégalités  du  rayon  vecteur. 

La  somme  de  ces  deux  inégalités  donne  la  sui- 
vante : 

(1  4-  ^«▼)  o,oooo8i653a  cos  {n"^t  —  n^t  -f-  *'"  —  •*'  -f-  !<>  3i'54'0- 

Le  mouvement  de  Mars  en  latitude  n'est  affecté  que 
d'inégalités  très  peu  sensibles.  En  désignant  par  11'^ 
la  longitude  du  nœud  ascçndant  de  Torbite  de  Jupi- 
ter sur  celle  de  Mars,  les  seules  de  ces  inégalités 
qui  y  s^élèvent  à  un  centième  de  seconde,  sont  les 
suivantes  : 

/,^=  (i  +  u'^)  f      o",o95575  sin  (/i«^  -4-  •'v-  n»^)  1 

.  -ri*    >-|+o*',4o3a69  8m(a/ï'^  —  »*'«  H-  îi'v  —  i*^  —  H'^).   J 

on  a  d'ailleurs 

en  nommant  y*''  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  or- 
bites de  Mars  et  de  Jupiter. 
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CHAPITRE  XVII. 


Théorie  de  Jupiter. 

loo.  Jupiter  et  Saturne  sont  de  toutes  les  planètes^ 
celles  qui  sont  assujetties ,  en  vertu  de  leurs  attrac- 
tions mutuelles,  aux  inégalités  les  plus  considérables. 
Leur  théorie  mérite  donc  une  attention  particulière. 

L'équation 

cftt  =  (i  —  a*)crV*% 

en  supposant  et  =  —  et  en  ne  faisant  varier  que  r*' 
dans  cLf  donne 

cTr»'  ==  —  ^'  (i  —  a*)  crV'\ 

Si  Ton  prend  pour  r^'  et  r'^  les  moyennes  distancés 
de  la  Terre  et  de  Jupiter  au  Soleil ,  et  si  dans  le  cas 
du  maximum  on  suppose  cTV'^  =  =fc  i",  on  aura 

JV*^  =  =F  0,000126504. 

« 

On  peut  donc  négliger  les  inégalités  du  rayon  vec- 
teur qui  sont  au-dessous  de  =p  0,0001 3.  Quant  aux 
inégalités  du  mouvement  de  Jujpîter  en  longitude  et 
en  latitude,  nous  négligerons,  comme  préc^em- 
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ment,  celles  qui  seraient  au-dessous  d'uo  dixième  de 
seconde. 

Inégalités  de  Jupiter  indépendantes  des  excentricités, 

lu^"  =  (i  4-  ^"}.o",iii77i  sin     {n"t  —  n^^t  H-  %"  —  •«▼) 

79",Qi3453  sin     {n^t  —  «»▼«  +  #▼    ^  |iv) 

— 195",524778  sin  ^(n^t  —  /!«▼£  H-  #*  —  l'vj 

J —  t6",3qq34i  sin  3(/iv«  —  ««▼f  -h  §▼  —  i»») 

(i  -H  /«^)./—    3",753996  sin  4(w  —  t''«  -f.  fv  —  giv) 

I —     i",  167972  sin  5(«^«  —  n»v/  -4-  §▼  —  §»▼) 

—    0^,^09804  sin  ^{n'^t  —  /i»v|  -^  |V  —  |iv) 

^ —    o'',i63496  sin  fjm  —  n»"^  -4-  i^  —  •'▼) 

/     j-    T.^  J         >%l4483o  sin     {n^H—  n'H  +  fvi-.  ,iv)    i 
il  -^iu    ;.  j_    o'',585549  sin  a(/iv.£—  „.v£  ^.  ,v,_  ,,t),  J 

Î—  0,00005936*20 

-4-  o,ooo647465i  cos   («▼«  — «»▼£+  iv  —  ,.v) 

— ^^0,0027707679  cos  a(n^t—n'^£-f-  §▼  —  !'▼) 

—  0,0002890087  co8  3(n^« — «'▼r-f-  •▼  —  i«v^. 

Inégalités    dépendantes   de    la  première  puissance   des 

excentricités. 

Plusieurs  de  ces  inégalités  étant  considérables^  on 
a  du  avoir  égard  aux  variations  séculaires  de  leurs 
coefficiens.  Pour  cela,  on  a  calculé  ces  inégalités  pour 
deux  époques  difiërentes,  en  tenant  compte  de  la 
variation  des  excentricités  e^"  et  e^  durant  cet  inter- 
valle,  et  Ton  en  a  déduit,  par  la  méthode  du  n""  66, 
la  variation  du  coefficient  de  l'inégalité  pour  un  temps 
t  quelconque.  On  verra  plus  loin  qu'en  tenant  compte 
du  carré  de  la  force  perturbatrice ,  on  a 

J^e'^  =  o",5i4o9,         cTe^  =  —  o",7565i. 

En  n'ayant  égard  qu'aux  variations  des  coefficiens 
qui  surpassent  60''  dans  l'expression  de  J'i^^'^ ,  oq  a 
Tome  IIL  28 
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trouvé. 

8", 249070  siu  (n^t  -f.  §▼  —  »•») 

—  9",a59oa6  sin  (n^t  O-  §▼  —  m'') 
--(i32",596oo-h/o",ooji9232)sin(an^r-/i»vr+aiv-i  «▼-*«») 

-f- 54",  101900  sin  (2/i^^ —    n'^f +  ai^—  •*▼ — •▼) 

—  42",6o4479  sin  (in^t  —  a/i»^«  +  Si^—  ai'^ — ««▼) 
-f-(8i",i4i70o-/o,oo5i6oo83sinf3/i»«-an«^f+3i"'-af'^-«i^) 
+  7*j5944»5  sin  (4«^«  —  3n'^«-f-  4«^  —  3i'^—  ««▼) 

I— i4",93o79o  sin  (4/i»f  —  3/î*^«-f-  4»''  —  3i«v—  •▼) 
|-^  1  ",003985  sin  (5/»^£  —  4'*'^^-^  5i^  —  4i'^—  •*^) 
'—  a",65729o  sin  (5/i^t  —  41'^'-*-  5f^  —  4«'^—  w^) 
ir('«^=(i-f./*v^.^^  o",390243  sin  {6nH  —  5/i«»f4-  6f^  —  5i«v—  »«▼) 

,—  o",87îi467  sin  (G/i*t  —  5/i»»r-h  6f^  —  5i'^—  «▼) 
|4-  o",  143044  sin  (7/ivt  —  6n"T£-f-  71^  —  6s«^—  •«▼) 

—  o",3iio34  fcin  {'jn^'t  —  6/i»^«+  7i^  —  6i»^—  »▼) 

—  i",gç)o()']3  sin  (2/2'^f —    Wt  -f-  ai*^ —     t^  —  »»▼) 
'—  o",5^4a63  sin  (an^'f—    n^t  -f-  ai'^—    fv  —  «▼) 
-f-ia",339oao  sin  (3n'^£—  a/i^£  4-  3i«^ —  as^  —  »«▼) 

—  o",336643  sin  (3/i«^z—  aa^t  -^  3i''—  ai^  —  »▼) 
-f-  i",a37i54  sin  (4n«vf—  3n^r  +  4«'^—  3f^  —  »'▼) 

—  o",i65i6i  sin  (4n«n—  3n^t  -f-  4f''—  3f^  —  »▼) 
-  o",34i737  sin  (5/i'^r—  4'»^^  -f-  5f»'—  4*^  —  •*') 

o",i34677  sin  (n'^'t  -f-  §▼»  —  «»▼) 

—  o",a55578  sin  fn>«t-f.iV»  —  »»») 
+(i-f/MV»).^—  o",58ia95  sin  (an^'f  —  n'^r  -f-ai»»—    •'▼  —  «»▼) 

+  o",iii548  sin  (art'U  —  n'^t  -f-^t»»—     l'v  ^yt^j 

—  o^iSgoaS  sin  (3«v«£  — a/i'^»  +3f'' —  at'^  —  «^O»' 

' —  o,oooa795i3  cos  (a/i^r  —  n'^^t  4-  as^—  §«▼ — a$^y) 
4-  0,000161474  cos(an^t  ^  n«^t  4-  as^—  §»▼ — «▼) 

|—  o,ooo4385aS  cos  (3n^t  — an'^f  +  3i^—  as'^ ««▼) 

/r«^=i(i-f.^^)./4-  0,000865468  cos  (3/i^t  — -a/i»^t  4-  3f^—  as'v — m') 

|4-  o,oooiao47i  cos  (4i^£  — 3n*^t  4-  4«^—  3i»v — m'y) 

—  o,oooa3i907  cos  (4/ivt  — 3/ï'^t  4-  4«^—  3i«^ »▼) 

—  0,0001  a88oa  cos  (S/i'^'z— an^t  4,3i«t—  at^  ««^xv). 

Inégalités  dépendantes  des  carrés  et  des   produits   des 
excentricités  et  des  inclinaisons. 

loi .  La  plus  considérable  des  inégalités  de  cet  ordre 
est  celle  qui  résulte  de  Faction  de  Saturne  et  qm  dé- 
pend de  l'angle  5/1''^ —•  5»'^^.  Comme  5/i^  — a»'^  ert 
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une  très  petite  quantité ,  a  cause  du  rapport  de  corn- 
mensurabilité  qui  existe  entre  les  moyens  mouvemens 
de  ces  deux  planètes,  langle  Zh'^t  —  Sri't  diffère 
très  peu  de  n'^^t;  on  a  donc  fait  usage  pour  calculer 
cette  inégalité  de  la  formule  (A)  du  n°  34  et  a  cause 
de  la  grandeur  de  son  coefficient  on  a  eu  égard 
dans  son  expression ,  à  la  variation  des  élémens  de 
Forbite  de  Jupiter,  par  la  méthode  du  n"  29. 

On  a  trouvé,  par  le  n*"  58,  cette  inégalité  en  1800 
égale  à 

—  84",938oo  sin  {5nu  —  3rt«^  -f-  Si^  —  3i'^), 
+  i36",953io  CO8  (5nn  —  3/i'^f -f-  Si^—  3f«0  > 

et  en  2000  égale  à 

—  77^46803  sin  (5nU  —  3/i«^t  +  5i*  —  3f'^), 
-f-  i38",i3567  cos  {Sn^'t  —  3/i«^f  -f-  Si*  —  3i»')  ; 

« 

d'où  l'on  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque,  cette 
inégalité  égale  à 

—  (  84",938oo -  t  o",o393498)  sin  {on^'t  —  3/i'»r  V  5f^  —  3f«v), 
■+•  (i38%i3567  -+•  t  o",o659ia8)  cos  {5nn  —  3«'^«  -^  5%^  —  3i«v) , 

OU  bien,  en  réduisant  ces  deux  termes  en  un  seul 
par  la  méthode  du  n"*  5o , 

^j/iv  — «.(,-|. ^v)  (161",  14937  — t  o*,oi38a6)sin  (Sn^i  — 3„ivf^5,T_3,,r 
--58oii'34"  — «.45",3io). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en 
longitude  dépendantes  du  carré  des  excentricités,  ont 
été  déterminées  par  les  formules  (A) ,  (B) ,  (C)  et  (D) 
du  n"*  34;  on  a  trouvé  ainsi 

28.. 
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So",7^3jo5  sîn  (  nH-h  n'^/H-  «▼-hi»^  -f67»  4' lo";  % 
—  5*,33r;3o6  ftin  (a/i^z+Oi^  -h  iSoSt/a^^  J 

-^ii",ai48i8  »in  (3/i^/— /!«▼«  -f-3i^— •«▼  +79*'39'48^  f 

J-f,  i*',57557o  8111  (firt^f— 4A««^£4-6f^— 4f»»— 54«»25'48'')  f 
V—  6*,oiÎ77i  «in  (ï/i^e— an«^£-|-ïf^— 2f'^+4a»4**'41'0' ' 

Les  deux  dernières  inégalités  réunies  aux  deux  sui- 
vantes qui  leur  coiTespondent ,  et  qui  dépendent  des 
simples  excentricités 

7î)",ii()453  iin  (  «▼«  —   /ï«^«-h   fv—   •«▼), 
— 195",524778  «in  (a/i^r  —  a/i«^t  -f-ar  —  ai»^), 

donnent  celles-ci  : 

f      84",6îi8gao  sin  (  «▼«  —   /l'^r  +   •▼—    i«^+io8'5a")  1 
(I  "*"'*'•  I  —  ao9*,og8i9i  sin  (an^r  —  an«^t  -f- ai^—  2i«^  +  i" gl'  57").  J 

La  seule  des  inégalités  du  rayon  vecteur  qui  dé' 
passe  la  limite  que  nous  leur  avons  assignée  est  la 
suivante  : 

^«▼=— (i+yu^)  (o,ooaoi97o5  — t  o,ooooooo5o9a)co8^5n^«— ^««▼l-f-St^— 3i*^ 

—  58«e'5i"  — «44'',4io). 

Grande  inégalité  de  Jupiter  produite  par  l* action  de  Sa» 
tume,  et  dépendante  du  cube  et  des  produits  de  trois  et  de  cinq 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites, 
ainsi  que  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 

Les  grandes  inégalités  que  produisent  dans  le 
mouvement  de  Jupiter  et  de  Saturne,  leurs  actions 
réciproques,  en  vertu  du  rapport  qui  existe  entre 
leurs  moyens  mouvemens,  sont  au  moins  du  troisième 
ordre  relativement  aux  excentricités  et  aux  inclinai- 
sons^et  leur  importance  exige  qu'on  ait  égard  dans  leur 
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détermination  aux  cinquièmes  puissances  de  ces 
quantités  et  même  aux  termes  de  l'ordre  du  carré  des 
forces  perturbatrices. 

On  a  d'abord  déterminé  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité de  Jupiler  dépendante  des  cubes  et  des  pro- 
duits de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons au  moyen  des  formules  du  n®  58.  En 
partant  des  élémens  rapportés  n?  88 ,  on  a  trouv.é 
par  le  n**  'y  I  : 

^T]v|(o)  _  _  ;nM, 1620285, 
^T]v|(0  _         771^5,8070750, 

^T]vi(3)  _  77x^5,2459100, 
^tN(o)  _  771^0,658578 1, 
^T]>j(,)  _  —  771^0,5520740; 

De  là,  on  a  conclu  pour  1800 

a7F  =  —  0,0000620640, 
a^P'  =:         0,00 1 028097 1 . 

Il  a  fallu  ensuite  n"*  66,  déterminer  les  mêmes 
quantités  pour  25oo  et  pour  2800.  Pour  cela  il  fallait 
connaître  les  élémens  des  orbites  de  Jupiter  et  de 
Saturne  pour  ces  deux  époques. 

Nous  avons  donné  n°  91 ,  les  variations  séculaires 
de  ces  quantités  dépendantes  de  l'action  des  planètes, 
mais  il  est  encore  nécessaire  d'avoir  égard  aux  ter- 
mes dépendans  du  carré  de  la  force  perturbatrice. 
Cette  partie  se  calculera  par  le  moyen  des  formules 
du  n**  55.  On  a  trouvé  ainsi  : 


di     ' 
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cTo)»^  =  /.o",33o562, 

S^e"  =        /.o'>48963, 

i'ë'  =  —  ^.o",o96247. 
Ea   différentiant  ces   valeurs,  les  quantités 
— =— ,  -— 5 — ,    —77- ,  sont  les  accroissemens  de  -7- , 

dt     ^      di     ^      di    ^  dt   ^ 

"TT  >   T"  ^  "T  '  ^^^  dépendent  du  carré  de  la  force 

perturbatrice;  en  ajoutant  donc  aux  variations  dé" 
terminées  n°  91 ,  les  coeffîciens  du  temps  t,  dans 
les  expressions  précédentes,  on  aura  les  valeurs  com- 
plètes de  ces  quatre  quantités.  En  négligeant  les 
corrections  des  masses  planétaires ,  on  trouve  ainsi 
pour  23oo  ; 

^  =  o",5i4o88,        ^'  =  —  o",7565o6, 
-^  =  6^683122,        -^  =       i9%o55o44. 
On  a  calculé  les  mêmes  quantités  pour  2000 ,  et  en 

, ,  .  ^  rfc;^      dm'"     de^     dm;      '       ,  „        ,       . 

désignant  par  -^,  -^,  ^^  -^  ce  qu'elles  devien- 
nent pour  cette  époque ,  on  a  trouvé 

^  =  o",5i0985 ,        ^  =  -  o",74i686, 

-^  =  6 ',7772 19,        -^  =       i9",ii994i. 

En  supposant  que  t  exprime  un  nombre  d'années  ju- 
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liennes^  on  a  généralement 

de^  de  d^e 

Tt    ^^    '~dt^      lî^^ 

les  différences  -ry  -rzy  dans  le  second  membre  étant 

dt     dr 

.relatives  à  l'époque  de  1800,  il  en  serait  de  même 
relativement  à  —,  en  faisant  donc  t  =  2000  ,  on 
aura 

-^  = 0%0000 1 5527  ,        ^  =  0'',000025900  , 

d'm^^  d'à'' 

-^  =  +  o",ooo47o485 ,     -^  =       o",ooo324485. 

L^expression  de  e'^  pour  un  temps  quelconque  t  en 
négligeant  les  cubes  et  les  puissances  supérieures  du 
temps  est  : 


e''+  t-j-  + 


a    y 


dt      *     2      dt 

et  l'on  a  pour  o)*^,  é'  eX  ai'  des  expressions  sembla- 
bles. On  aura  donc  ainsi  pour  un  temps  quelconque 
t  à  partir  de  1800, 

g  iT  _.  e«^+  ^.o%5i4o88  —  i^'.o", 000007 763, 

Û7/^  =  û)'^+^. 6^683122  +  ^••o'',ooo235242, 

£•/  =  e^  —  <.o'',7365o6  —  ii'.o",oooo  12950, 
ùû^  ^=^ct>'  +  t.  i9",o55o44+^*«  0^^^01622425^ 

Les  valeurs  de  e^" y  o)'" ,  e" y  cû"  dans  le  second  mem- 
bre étant  celles  de  i8oo. 

En  nommant  y  l'inclinaison ,  et  FI  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de 
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Jupiter  y  va  la  petitesse  des  angles  ^  et  ^'  on  a  à  très 

peu  près,  n*  86,  livre  II, 

^sinll  =:  ^'sina'  —  ^since, 
^cosll  =  ^'cosa'  —  ^oosa; 

d'où  Ton  a  conclu  pour  1 800 , 

y  =       l'iS'ia'.e, 

n  =  126°  6'i4". 

Les  équations  précédentes  donnent  eu  les  dîfiTéren- 
tiant 

^ = JW-n;- J  co.(.-n)_v  ^  .in(.'-n)+,  J  «a(.-n). 
si  Ton  substitue    dans   les  seconds  memhres  pour 

dp  WZ)         dut  du       I  11' 

T"'  ^'  "Â'  Â  1^"^  valeurs  données  n*  91 ,  on 
aufa  pour  1800 

§  =  —  o",oooi94o, 

'dt~~  22%924657. 

En  calculant  par  les  formules  du  n*"  54  »  la  partie 
des  valeurs  de -^ ,  et  de  -j  ,  qui  dépend  du  carré 
de  la  force  perturbatrice ,  on  trouve 

J'y  =  ^.o",oooi  78234, 
cTn  =  —  ^.o'>07  39080. 

Le  coefficient  du  temps  t  dans  ces  expressions  doit 
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être  ajouté  aux  valeurs  précédentes  de  -j-  et  de  -j  , 

et  l'on  trouve  ainsi  pour  les  valeui's  complètes  de  ces 
deux  quantités  en  1800. 

~  =  —  0/^000015766, 

^    =    22'',952028. 

On  a  calculé  de  la  même  manière  les  parties  des 
valeurs  ^^  "^  ^*  ^®  "^  f  dépendantes  du  carré  de  la 

force  perturbatrice  et  relatives  à  l'époque  de  2000^ 
on  a  trouvé 

J^  =  ^.o^ooo245o56, 
cTn  =  —  /.  0^00098376, 

en  ajoutant  les  coeiEciens  du  temps  dans  ces  expres- 
sions aux  valeurs  de  •J*  c*  de  -^    calculées  pour  la 

même  époque,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  ces 
quantités  relatives  à  2000 , 

%  =  —  o'>o  16329, 
^'=  _  25",23252i; 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  quelconque  t, 

n'  =  n  —  ^.22^932028  —  ^* .0^00150247  , 
>/  =  >  —  ^ .  o",oooo  1 5766  —  ^ .  0%  000008 1 645 . 
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Les  valeurs  de  y  et  U  dans  le  second  membre  se 

rapportent  à  1800. 

Au  moyen  de  ces  expressions ,  on  a  calculé  les 
valeurs  de  e'%  e^,  a)*%  o^,  5/  et  II,  pour  les  époques 
de  25oo  et  de  2800,  et  à  l'aide  de  ces  valeurs  on  a 
trouvé  ensuite  pour  23oo , 

a^P^  =  0,000154928^ 
a''P'^=  0,001005397, 

et  pour  2800, 

a"!?,^  =  o,ooo5 1 2547 , 
a^P'^^=  0,000941940- 

De  là ,  on  a  conclu  par  le  n""  66 , 

=  —  o,oooooo585557  , 
0,0000000126455 , 

=        0,000000000037492 , 

0,000000000 I 47028. 

Si  l'on  suppose,  n»  66, 

2£fF  3rf»P 


a" 

dP 

dt    ~ 

a' 

dP' 
dt 

07 

d'P 
dt'  — 

a" 

d'P' 
df  — 

p.  =  p  - 


(5/1^—2/1»^)  di        (5/1^—2/1'^)»  rf/»  ' 
p,  ^  p/    ,  ^^ 3^F  ^ 

'  "^    (5»^— 2/1»^)  ^1  (5/1^— 2/l'^)*€//*  ' 

on  aura  donc ,  d'après  les  valeurs  précédentes , 
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a^P,  =  —  0,000046307, 
a7l?\  =  0,001 144^7^* 
a^  "3r'=  —  0,000000424589, 


dt 

0,0000000231575 , 

a7  —^=        0,000000000037492, 


dt 


d*V 

a"  ^-r'=         0,000000000147028. 

ja  partie  de  Si^'"  qui  est  divisée  par  (Sri' —  2/i*'')*,  a 
K>ur  expression 


6m 


5/iv — a/i'^)0    Z'    -,    .         dP,      f      d*Pi\ 

ËQ  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  on  aura 

fu  »  >':=:(  laiS^^oiSSSS— t.  o",oa  4549— «=» .  o*',oooo7793o)sin(5n^«— an'^r+Sr-ai*') 
+  (49'',o887io— «.o*,45oo95+«*.o'',ooooi987a)cos(5nv/ — an«^t+5*^-ai'^)< 

Pour  calculer  la  partie  de  la  valeur  de  J'i^^  qui  a 
pour  diviseur  5w^— 2/1*^,  il  faut  déterminer  les  diflfé- 

rences  a'^  ^^^  >  ^'"^  Ti^  ^    ^^^  entrent  dans  la  for- 
mule (I),  n*  38;  on  trouve 

a7^-^  =m\  12,14696,     a7^  ^^  =m^26,46390,. 

«"-^^  ="»"•  50,227 14,    ^    li^r  =  mV4,i3i73  , 

^  1^  =to\65,7587o,    a"-^-;?  =  /«'. 6,75963  ; 
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d'où  l'on  a  conclu 

«^*  ^-^  =  m^.o,oo2333i3, 
a^*  j-j-^  =  m^.o,oo63o36i. 
La  partie  dont  il  s'agit  a  pour  expression 


2m^' 


5/1^—2/1'^ 

f  _  /!▼■ 


En  la  réduisant  en  nombres^  on  trouve  cette  fonction , 
en  1 800 ,  égale  à 

—  16^553864  sin  {Sn^t  —  2n''t  +  5e'  —  2€*') 
+   6",o5299i  cos  {Sn't—  an^H  +  Se'  —  ne'''). 

On  a  trouvé  de  la  même  manière  pour  2000^ 

à7*  ^-^  =  m^.  0,00235825, 

d9' 
^^  dâP"  ^^  m^. 0,006 12383; 

la  fonction  précédente  à  la  même  époque  sera  donc 
égale  à 

—  i5",88745o  sin  {SnH  —  :in''t  +  S€  —  26*^) 
p  4.   6^ii746icos(5/î7  — 2/i'7  +  56^— 2O; 

d'où  l'on  a  conclu ,  pour  un  temps  quelconque  t  à 
partir  de  1800, 

iv^^  =— (i6*,353864  —  t.o«,ooa33ai)  «m  (5/i^«  —  a/i'^«  -h5f^  —  «'^) 
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La  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore 
parmi  les  termes  qui  ont  5n7 —  2n'^  pour  diviseur,  le 
suivant  : 

^{e'^'h  sin  (Sri't  —  an'H  +  5C  —  26'^  —  û)'^  +  eT). 

Ce  terme  est  celui  qui  résulte  de  la  variation  dépen- 
dante de  l'angle  SnH — nn^^t  de  la  longitude  de  l'épo- 
que dans  l'expression  de  la  longitude  vraie  ;  on  peut 
aisément  le  réduire  en  nombres.  En  effet,  l'inégalité 
de  Sv^''  dépendante  de  l'angle  SiCt  —  Zn^^'t  est  à  très 
peu  près,  n"  58 ,  en  n'ayant  égard  qu'aux  termes  qui 
ont  Sn'  —  2/1*''  pour  diviseur,  égale  à 

2h  sin  (SriH  —  ^^n'H  +  Se'  —  36'^  +  eT)  ; 

on  aura  donc,  no  loi, 

h  =  8o^57468,       cT  =  —  58^1 1'34''. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  et  de  celles  de  e*^  et  de  »*% 
rapportées  n**  88,  on  a  trouvé  pour  la  valeur  de 
l'inégalité  précédente,  en  i8oo. 

En  calculant  la  même  inégalité  pour  2000,  on  a 
trouvé 

de  là ,  on  a  conclu  pour  un  temps  t  quelconque ,  à 
partir  de  1800, 

JV«^  =  (o^eSSa^o  —  «.o'',ooo4g5o)  sin  (.*)«▼«  —  !i/i«^t  -f-  5i^—  ai»^) 
—  (i*,8i5a95  +  £.o",oooo639)  cos  (5/2^f  —  an»^«  -f-  5i^  —  2i«v). 

Considérons  maintenant  la  partie  de  la  grande 
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inégalité  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons;  pour  la  déterminer 
il  a  fallu  calculer,  d'après  les  formules  du  n°  4^^  '^s 
valeurs  des  quantités  M^"*^,  M^*^,  etc.,  pour  les  deux 
époques  de  1800  et  de  2000.  On  a  trouvé  : 


Pour  1800,    • 

Pour  aooo. 

flvM(o)  = 

0 , oooooo933o38 , 

fl^M(*)  =        0,00000094741» 

flvMCO  = 

—  OjOO<yoo66'j2'jio, 

«▼M(0  =:  —  0,000006678710, 

û^MC)  = 

0,0000175^^996, 

«▼M(*)  =        0,00001 7^5 161, 

amO)  = 

—  0,00001989799, 

«▼M(3)  =  —  0,00001931456, 

^▼M(4)  = 

0,00000785010, 

a^M(0  =s        0,00000750868, 

«▼MO  = 

0, 00000 i36oo8, 

«▼MO  —        0, 00000  i3o9i4« 

a^N^o)  = 

—  0,0000000715976, 

«▼NO  =  —  0,00000007^747, 

fl^KCO  = 

—  0,0000001983328, 

a^N(0  =  —  o,ooooooo55655, 

a^WO)  = 

—  0, 0000000703 i5, 

a^NO)  =  —  0,00000007792, 

«v]V<8>  = 

0 , oooooo3 58520 , 

a^NO)  —        o,oooooo35852o, 

«^N(0  = 

0 , ooooooooo5 1 449  9 

ti^NO)  =        0,00000000050877, 

a^KO  =s 

0 , 00000000 I 5549 I , 

rt^N(*)  =        0, 00000000  i565oo. 

En  vertu  de  ces  valeui's ,  on  a  trouvé  n**  4^  ^  P^*^' 
1800, 

a^Q  =  0,0000074957, 

a^Q'=  0,0000091388, 

et  pour  les  mêmes  quantités  en  2000 , 

a^Q  =  0,0000081539, 
a7Q!  =  0,0000087656; 

de  là  on  a  conclu 


a7 


-^  =  o,oooooooo35oo7, 


a^  ^  =  —  0,00000000  i866o5. 


6»i'»ji"*« 
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et  par  suite , 

(5/»v  -  an^  =        0,00000092565, 
(I^^Sr/  =  ~  o,oooooo5233if>. 

L'expression  de  la  partie  de  la  grande  inégalité  de 
Jupiter,  qui  dépend  des  cinquièmes  puissances  des 
excentricités  et  des  inclinaisons,  en  tenant  compte 
des  premières  puissances  du  temps  dans  les  coefE- 
ciens,  est,  d après  les  n"*  4i  et  42 , 

en  réduisant  cette  fonction  en  nombres,  en  vertu  de 
rinégalité  que  nous  considérons,  on  aura 

-f-(  8^4986I  +«.o*,oo349898)cos (5n^«  — an'^t  +  5i^  —  2i«^), 

Enfin,  j'ai  déterminé  la  partie  sensible  de  la  grande 
inégalité  de  Jupiter,  dépendante  du  carré  de  la  force 
perturbatrice ,  par  les  formules  des  n"^  5j  et  suiyans. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre ,  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formule  donne  l'inégalité 
suivante 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  la  seconde 
partie  de  la  formule  précédente.  Considérons  donc 
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uniquement  son  premier  terme;  on  a,  n*»47y 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  cTp*^ ,  il  faut 
combiner  entre  eux  les  difiërens  termes  de  chacun 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  JR,  de 
manière  que  la  somme  ou  la  différence  des  argumeos 
des  termes  que  l'on  a  considérés  ^  soit  égale  à 
Bh^t  —  2n'''t ,  et  que  la  somme  des  exposans  des 
excentricités  et  des  inclinaisons  dans  ces  termes  ne 
dépasse  pas  trois.  On  a  trouvé,  de  cette  manière,  les 
résultats  suivans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

5ïCi —  211*^ t  et  zéro  : 

On  a  calculé  ensuite,  relativement  à  Saturne,  les 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  pertur- 
batrice, qui  résultent  des  diverses  combinaisons  in- 
diquées n"  57,  la  précédente  exceptée,  et  Ton  en  a 
déduit  la  partie  correspondante  de  Tinégalité  de  Ju- 
piter, au  moj^en  de  Téquation  de  condition 

D'après  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  pour  les 
masses  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  on  aura 

— — :.  =  0,4065780 ,     m'^  —  m^  =  0,000664097  ; 

réquation  précédente  devient  ainsi-, 
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cTr^-f- 0,406578 crç^  +  o,ooo269874r'=o,    (à) 

^  désignant  ici  la  partie  de  la  variation  du  moj^en 
mouvement  de  Saturne ,  relative  à  l'argument  de  la 
grande  inégalité,  et  dépendante  de  la  première  puis- 
sance de  la  force  perturbatrice;  cette  €[uantité  esta 
très  peu  près  égale  à  la  partie  correspondante  de  la 
longitude  vraie.  On  verra  dans  la  théorie  de  Saturne, 
qu'on  a  ainsi 

{▼  S=  —  a9<»i*,7a9a9  sîn  {Sn^t —  ^n'^t  +  5ii^  —  at'^) 
—    i5o*,5«476  cos  (5n^t  —  2/i«'f  •+-  5r  -^  ai«»)* 

En  déduisant  de  la  valeur  complète  de  J^^%  la  partie 
relative  à  la  combinaison  des  argument  5n7t  —  2n*^t 
et  zéro,  on  trouve  mérhe  théorie  j 

—  34",! 541  a  cos  (5n^£  —  an«^£  -f-5«^  —  ai*'). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (à) ,  on 
en  conclura  pour  l'inégalité  qui  en  résulte  dans  J^i^*^  : 

a',5874i9  »iD{5n'«— an  «  ^t-f-Si^-ai  »  ▼)+!  S^.gao  1 04  co«(5n'£-2n  '  ▼* -hSt^-ai  *  ▼) . 

Ea  réunissant  cette  partie  de  ^(^'^  à  celles  que  nous 
ayons  déterminées  précédemment,  on  aura  pour  sa 
valeur  complète, 

/{«▼  =  o^fig/^vS  sin  (5nn  —  !««▼*  -f-  5t^  —  ai'  ") 
+i4*,34i76cos(5/i'£ —  a/i«^f  A#-5i^  —  3i'^)  j 

j^aî  ii*ouvé  par  le  calcul  direct 

/Ç«v  —  3",73539  sin  (5/m  —  2n'U  -f-  5i^  —  »•«▼) 
-f-i 4*^,73002  cos  (5/i^f  —  ^n'H  -f-  5i^  —  W^)> 

vaieui^  qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Il  résulte  du  carré  de  la  force  perturbatrice  dans 
l'expression  de  la  longitude  de  l'époque  des  inéga-^ 
lités  du  même  ordre  que  les  précédentes  et  dépens' 
Tome  IIL  29 
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dantes  de  même  de  l'argument  de  la  grande  inégalité. 
En  réduisant*  en  nombres  les  formules  du  n""  64 1 
on  a  trouvé 

Cette  inégalité  doit  être  ajoutée  à  la  précédente  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter.  On  aun 
donc  ainsi  pour  la  valeur  totale  de  l'inégalité,  que  le 
carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  dans  le  mou- 
vement en  longitude  de  la  partie  de  la  grande  iné- 
galité qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturbatrice^ 

/f/«^a=:»*,oo455  »in  {Snu  —  ai»«n  -f.  5|T  —,  afiv) 

Si  l'on  rassemble  maintenant  les  différentes  parties  de 
la  grande  inégalité  que  nous  venons  de  déterminer^ 
on  aura  pour  sa  valeur  entière 

(«•+/»v| ^   (7é",^6543-to^446oIa4•l•o^ooooI^87a)co•(5ïl▼r-alt'n^*5ê▼•fll•»î).  j 

En  réunissant  les  deux  termes  dé  cette  inégalité  en  un 
seul  y  par  la  méthode  du  n"*  66,  on  aura  la  suivante, 

(i  4-f*^)  (ii87'',!i4735  —  t  o*,o4844957  -f  «■  o*',oooooaa6o6a) 
X  sîn  {5nH  —  an»^t  ■+•  St^  —  at»^  -f-  3«4o'59"—  t  'jG'^h'J'Jùù.  — i«  </^,ooia6M]. 

Cette  grande  inégalité  doit  être  appliquée  comme 
on  l'a  vu  n*>  2g ,  au  moyeu  mouvement  de  Jupiter. 
Le  carré  de  la  force  perturbatrice  introduit  encore 
dans  le  mouvement  en  longitude  une  inégalité  dé- 
pendante du  double  de  l'argument  de  la  grande 
inégalité ,  qui  a  pour  expression 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  45i 

Oa  pourrait  réduire  cette  fonction  en  nombres  au 
moyen  des  valeurs  de  a"!?  et  a^P',  qui  ont  été  déter- 
minées précédemment;  mais  on  peut  lui  donner 
une  forme  qui  en  rendra  le  calcul  plus  facile.  En 
effet  y  soit 

Texpression  de  l'inégalité  précédente ,  réduite  en  uu 
seul  terme ^  en  comparant  ces  deux  valeurs^  on  aura 

H*co8  2A  =  F*— P%     H*sin2A  =  — aPF; 

d'où  Ton  tire , 

H=  \/P*  +  F%     et     tangA  =  — p. 

Or  ^  la  partie  de  la  grande  inégalité  qui  a  pour  divi- 
seur (5n7  —  2n^''y ,  et  qui  ne  dépend'  que  de  la 
première  puissance  de  la  force  perturbatrice^  peut 
prendre  cette  forme 

Si  donc  on  nomme  K  le  coefficient  de  la  grande  iné- 
galité et  Ôri't  —  2/i'^/  4-  56^  —  26*^  +  A  son  argu- 
ment ^  comme  les  termes  qui  ont  pour  diviseur 
(Sri'  —  2/t*^)*,  forment  la  partie  principale  de  la 
grande  inégalité,  on  aura  à  très  peu  près  pour 
l'expression  de  l'inégalité  dépendante  du  double  de 
Fargument  de  la  grande  inégalité , 

— -  .^ — sin  (  double  de  rargameiit  de  la  grande 

^  FîivV/a^  inégâUtc'). 

2Q.. 
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cette  foDCtioD  réduite  en  nombres  donne  l'inégalité 
suivante , 

—  i2",2i854sin2(57iV— 2/î'V+5fc^— :2€*^+S*4o'59'0, 
l'expression  de  J'if*^  contient  encore  Tinégalité, 

+  f  e'^Asin  (5/1^^  — 4/î'V  +  5e^  —  46*^  +  a»^  4-  J^). 

Cette  inégalité  est  celle  qui  résulte  de  la  variation  de 
Texcentricité  et  du  périhélie  dépendante  de  1  angle 
5n't  —  ant  dans  le  terme  |  e*sin  (^nt  +  2é  —  2a>)  de 
l'équation  du  centre  ^  n""  56  ;  en  la  réduisant  en 
nombres^  d'après  les  valeurs  précédentes,  on  aura 
celle-ci , 

+  9%70i6iosin  (5nV— 4n'^^4-56^— 46*^— 47*5'57^). 

Nous  nous  sommes  contentés ,  dans  le  n^  56 ,  dé 
considéi'er  les  variations  des  deux  premiers  termes 
de  l'équation  du  centre,  et  nous  avons  supposé  que 
les  autres  termes  pouvaient  être  négligés.  Four  por- 
ter plus  loin  l'approximation ,  considérons  dans  l'ex- 
preission  de  la  longitude  vraie  de  Jupiter ,  en  fonc- 
tion de  la  longitude  moyenne ,  le  terme 

+  ^  e'^3  sîn  (3721V  +  Sc"^  —  5a'^). 

En  augmentant  l'excentricité  e^^  et  la  longitude  a?^" 
du  périhélie  de  leurs  variations  J'e^^  et  J'o^^,  il  en 
résultera  la  fonction  suivante, 

4  I  _  e'^cTfi?"  sin  3  (n"t  + 1}"  —  »") .  j      ^^ 

Si  l'on  oe  considère  dans  cTe'*  et  <r»** ,  que  la  partie 
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de  leurs  valeurs  qui  dépend  de  l'augle  SrCt  —  nn^^t , 
on  aura,  n^  36, 

J'e'^=z—'  ^  Kcos(57i^^— J27i"^+5é'— 26'^— a>'^+A), 
e' Vû»''=—  i  K  sin  (S/i^^— 27i''H-5fe'— 26*^— û;'^+A), 

en  désignant ,  comme  on  Ta  fait  précédemment ,  par 
Ksin  {5nH  —  5/2*7  +  5é'  —  3ê'^  +  A)  nnégaKté 
du  mouvement  de  Jupiter,  qui  dépend  de  l'angle 
Sri't  —  5n^^t.  La  fonction  {b)  devient  donc  ainsi, 

•i^e'^^K  sin  (57iV  —  Bn'^f  +  Se'—  Se"'  +  aa'^  +  A)  ; 
ou  bien,  en  substituant  pqur  K  et  A  leurs  valeurs, 

Cette  fonction  réduite  en  nombres  donne 

+  o",6o744sin  (5«'V— 57iV+5€''— 56'+  SS^Sô'aa"); 

en  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante , 

+  (i  4-^^^  i'',  157972  sin  {Bn'H  —5nH  +  5ê'^—5&''), 

que  nous  avons  trouvée  précédemment ,  et  qui  est 
indépendante  des  excentricités ,  on  a  celle-ci  : 

4.  (!+/«▼)  i*,687866  sin  (5««n  —  5/m  -f-  5i»v—  Si^-f-  ia«  ii'  39";. 

Le  mouvement  en  longitude  renferme  encore,  n"*  55, 
l'inégalité  suivante , 

-yi -h= — ^ — '  HKsm(io/i^<— 5/i«n-f-ioi^  — 5f«v-4.AH-B). 

^n  réduisant  en  npmbres  cette  fpnctîon  au  pioyen. 


454  THÉORIE  ANALYTIQUE 

des  valeurs  précédentes  de  B,  K^  A  et  B,  on  trouve 

3",  78078 1  sin  (i  oii't'^Sn'H  -h  i  o€'— 5€»^—  S^So'SS'Q. 

Le  carre  de  la  force  perturbatrice  peut  encore  in- 
troduire dans  l'expression  de  la  longitude  de  Jupiter 
«t  de  Saturne^  quelques  autres  in^alit^  qui  peuvent 
devenir  sensibles  en  vertu  de  la  commensurabilité 
approchée  de  leurs  moyens  mouvemens  ;  ces  inéga- 
lités sont  en  général  très  petites^  mais  comme  les 
principales  sont  affectées  des  mêmes  argumens  que 
d'autres  inégalités  déjà  calculées^  elles  pourront  s'a- 
jouter à  celles-ci  sans  compliquer  les  formules.  On 
les  déterminera  très  simplement  de  la  manière  sui- 
vante. 

Nous  avons  vu,  n»  85,  livre  II,  que  la  première 

«puissance  des  excentricités  et  des  inclinaisons  produit 

dans  Texpression  de  «Tp*^,  les  inégalité  suivantes, 

4-  e'^  G  sin  (/+  71''^  +  €*^  —  c?»^) , 
+  e'  H  sin  (y  +  n^^t  +  i'"  —  ai") , 

où  Ton  fait,  pour  abréger,  £(w'^— 7i'7-f-6^ — ^6'^)=y. 

Supposons  maintenant  que  pour  avoir  égard  aux 
inégalités  dépendantes  du  carré  de  la  force  perturba- 
trice, on  augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excen- 
tricités et  les  périhélies  de  Jupiter  et  de  Saturne,  de 
leurs  variations,  il  en  résultera  dans  ^Q^"  les  iné- 
galités suivantes. 

Si  dans  les  variations  des  excentricités  et  des  përilié- 
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lies  de  Jupiter  et  de  Saturne ,  ou  n'a  égard  qu'aux 
termes  dépendans  de  largument  de  la  grande  inéga- 
lité, qui  en  forment  la  principale  partie  ;  on  aura , 
n«  36, 

cTe*^  =  —h  cos(5n7t  —  nn'^t  +  5£^  —  26'^  +  ^), 
«■^cT»*'  =  —  ^sin  {5n7t  —  jaw''^  +  5£^  —  26'^  +  C). 

Les  deux  premières  inégalités  (Â)  donnent  ainsi  la 
suivante , 

Nous  avons  vu,  n"*  38,  que  l'inégalité  dépendante 
de  l'angle  5n^t  —  5n}H  avait  pour  expression . . . 
2^  sin  (SriH  —  Sw'V  +  Se' —  3g''-f.  û)»'+SJ}  en  la  re- 
présentant donc  par  K  sin (5/1^^ — S/i'V-f^g'— 5«'^-|-A), 
l'inégalité  précédente  deviendra 


On  démontr^ait  de  même  que  si  l'on  désigne  par 
K'  sin  {4n7t  —  2n'^t  +  4g^—  2g'^  +  A') ,  l'inégalité  de 
la  longitude  de  Saturne  qui  dépend  de  l'angle 
j^H' — 2n*^tf  le  troisième  et  le  quatrième  terme  de 
la  fonction  (A)  produiront  dans  l'expression  de  cTv''^, 
l'inégalité  suivante , 


a 


Bm{5nyt  —  vi'H  -f-  St^—  ai«^— /  —  /»«▼£  —  •'▼-♦- A').       (B) 


Cela  posé,  considérons  les  principales  inégalités  du 
mouvement  de  Jupiter  en  longitude.  Les  plus  consi- 
dérables parmi  celles  qui  dépendent  des  simples 
excentricités  sont  les  quatre  suivantes, 
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■4-  54",ioi9psm(2«'<—  7i'V4-2«'—  t'^^-al^ 


+  8i",  i4470sin(5»'^-2/i'»<4-3«'— 21"— a»). 


Si  l'on  donne  à  la  première  de  ces  inégalitâ,  cette 
forme 

—  '^^'y°**  e"sin  {mH  —  n}H-\-  21'  —  e"  —  a>"), 

pt  qu'on  la  compare  ensuite  à  celle-ci 

-+■  c"G  sin  (/+  n'H  4-  T  —  û»"), 
on  aura 


J2f'\ 


L'inégalité  de  JV'^  dépendante  de  l'angle  Bri't — Sw'^^, 
est  égale  à 

^I6I^  i4957sin(5/î^^~37i*^H-5«^^3«'^— 58*i  i'34'O, 
ce  qui  donne 

K  =  — 161^14957,     A  =  --58*ii'54^ 
on  aura  donc  dans  cTv^'^  l'inégalité ^p 

'i!2jiM22.,6i-',  14937  sin  (S/in-H-n+StT  — i«T— 58t  ii'34*). 

])e  même  ^  si  l'on  met  la  troisième  des  inégalités  {p\ 
sous  la  forme , 


42%6o448 


P*' 


e*'  sin  {^nH  —  ;ifî*^^+  3f  —  if'^ —  a?'^}j; 
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9n  la  combinant  avec  l'inégalitë 

— i6i",  i4957sin(57i'<— 3n"H-5i'— 5f"— 58'i  i'34"), 
on  aura  la  suivante 

On  verra ^  dans  la  théorie  de  Saturne,  que  le  mou^ 
yement  de  cette  planète  est  assujetti  à  Tînégalité, 

r-653",5866osîn(2/î'^^-4n^^4-2«''-4«^4-59'54'4^).(m) 

Nous  ayons  représenté  par  —  K'  sin  (an^^'t  i —  4^H + 
2«'^ — 4*^  ""  A.')  cette  inégalité,  ce  qui  donne 

K'  =  652^5866o ,    A' =  —  59^54^. 

La  seconde  des  inégalités  (o)  dépendant  de  Fexcen- 
tricité  de  Saturne  peut  prendre  cette  forme , 

Kllîl9Z  eT  sin  {ari^t  ^  n'^t  +  a*^  —  t''  —  (»^) , 
ce  qui  donne 

l'inégalité  (B)  deyient  ainsi, 

—  ^V*^^^^  .65a*,5866o  sin  (nm  — 3/it|  +  t'T  —  St^  +590 Si' 4"). 

Enfin,  la  quatrième  des  inégalités  (o)  peut  s'écrire 
ainsi. 
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et  combinée  avec  rinégalîté  (m) ,  die  donnera 
œlle^ ,         •      \ 

H-  ÊilîlMl?  .652",5866o  sin  (an-t  -f-  »'—  59-54'4'). 

Si  dans  les  fonctions  pifécédentes  on  substitue  pour 
6*^  et  e^  leurs  valeurs  relatives  à  1800,  on  verra 
qu'il  en  résulte  dans  ^p'^  les  quatre  inégalités  sut*- 
vantes , 

1  ",07547sin  (3n^^  --  n'H  +  5«^~  i»^~  58*  1 1  '54"), 
o",37658sin  (aw'^  +  2g'  —  58«i  i'54")  , 
i",59937sîn  {^ri't  —n'^t+  Se'  —  i  »^—  59*54'4'0, 
+  2^286o7sin  (^nH  +  2i'  — -  59*54'4'0- 

Ces  inégalités  réunies  aux  suivantes ,  que  nous  avons 
trouvées  précédemment  et  qui  dépendent  des  carrés 
des  excentricités , 

.  «-f-ii'',ai48i8sia(3/i^r  — ii»v«-+-3fv  — •«▼-f-7(>*»39'4S*  I 

(i4-/4^;  ^_  5*^,336306  «in  (ann  4-  «t^  -f  i5«  SC  a4-),  ( 

donnent  celles-ci , 

f  u,    r\}     9^49947  ^»n  (3«^«  —  n'Tj  4-  3%^  —  •» v  -4.  690  45'  i*')  > 
V'-f  '^  ^  )—  5*,44v9io sin  (a/in  +  at^  +  430  55^  9*').  f 

Considérons  maintenant  les  inégalités  du  rayon 
vecteur  de  Jupiter.  On  a  vu  u9  5S,  que  les  termes 
dépendans  du  cube  des  excentricités  ajoutaient  à 
son  expression  la  quantité 

5n^  —  an»^  {  ^  p^  cos  (5n7t  —  2/1''^ + 5g^  —  3f '^)  } 
—  eA  cos  {5nH  —  iw' V  +  5e'^ — ii«'  —  «'^  4-  cT) 
4-  eh  cos  (5wV  —  4/î'^^  4-  56^  —  4%'^  +  c?'^  -f-  J). 


+  o",635o78  sin  fan^t  —    n^n  -f-  ai^—    !«▼  —  n»v)  1 

+  i",07iia6  sin  {ZiT't  —  an»"»*  4-  3t^—  a««^  —  !!'▼)  > 

—  o'',iGnifyi  sin  (4/i'«  —  3/ï'^t  +  4«^"—  3i»^  —  !!»▼)  l 

—  o'.qSt^SÔ  sin  fan*T*—     nrt    ^ai>T—     •▼    —  Tr«^)  ' 
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fonction  rédnite  en  nombres  donne  les  deux 
inégalités  suivantes, 

^^  I—  0,000091707  cof  (5»n— an«vf4-5i^— at'^— i5«»3a'iP*)  1 

~'^'"*"^''^  i+  o,oooos67593co«  (5«n— 4««^«4-5i^— 4f'^— âg»  itf  {f).  | 

Inégalités  du  mouvement  de  Jupiter  en  latitude. 

I  o  I  •  Par  les  formules  du  no  q5  du  livre  II,  on  trouve 

o",9978io  sin  («▼£  -f-  i^  —  !!«▼) 

o'',a57436  sin  (a/i*^f—    /i^f   +ai«v—    •▼    —  TP^^ 

en  désignant  par  FI'^  la  longitude  du  nœud  ascen- 
dant de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  de  Jupiter. 

n  résulte  du  n"*  40  f  ^}^^  l^s  termes  dépendaus  des 
produits  de  trois  dimensions  des  excentricités  et  des 
inclinaisons  ajoutent  à  l'expression  de  la  latitude  de 
Jupiter  la  quantité 

ail '▼/!»▼      f        «▼^IVCO  sin  {5nH  —  3n*^t  +  5t^  —  3f»T  —  n  —  •▼)     1 
IV  —  an»v  \  4-  c'v>NtO  sin  (5nn  —  3n'U  -J-  Si»  —  3t*v  — lï  —  m*r),  f 

En  réduisant  cette  fonction  en  nombres ,  on  trouve 
/^'^=II".5g8645$in(5n"^^-5/^V4-56'^-5g^-+•5o•26'4'0. 

Les  équations  (y*)  du  n""  54  ^  en  substituant  pour  J]p 
et  ^q,  leurs  valeurs  donnent  les  deux  suivantes , 

cTtp'^cosa'^— (p'"sina''Jk*^= J^<^^'         j^ 

^  ^  m'^y/a^^'^m^ya" 

les  quantités  J^II  et  J^^  étant  déterminées  par  le 
même  numéro.  L'angle  «'*  dans  ces  équations  est 


aa' 
5»^ 
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compte  de  Tintersection  commune  des  deux  orbites; 
il  faut  donc  en  retrancher  l'angle  (I  pour  que  cet 
angle  soit  compté  de  l'origine  ordinaire  des  longi-* 
tudes,  n  étant  la  longitude  de  llntersection  de 
Forbite  de  vf^  sur  l'orbite  de  rr^^ .  Les  deux  é(|uations 
précédentes  donneront  ainsi , 

/^•▼  = •-;=■ ;=:  [/>'CO»(n— *»▼)—  y  in  sin  (II—  *«▼)], 

Si  l'on  substitue  pour  J^^^  et  y  SU  leurs  valeurs^  n""  54) 
en  n'ayant  égard  qu'aux  variations  séculaires,  les  coef-^ 
ficiens  du  temps  f  dans  ces  expressions  seront  les 
parties  que  le  carré  de  la  force  perturbatrice  ajoute 

aux  valeurs  de  -j- ,  et  -^.  En  réduisant  les  for-^ 
mules  en  nombres ,  on  trouve  la  première  égale  à 

—  0^,000072576, 

et  la  seconde  égale  à 

o'',ooo8 1 1  jag. 

En  ajoutant  ces  quantités,  la  première  aux  valeurs  de 

-?-  et  -^—  ,  la  seconde  aux  valeurs  de  -4-  et  -— 
dt  dt    ^  dt  dt 

du  n"*  gi ,  on  aura 

d^  _ 

dt 


—  o",  074306, 

^-  =   —   0",2 10876, 

6^,178457, 


d^ 
dt     ^ 

^'==_,3",64o67i. 
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CHAPITRE  XVIII 


Théorie  de  Saturne. 

\  02  •  Les  inégalités  de  Saturne  sont  plus  sensibles  en- 
core que  celles  de  Jupiter,  ce  sont  les  plus  considéra- 
bles du  système  planétaire.  L'équation  du  maximum, 

cTr-' =  —  Ç*  (i  —  (»•)  crV»% 

que  nous  avons  trouvée,  n*  lOo,  pour  Jupiter,  dé- 
vient relativement  à  Saturne , 

J^r^=:^Ç(i^a')JM\ 

r 

Si  l'on  prend  pour  r''  et  r^  les  moyennes  distances 
de  la  Terre  et  de  Saturne  au  Soleil ,  et  qu'on  suppose 
cTV^ssdbi",  on  aura 

J^r^  =  =p:  0,00045619t. 

On  pourra  négliger  par  conséquent  les  inégalités  du 
rayon  vecteur  dont  les  coefficiens  seraient  au-dessous 
de  o,ooo44*  Nous  négligerons  leâ  inégalités  du  mou-^ 
Vement  en  longitude  et  en  latitude  qui  seraient  au- 
dessous  d'une  seconde. 
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Inégalités  de  Saturne,  indépendantes  des  excentricités. 


3',i95g64 
-3i',887i5i 

'  o*,a74ï7i 

io*',ofi6873 
■15^,731118 
.  i*,553485 
-  o',34a838 


+(i+iu^')- 


•m  (/!«▼£  — 

tin  9(/i'Tt  — 

lin  3(it«^t  -*- 

fin  ^{n'^t  — 

•in  5{»«^t  — 

fm  6(/i'^f  — 

•in  7(ii«^t  — 

•in  (iiv«t  — 
•in  ^n^'t  — 
•in  3(ii^»«  — 
•in  4('»^'<  — 


»▼£  -f-  •«▼  —  §▼) 
nu  -f-  f'i^  —  •▼) 
irt  -f-  •'▼  —  •▼) 
nn  -h  •«▼  —  •') 
nJt  +  •«▼  —  §▼) 
nu  +••»▼  —  •▼) 
»▼«  +  •«▼  —  •▼) 

»▼«  -*••▼«  —  •▼) 
nU  -f-  •▼«  —  §▼) 
nu  4-  t^'  —  t^) 

»▼<    -f-    gVl    —    gY)^ 


/f^=^(i-ffi«') 


+  0, 
+(i+A*-).{l^ 


o/>oS^56593o 
OyOo8a5570oo  cm    (/!■▼£  • 
0014011200  fXM  a(ii'^  - 

—  0,0000149803 

OyOOQ4ago54i  cos  a(n^X    —  it^'t+  i^ 


nu  -f-  •«▼ 


-•^)  J 


Inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des  excok- 

tricités. 


/f»v=s:(l-f  ^iT), 


.■..»- 


r— ii*,637937  nn  (  nm^-h  •'▼  —  m^) 
4-  x',V]Ço»  «A  (  H*U  -f-  f'T  —  •«») 

—  a",o8747o  «in  (vi*U  —    nU  -f-  ai»^  —    »▼  —  ^t) 
,-h  a'',7iii4a  «in  (an'^t  —    nU  +  2t'^  —    •▼  —  m*'')\ 
i^  o<*,i88i83  de  (3n'U  -*  qh^»  -f.  3f'"  -^  a«^  —  •▼) 
l—  Q^,3a^l8i  MO  (ân'^'t  •—  aif^t  -f.  3t>Y  —  a«v  —  •«▼j 
j— (i84",i4a338— «o*',oio2357)«in(an^*-rt»^£-h^tT-f«T-^T) 
[4-{4a3'',o  1 788o4-«o*,oi4o3o^^îti(ann-««  ▼«-4=ari^-«rr«^.tT)| 
'-f-34",7o4748  «in  (3/i't  —  nn'U  -f-  3r  —  *•«▼  —  »▼) 
^— 17"»9<>6457  lin  (3/m  -t-  aa'n'^i'  3«^  —  a««T  —  •«▼) 
I-4.  4",85aoi5  •in  (4/i^t  —  3/ï«^f  -f-  4«^  —  3««t  —  »▼) 

a"t47çai3  sin  (j^u  --  3/i«^«  -f-  4*^  —  3€'^  —  •«▼]! 

I*,4ià4ii  «in  (SnU  —  4j»«^«-f-  5«^  — ^  4««^  —  »t) 
1^  o',7i35f9  iin  {SnU  —  4/i«*l  -f-  5«*  —  4t«v  —  »«<)| 
[-+.  o"^i48i4  •in.(6^''<  r-  5n^U  +.€^  —  5««»  --  #▼)  ' 

—  oVa6oi76  «n  (6/i^t'— '5«»*«  4.  6t^  —  5i«T  —  »«▼) 
4»  'ot^'218807  ftîn  {'jnu  —  6«*^e  •fC^i^'—  6f«^  —  •▼) 

—  o'',io8875  «n  ('jnu  —  6n*U  H»  7«»  —  6i«v  •«••»»}) 
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i%a4i878  sÎQ  (  iVfH  -f-  •▼«  —  »') 
—  l'^oggioS  sin  (/»«▼«  —  #▼«  —  »▼«) 
— io*,9096a5  tin  (a»v««  —    nyt  +  ai^ 
[-4-  3*,oo53i3  «in  (vrfH  —    n'i  -f-  ai^ 
-18*411093  «in  (3ii^«f  —  »«▼«  -f-  3i^ 

\-f.  o",6o8o43  sin  (4ii^»f  —  3ir»«  +  4f^ 


-   •▼  —  •▼«)! 

—  ai^  —  »▼) 

—  ai^  —  »▼«) 

—  3«^  —  •?«)( 

—  4«^  —  •^■)l 


—  o%833774  •*"  (4'*^'<  —  ^nn  +  4«^ 
f—  o%ao3<^  «în  (5rt*«l  —  4n^£  H-  5f^ 

—  o*',73a493  «în  (an^f  —  «▼«f-f.  ai^  —  f^»—  #^ 
-f.  l'^jôSlo??  »in  (3ii^£  —  ««▼'«H-  3#'  —  a«^«—  •▼) 
v-J-  o*,i57oai  un  (4/»^«    —  3n^'t+  4«^    —  3i^»—  «v). 


Inégalités  dépendantes  des  carrés  des  excentricités   et  des 

inclinaisons  des  orbites, 

Eb  vertu  du  rapport  qui  existe  entre  les  moyens 
mouvemens  de  Jupiter  et  de  Saturne^  a(/2^**-72*^)-f-3n^ 
diffère  peu  de  — ^  n  ;  il  faut  donc ,  n*  54  ^  considérer 
l'inégalité  dépendante  de  l'angle  nn^^t'^  é^nH.  Par  Ul 
formule  (Â)  du  n^  cité,  on  a  trouvé  pour  1800  cette 
inégalité  égale  à 

—  e6a*',58^o  «ia  (a»»^t  —  ^nn  +  af«^  —  4tt  4-  59*»  34'  4")  j 

et  pour  3000  la  même  inégalité  devient , 

^  644*^^44  «in  (w*n  —  4ii^£  -h  a««»  —  4f»  -+.  56»  \  l'ty)  ; 

d'où  Ton  a  conclu  pour  un  temps  quelconque, 

/^^▼s=  -(!+/«'▼)  C65a",5866o—«  p%o38i68)«in(a«'^t— 4«n-f-ai«^-^4tT 

+  59o34'4''  — «6o",76). 

Les  autres  inégalités  du  mouvement  de  Saturne  dé^ 
pendantes  du  carré  des  excentricités  et  des  inclinjai- 
sons  f  ont  eté^  calculées  par  lés  formules  du  n*"  i^  • 
on  a  trouvé  ainsi 
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!— (55",5i470  — to",ooo3fl643)»in(3n»ï— n'U+S»»— •«' 
4-  aS^SSSÔo  lin  {n'U  —  nn  +  fT  —  |T+  83.  57^46'') 
—  a",9744i  sîn  (5n^««— 3n'^t-f.5«^—  3i«»— Sg»  ia'33* 
f       a",09io4sm(3/i^»«— 3«^<  -f-3i^«— 3fV— Ge^SS'V)) 
-Hï+A*^V-|^3<j-8g36^,in(3^T,t_  „t^  -f-3i^«-    r— 87098' 7*). j 

j/i^  —  71»^  étant  une  fort  petite  quantité^  cette  cir- 
constance rend  très  sensible  Tinégalité  dépendante 
de  l'angle  3fz^^  —  n^^t.  Cette  inégalité  a  été  calculée 
par  les  formules  (A)  du  n*  34  ;  comme  sa  période 
est  très  longue,  elle  devra  pour  plus  d'exactitude 
être  ajoutée  au  moyen  mouvement  de  Saturne. 

Si  Ton  réunit  les  inégalités  dépendantes  de 
nH  -^  n^H  et  de  5nU  —  3/î'^i  avec  les  inégalités 
relatives  aulc  mêmes  argumens  et  indépendantes  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  on  aura  pour  leur 
sonuâe, 

4-(i^^iY)a9'',397oosin  (/!«▼«  -  nU-h  #»▼  —  Tt^ -h 77« 45' 26") 
—  (!-♦-  ft^«)   a^o594l  «in  (3/ïV«t  —  3n^t  -f.  3t^«  —  3t^  -f-6^  GT  ig*). 

on  a  ensuite ,  relativement  au  rajon  vecteur , 

!-h(o^ot4^9844"^^  o,oooooo7337)cot(9n>^c^iin-f4t*^-A4tv  * 
+  59*^9--^63-,a4) 
—  0,00118571  cot(3nn  — ««n-f-St»  ~i'T^  9o«  la'  3a'') 
~o,ooo5692i3cos(  /i«»r— «▼r  -f-  !«▼—•▼  -f-SS^aG^Sa*). 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  à  celle 
qui  est  relative  ati  même  argument  et  qui  est  indé- 
pendante des  excentricités  et  des  inclinaisons,  on 
aura  la  suivante , 

« 

(i-f-|t'*)o,oo762657  cos  (n"t—;ri'H-i'*—t''—4r  i  S'S'')- 
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bi^ahde  inégalité  de  Saturne,  dépendante  du  cube  et  des 
tsinçuièmes puissances  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
ainsi  que  du  barré  de  la  force  pertuHfotrice. 

La  partie  principale  de  la  grande  inégalité  de  Sa- 
turne y  est  celle  qui  a  pour  diviseur  la  quantité 
(JSn^  —  àh^^)* ,  et  qui  est  du  troisième  ordre,  par  rap- 
p<Mrt  aux.  excentrici.tés  et  aux  inèlinai$ons ,  et  du 
premier  relativement  à  la* force  perturbatrice.  Cette 
pattie  de  là  grande  inégalité  ide  Saturne  est  liée  à  )k 
]làrtie  ëbrihespdndaiite  de  la  g^ndé'inégâtlité  de  Jupi^ 
ter  par  Féquation  dé  condition ,  '  ^\' •' 

Ëd  de  considérant  donc  que  cette  partie  de  la  valeur 

de  Jl^i^'^  et  en  la  multipliant  par JiH^y  ~p  ^^  ^^™ 

relativement  à  Saturne^ 

^Q985*,o434i— «  o'',o6o4<>53— £•  o'',oooi9i76)Mn(5»'4— îm«^x  -hSi^— ai«v), 

L^expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturnin  ^  se 
compose  de  plusieurs  autres  partiel^.  Elle^renferme 
d'abord  la  fonction  ^àîVaûte, 


bour  réduire  cette  fonction  en   nombres'i  ïit  fctiV 


7...,     i   •  ^t      7    .      j   ^.     ,    dfM<*)      ^<ffll<')  I 

d'aboi^  calculer  tes  quantités  a"^  -^^-^ ,  a^  "^7^^-^ 
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ou  a  pour  cela  1  équation  générale 

d*où  l'on  peat  coticlure  les  valean  des  différences 
a^  -^-7-  ,  <^  "T^    9    etc.  ,    celles    des   •différences 

a*^  -T-rr  »  ^*^  -j-r^  $  ^^^^  j  e^tuni  comiues.  La  valeur  de 

N^^'^doît  être  pnse  pour  celle  dcf  IJJf'^,  et  récipro<{ue- 
ment  dans  le^  n""  i  oo.  De  l'ëquatiôn  précédente  >  oo 
déduit  d'ailleurs  les  dei^x  suivantes^ 

au  moyen  de  ces  formules,  on  a  trouvé  pour  1800^ 

07*  ^v  =  —  o,oaiaaiaâSà, 

à"  35V  ==  —  0,004465564, 
et  pour  Tanpiée  2606  p  - 

■  '  ;       *     V  * 

a^^rv  =  —  0,001  ?io6o54> 
3         '*'*  S  ™  ~  0,00456499$. 

D'après  ces  valeurs ,  la  fonction  préc^Nleate  était  en 
i«ooég?ile  à,  .  , 

.  •+-  49^,59049  Un  {ônH  -r  an'^t  -^  5»*  -r  a«") 
—  1 5''^96 1 5  cos  (5ii'<  —  aw'V  -+-  5i»  ^  ai'*). 
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et  en  aooo  égale  à 

+  48^,  2782 1  sîn  (5nH  —  nn'H  -f-  5^  —  2é'^) 
—  i4",49567  cos  {SnH  —  3»'^^  4-  5i^  —  2«'0î 

4'oii  rpa  a  conclu,  pour  un  temps  quelconque  ^^  b 
valeur  de  cette  même  fonction  égale  à 

(4g",59o49-/o^oe556i4)sin(5n^^-3/i'^i-f^^-3i'^) 
HC  I  y  ^96 1 3+/o'>o4997  7)eQs(5wV-  272^»^-f-6f^-2«'  ^), 

L'^expression  de  la  grande  inégalité  de  Saturne^  con- 
tient èmîore  le  terme 


{ é^y  sîn  {^Tft  —  in'n  +•  5e^  —  2«*^-f-  où""  +  /') , 


^  fonctHm 

précédente ,  on  trouve  qu'en  1 800  elle  était  égale  à 

7",66975  «ia  (5n^/  -^  miH  +  §6^  ~  âi'^) , 
•+-  4^6801 1  cos  {Srft  ~  m'H  -4.  5f  ^  —  ai'^)  ; 

«t  en  2000  elle  deviendra 

7*,  14086  sin  (5«^<  —  %nrt  -4-5^  —  2  f*) 
rh  5''*i  5753  cos  (5/ï'^  —  in'H  +  56*  —  2f'0; 

d'oà  Ton  ooiidat^  pour  un  temps  quelconque  t^  Tir- 
«égalHéy  • 

(7^66975-^  o'^,0O26444)sin  (5fi*<-2/2'*^4-5g^:i2g^ , 

\  (^\^  l  I  +^0^002287  I ) COS(57lV-2fl"*/4-5e^-2i'^). 

La  partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  dépeçH 

3o«« 
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liante  des  cinquièmes  puissances  et  des  produits  de 
cinq  dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons, 
peut  se  déduire  de  la  partie  correspondante  de  la 
grande  inégalité  de  Jupiter,  en  ndullipliant  celle-ci 


m'^  |/a'^ 


par  —  ^    ^     ,—  ;  on  trouve  ainsi  cette  partie  égale  k 

-4-  (îi6*,îi5388  —  <  o*,oo486776)  tin  (5nU  —  im«^r  4-  5f^  —  »•«▼), 
'—  («)*',9i3o7  -4- 1  o*,oo86tor6) ccm  (Sun  —  rui^H  -h  5f>  —  «é»*). 

Quant  à  la  partie  sensible  de  la  grande  inégalité  de 
Saturne ,  qui  dépend  du  carré  de  la  force  perturhiH 
trice ,  on  la  déterminera  par  les  formules  du  n""  57. 
En  ne  considérant  que  les  termes  de  cet  ordre,  on  a 

le  dernier  terme  de  cette  formulé  donne  Tinëgalité 
suivante, 

Cette  inégalité  est  la  seule  que  fournisse  U  seconde 
partie  delà  formule  précédente;  considérons -donc 
uniquement  son  premier  terme  ;  on  a ,  n**  47  9 

et  pour  obtenir  la  valeur  complète  de  J^v^ ,  il  fout 
combiner  entre  eux  les  différens  termes  de  chacoa 
des  facteurs  qui  entrent  dans  la  valeur  de  <f  H ,  Je 
manière  que  la  somme  ou  la  diflférence  des  argumeos 
des  termes  que  Ton  a  considérés,  soit  égale  k 
5/iV~a/i'%  et  que  la  somme  des  exposatisdes  excèti-^ 
trieités  et  des  inclinaisons  dans  ées  termes  ne  dépasse  i 
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|Mis  trois.  Qa  a  trouvé  de  cette  manière  les  résultats 
suiyans. 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

Sri'î  —  an'^l  et  09 

inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

411^/ .-^211**^1  et  nU, 

--o",  eg6a4ti  ii(5/i^£— -a/i  '  ▼£+$«▼—  a«  «  ▼)—  i  *,3773o  coi(5/i^<r  sn  «  «£H-5«»-af*  ▼) . 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

ZfCt  —  an'^l  et  an'f. 

I  *,48333tin(5/i''C— 3/t  «  ▼i-4-5«^— it  «  •)-f3*io434o  cof  (5/i^t— 21»  '  ▼«-f  5i^— •«  '  ^) . 
Inégalité     résultante     de    la    combinaison     des    argumens 

Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumens 

inU  —  n'U  et  %nn  —  n'U, 

.  Inégalité  résultante  de  la  double  combinaison  des  argumerfs 

3n^t  —  n'^'t  et  2nU  —  n'^/ , 

Qette  inégalité  a  été  calculée  en  réduisant  en  nom- 
lires  les  formules  des  n*"  6o.et  61  •  On  sait  que  Laplace 
s'était  contenté  de  déterminer  cette  partie  de  la 
grande  inégalité  dépendante  du  carré  de  la  force  per- 
turbatrice;  mais  outre  qu'une  erreur  de  signes  rendait 
Cautif  le  résultat  auquel  il  était  parvenu,  on  voit  qu'il 
ajvaità  tort  négligéçlusieiirs  inégalités  du  même  ordre 
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qae  celles  dont  il  avait  tenu  compte ,  et  qui  dmveot 
concourir  à  former  la  partie  de  la  grande  inégalité 
que  nous  considérons  eu  ce  moment. 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  par  voie  de  scustrac- 
tion  des  argumens  'jn^t  —  ^iV^t  et^h^t--^  3»*^!, 

— i6%o68958in(5ii^/— an'^i-hSf»— ai«^)4-i*,959i4coi(5n^£-!i««n-f-5t^-ai»^). 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 
mens Sn^t  —  3/i'*l  et  n^t  —  n'^t. 

Inégalité  résultante  de  la  combinaison  semblable  des  argu- 

mens  nn^t  —  Sn'^t  et  an^i  — 3n*^l, 

En  réunissant  les  dix  inégalités  précédentes ,  cm  troQ- 
yera  que  leur  somme  est  égale  h 

Cette  inégalité  se  rapporte  au  mojen  mouyement 
de  Satnme;  en  réduisant  en  nombres  les  formoles 
du  n»  65 ,  on  trouve  pour  l'inégalité  correspondante 
de  la  longitude  de  Tépoque , 

— 9'',8a477"n(5i^^ — a/i»^7-4-5«^ — ai")— i*',oafi7ocot(5/i^r-an»T£-f5fV-ai«»). 

En  réunissant  cette  inégalité  à  la  précédente ,  on  aura 
la  valeur  entière  de  la  partie  que  le  carré  de  la  force 
perturbatrice  ajoute  à  la  grande  inégalité  de  Saturne; 
on  trouve  ainsi  que  cette  partie  est  égale  à 

En  rassemblant  maintenant  les  diverses  parties  de  la 
graiode  inégalité  de  Saturne^  on  «ira  pour  sa  valeur 
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totale, 

I    («9oo',79o5o-«oV473357— «•o»,oooi9i76)rinl  ^^^^^^^^^  J  # 

Eu  Teduîsant  les  deux  termes  de  cette  iuégalité  eu  ua 
seul  ^  par  la  méthode  du  n""  So  ^  oa  aura 

Cette  grande  mégalité  ^  ainsi  que  celle  de  Jupiter 
qui  lui  correspond  y  peut  avoir  encore  besoin  de 
correction ,  soit  à  cause  de  l'incertitude  qui  reste  sur 
les  masses  de  Saturne  et  de  Jupiter,  soit  en  vertu 
an  quelques-unes  des  inëgalitës  dépendantes  du 
carré  de  la  force  perturbatrice  que  nous  avons  né- 
gligées; mais  €es  correctfons  doivent  être  nécessai- 
rement très  légères;  l'inégalité  précédente ,  comme 
nous  1  avons  dît  n""  65 ,  doit  s  ajouter  au  im>yen 
mouvement  de  Saturne.  , 

Le  carré  de  la  force  perturbatrice  produit  encore 
dans  Texpression  de  la  longitude  vraie  le  terme 

9m^'»n'^4<i'^«fle/r>m'^  S/a^-h^m^Vâ^X  ((P^**P>>in6i(5n^<-aji'*H"{>»y''a<'^)  l 

auquel,  pour  en  faciliter  le  calcul ,  on  peut ,  comme 
dans  la  théorie  de  Jupiter,  £gàre  prendre  la  forme, 

'ff*  {Sm^^V^f^^^^Và^)    '     f  A      U\     A      V  .Al  A 

-^  \ 1 — ^         61D  (  aoQDle  de   rargament  de  là  grande 

»  7n'r\/^  incgaliU), 

îrsin(a/i'V  — 5n"^  +  2j'^  —  5$"—  W)  étant  la  grande 
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inégalités  de  Sdturne.  Eq  rédoisant  cette  fonftule  en 
nombres^  e\h  donne  l'inégalité  suivaate , 

+^^76i56sin  ^  (5/i^<— an'^H-Si!— 36*^+5*58'52'0. 

Faiini  lés  inégalités  du  second  ordre ,  Texpresçion  if 
la  longitude  dé  Saturne ,  contieat  epçore  1^  suivaptei 

On  a ,  par  ce  qui  précède , 

K!  =4652",586eo ,     A^  «  —  59*54'4"; 

^n  réduisant  en  nombres  Tinégalité  précédente^  ellç 
devient 

8^,76570  sin  (gnH  —  4n'n  +  ge^  —  4f"  —  SS^SS'S:*^. 

L'expression  de  Ifi  longi^^de  de  S^turnç  çpntiçqt  en- 
core l'inégalité , 

^e^h'  sin  (5nH  —  2n'H  +  5«^  —  2«'^  +  «^  -f-  J^), 

aVsin(4/i^^— a7î'V+4fT— 2«»T4-/');  éu^it  riAég^ilé 
du  mouYeaiei]^f  en  longitude  de  Satumç  dépendant^ 
de  l'angle  4^^^  —  3/1' V.  Cette  inégalité,  réduite  en 
nombres  9    était  en  1800  égale  à 

45",8o584  sin  {3ri't—2n'^t  +  5ç'— !Ié'^+29*»54'i6"), 

■  »       -       ■ 

et  en  2000  elle  sera  égale  à 

44^76493  sin  (StiV—  2/î'74-3fT— 2f?^^r  3  i.**5a'5a'*); 

d'où  l'on  conclura  pour  un  temps  quelconque , 
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Si  daii$  Teocpression  de  la  longitode  Traie  de  Saturne 
ea.  fonction  de  la.  longitude  moyenne»,  on  considère 
le.  termcf 

fj  e^»  sin  (5nY  +  5iT  — -  3a»)  ^ 

et  qu'on  y  augmente  rexcentricité.et  la  longitude 
dn  périhélie  de  leurâ  variationis ,  on  aura  la  fonction 

Si  Ton  ne  considère  dans  J^e^et  S^cù^  que  la  partie 
dépendante  de  Tangle  SnH  ~-  2n^H ,  on  aura  n^  56 , 

acVc?'^  =— K'sin(5?iV— 37i'V4-5pr— <»^+A%, 

en  désignant  par  — ^K'sin(a/if '^— 4'*^^+^**^"*"4  ' — ^^h 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  ^  dépendante  de 
fangle  a/i"f— 4nV. 

En  substituant  pour  K'  et  j^'  leurs  valeurs ,  on  en 
conclura  que  la  fonction  (o)  devient 

-:.  -^e^*' 65a'',5866  lin  (a/i »▼«  —  mH  +  ai«^  —  ai»  —  a»T  H-  5o**  34'  4"). 
p.       '  ■  '  ^ 

Gètte  quantité ,  réduite  en  nombres,  est  égale  à 
—  4",209a  sin  (a/t'»<— an'^+as"— a«*—  i  i8"'4a'56")î 
en  la  réunissant  à  l'inégalité 
—.(i+jtt'î)5i^887i5i  sin 3(71'^^  — /i^^+«'^—r), 

qu^  nous  avonç  trouvée  précédemment^  çt  qui  dé- 
pend des  simples  excentricités  |  on  aura  la  suivante , 

♦ 

-^ (i  -f- «*')  3o",o9a43^  êin  (^ii»^£  —  yiH  -f  a*'*  —  ar  -^  ?•  a' 49*)- 
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UMbuifiraoft  les  intfgalîtës  da  seoood  CNndre ,  vwuL- 
î«a4fei»  dur  la  yariation  des  excentricités  et  des  përihë^ 
Ik*s  dans  les  termes  de  l'expression  de  la  lotigitnde 
vraie»  qui  dépendent  de  la  première  puissance  des 
^rces  perturbatrices.  Elles  sont  beaucoup  plus  sent- 
siUes  que  les  inégalités  correspondantes  de  Jupiter' 
L^expression  de  cTt^^  contient  les  deux  inégalités  sni- 

é»G' sitt  (/ H- »V  •+•  é^  — 1#^) 
-4-  e»^H'  sîn  (/  -I-  /i^^  +  f^  ~  «»^) , 

eu  supposant  /s=:i(/»^<-~7i'^i-f»f''~f»^).  Si  Ton 
augmente  dans  ces  deux  fonctions  les  excentricités  et 
les  périhélies  de  leurs  variations  ^6%  Sàsi^,  JV*^,^<v*^, 
on  démontrera  comme  dans  le  n<>  loo,  qu'il  en  ré- 
sultent les  inégalités  surrantes, 

—  ^sin(5/i^/— an' V+56^— 2f'^— /— n'f — é^+ A'), 

+  ^sîn(5n7—a/i'^^+-5f^— at*^— /— /i^t— f-^+A), 

enreprésentantparK'sîn(4/iV— 3n*^^-f-4*^"^^"'+A') 
l'inégalité  du  mouvement  de  Saturne  dépendante  de 
l'angle  47t'<-a«*%et  par  Ksin(5nV-5iï'^/M55«'-5«'*+A) 
l'inégalité  du  mouvement  de  Jupiter  qui  dépend  de 
l'angle  S/iV  — 3n*7. 

L'expression  de  «T^^  renferme  les  quatre  inégalités 
suivantes ,  dépendantes  des  simples  exeentricités  : 

—  184",  i42538sin  {2nH  —  n'H  -h  ag^— g*^  —  û»^), 
4-  423*017880  sin  (2nV  —  ri^^'t  —  qlî"  —  g'^  —  e»'^, 
•+•   34*704748  sin  {^nH  —  2n'H  -f  3g^  —  26'^  —  û;'), 

—  1 7^906457  sin  {5nV  —  tAn'H  -f.  5r  —  n^"  —  a")^ 
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lln^alité  du  moavemeDt  de  Saturne  en  longijtudç, 

g(]foihin^  avec  la  prexppère  et  la  troisième  dea  wésft 
^fi^  pfécédentes^  donnera}^  deux siûva^test 


•  »  ■         i    r 


aev 


llnëgalité  de  Jupiter, 

combinée  avec  la  ceconde  et  la  quatrième  de  ces 
mêmes  inégalités ,  produira  celle*ci , 

40^,017880  ^,*  ,4^  ^-n  j„t»e  --3rt^f  +  «»^— 3i»-f  58»i  i'  34*J 
I7r!y^^7  i6i*,i4o37  m  (9m  -«.  M»  --  5Sl  iV  34*).  : 

I  .'■..'•.  .  .  .    » 

En  substituant  pour  e^^  et  e^  leurs  valeurs  relatives 
à  1800,  les  inégalités  précédentes  donneront  dans 
l'expression  de  JPp^  les  quatre  suivantes , 

—  5^18779 sin  (5nV  — n'V+5€^— 6'^—  59*54'4*^, 

—  3",43i  1 1  sin  (3wV— n'^/+3i^~#'^— 58^1  J  '  34")^ 
0^97773  sîn  (2/1^^  +  2î'  —  59^54'4^) , 
o",i45^  sin  (a»V+  ai^  r^  5fi*:i  v'340^ 


en  reunissant  les  deux  premières  inégalités ,  a  la  sui- 
vante  9 


•—  55%5i470  sîn  (5wV— .  n'V  +  ^f'--î'^'^S4'f5f), 
qui  dépend  du  carré  des  excentricités,   on   aura 
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celle-ci  > 

— 48^89M4  «în  (3/1^^  —  n'H  +  5^—  g'^-f-  yS^S'SS'Oi 

II  nous  reste  à  considérer  les  inëgalités  dû  rajoii 
vecteur  de  Saturne.  Oii  a  vu ,  n®  38 ,  que  soq 
expression  renfenne  les  termes  suivans, 

lom'V    f       ^^P  sin  {SiiH  — :  a/i'  H  -\r  5i5  -^^Î^X-I 
5n^— an''  \  +  a'^F  cos  (5?i^/ —  a/i'^^  +  5^— 2f '^)  J' 

—  e^A'  cos  (5nV  —  :kn'H  +  Sé^  —  ai'^  —  «^  +  <r^, 

+  e^A'cos  (5»V  *:-i2ift*^^<4-5f^-^  n»^  +  «'  +  cf^)^ 

Cette  fonction  ^  réduite  en  nombres  ^  donn e 

En  réunissant  la  dernière  de  ces  inégalités  aux  sui- 
vapte3  qui  dépendent  des  simples  excentricités. 


(i-h 


.   i    0,001 1734a  co»9«»r*-aif«?t,-+.3f^  — »•«▼  —  •▼)  1 
^   '   (— Q,ooo63o65cot(3;»n  —  an«y£r#- 3t^— »•*▼ — •«▼),  f 


on  aura 

/r»«t  (1 4-|t'^  6,ûooi55ago  cos  (3/i^i  —  vt^n  -f-  3f»  —  at'^  —  38» 55' 9*). 
Inégalités  du  nwuvemerU  de  Saturne  en  latiiude. 

io5.  Par  les  formules  du  n^  gS ,  livre  II,  on  a 

!i",8og686  sin  (/i»u  +  •«▼  —  n^) 

—  o*,a533o5  sin  (in'H  —    nU    -4-  at»^—  •▼  —  n») 

-4-  3*,i8îi793  sin  (nnH    —  ^n*H  +  «▼  —  •«t—  n^) 

—  vffSi^itfi  sin  (3fm    —  aii«n  +  3i^  —  is«v-i  n») 
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tr  étant  la  longitude  du  nœud  de  l'orbite  de  Jupiter 
et  n^'  la  longitude  du  nomd  de  l'orbite  d'Uranus 
sur  Torbite  de  Saturne. 

Les  formules  du  ^n""  4^,   réduites   en  nombres 
donnent  Tincgalité , 

En  appliquant  à  Saturne  œ  que  nous  avons  dit  n""  101  ^ 
relativement  à  Jupiter ,  on  verra  que  les  termes  dé- 
pendansdu  carré  de  la  force  perturbatrice  1  ajoutent  à 

la  valeur  de  -j?  1a  quantité  > 

— —= =i — =  M.cof(n -«▼)«-  z_„n(n-A^)  h 

et  à  la  valeur  de  ^  la  quantité, 

— ; 7= 77=7      -f  iinCn  — *T)^iL-cof(n  -  *^     , 

J'y  et  T'J^n  étant  déterminés  par  les  formules  du 
10?  54*  La  première  des  fonctions  précédentes  ^  réduite 
en  nombres  >  est  égale  à 

o",oooi554; 
elle  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^  et  de  -j-, 

du  n<*  91.  La  seconde  fonction ,  en  la  réduisant  en 
nombres ,  dotine 

'—  0,001 8g6y 

quantité  qui  doit  être  ajoutée  aux  valeurs  de  ^  et 
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,       /4^.      iv\    /         0,0064266073  1 

/i^«=i(t4-#*'^}.  j^  o,oo495a5845  coi  {««n  —  »▼•«  4-  «'^  —  1^0  j 

.    J      0,0033614468  ï 

+  (»H- A*'';-  j^  o,oo33«^254  co»  {nU    —  ii^*t  4-  r    —  «▼.)./ 

inégalités  dépendantes  de  la  première  puissance  des 

excentricités. 

!—  l^îl46655  fin  (  !!«▼£  -4-  f'^  —  m^') 
—  o*,a2^3oo  fin  (a/i^'t  —  «■▼f  -f-  ai^*—     •'▼ —  w»^) 

—  i*,338è8a  lia  (  un  4-  ê^  —  «^O  *       1  ' 
+  o*,«f5a5i  «a  (  »▼«  +.§▼  —  «'^) 

—  o%ao$839  sîn  (aii^t  —    /!▼««  -f-  »«▼  —  •▼«—  •▼«) 
14-  0*^839473  lÎB  (vi^t  —    n"t  +^  ^^^  ""  s«^'-r  •^) 
fi-4a*jo5763^  siû  (!MiV*t—    li^l    +  it>'-.-  •>  -^  •▼») 

4-  (1+  H^)»(  -KI43^  1 00660— £o'',oo79448)tin(a/i^ >  t-n^XH-at^ « -•▼-•^i 
iKaf',373G56  mb  (3/i'«t  —  airn  +  3i^^  —  !»•▼—  »▼') 
I—  1^569014  lin  (3/»^«f  —  an't  +  3i^«  —  at^— %▼) 
+  o*,4o9333  lin  lin^H  —  3/i^<  -f-  4t'V-7.3jt^—  •▼»}, 
■•^V^igaoo  ftin  (4«^»£  —  3/ih'^-  4f^'  — 'St^--  «^ 
ofyiao^f^  .<Bi'(iiV't  —  tnrti'h  5^*  -^  4^i^  #it');' 

/r^«=:(i+fi')  0,0061 835858 CM  (in^'t  — n^^ag'»  — - 1^.— £*▼), 


Inégalités  dé/mmtnntestd^  càffés^éi  dès  produits  des 

excentricités  et  des  inclinaisons  des  orbites  i 

...    ,     ,.      ,    i!-  .  ■:;|  .       t.  ■■      :',^:j>;. >j?  r>.cx>..  k.  ..  ^  -    • 

!— (ia6^5iao6— ioVi45bo}  iin(3iijVi^jiT^-j-V— •▼) 
..  '       '  .  -r  :-88oi9'e--f.7-ti>5/ 

La  dernière  de  ces  inégalités  peut  Sii^è  Vëtinïë  à'Tlné- 
galité  relative  a^^^]fi^^qi6,.arg]ii,ipeat  et  indépendante 
des  excentricités;  leur  somme  donne  la  suivante  : 


II 


(1  +iit*)  «",-ï  5<n  1  b8in(«»«^>*'<*-f.i*— £"4.3 1  *»  ii  'li')^ 


1  t  • 


Poui^  les  inégalités  da  rayon  Teéteiirbn  ^ 
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Inégalités  dépendantes  des  cubes  et  des  produits  de  trois 
dimensions  des  excentricités  et  des  inclinaisons. 

/«^▼«  =—  (i-f ^v)  o",99ooo  sin {^iVH  ^'xn^t-^  Si^»  —  ai^-f  68» a3' 3i"). 
Inégalités  du  mouvement  dtUranus  en  latitude. 

Les  seules  inégalités  de  la  latitude  d'Uranus  qui 
puissent  être  sensibles  sont  celles  qui  sont  indépen- 
dantes des  excentricités  et  qui  ne  dépendent  que  de 
la  première  puissance  des  inclinaisons.  Elles  ont  été 
déterminées  par  les  formules  du  n"  gS  du  livre  II  : 

/$▼«  =  (1  -4.  fx*")        o*,66ao46  lin  (  /i»^f  •+-  •»▼  —  li'") 

^     f     o",8765a3  sin  (  n^t    -h  i^    —  H')  î 

-T-  (>  -^  H^  *  |-fa*,794ia9  sin  {WH  —  n^t-^  ai^« —•▼— !!▼),/ 

en  désignant  par  11'^  la  longitude  du  nœud  ascendant 
de  Torbite  de  Jupiter,  et  par  n""  la  longitude  du  nœud 
ascendant  de  l'orbite  de  Saturne  sur  celle  d'Uranus. 


Tome  III. 
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CHAPITRE  XX. 


Équations  de  condition  qui  existent  entre  $es  iné* 
^alités  planétaires  et  qui  peui^ent  sentir  à  vérifier 
leurs  valeurs. 


io5.  Nous  ayons  eu  plusieurs  fois  Tocoasion  de  re- 
connaître que  les  inégalités  à  longue  période  de  deux 
|)ftaAète$  ^  tt  ^'  sfôutnises  à  letir  kttion  réciproque , 
éttifeht  liées  )(M  là  mënfi^  équatiôil  de  rottdîtiôïl  que 
les  Vàriâtittiî»  séculaires,  Xi'test-à-dilie  qu'^éll^  lêteteïit 

à  très  peu  près  entre  elles  dans  le  rapport  de  m\/a 

à  m!  \Jal  ;  ce  qui  résulte  de  ce  que  la  partie  la  plus 
sensible  de  ces  inégalités  est  celle  qui  dépend  de  la 
variation  du  moyen  mouvement  dans  Texpression  de 
la  longitude  vraie.  C'est  au  moyen  de  cette  relation,  qui 
est  d'autant  plus  exacte,  que  par  le  rapport  qui  existe 
entre  les  moyens  mouvemens  dés  deux  planètes  ,  la 
période  de  rinégalité  devient  plus  longue,  que  nous 
avons  déduit  l'inégalité  de  Vénus,  résultant  de  l'ac- 
tion de  la  Terre,  et  dépendante  de  l'angle  1 5«"^ — 8/i'^ 
de  l'inégalité  correspondante  de  la  Terre,  et  ensuite  la 
partie  de  la  grande  inégalité  de  Saturne  qui  a  pour 
diviseur  (5/î^  —  2n*^)*,  et  qui  dépend  de  la  première 
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puidsaQce  dt  U  force  perturbatrice  de  la  partie  oor*- 
respondante  de  Jupiter.  On  pourrait  se  servir  de  cette 
même  relation  pour  vérifier  toutes  les  inégaUtés  à 
longues  périodes ,  que  nous  avons  considérées  dans 
les  chapitres  précédens ,  et  qui  ont  été  calculées  sé- 
parément ;  mais  comme  leurs  valeurs  ont  été  déter- 
minées avec  soin ,  et  qu'eUes  ont  déjà  subi  plusieurs 
vérifications ,  il  serait  superflu  de  nous  j  arrêter. 

Les  inégalités  dépendantes  de  la  première  puis- 
sance des  excentricités  et  des  inclinaisons  méritent 
une  attention  particulière ,  à  cause  de  leur  grandeur 
et  de  leur  muUiplicîtér  Ces  inégalités  peuvent  de- 
rwr  considérables  dans  deux  cas  ;  V*  si  la  quantité 
i(n'  —  n)H-n  est  très  petite  par  rapport  h  n  onn^; 
n^.  si  cette  quantité  diffère  peu  d'être  égale  à  — n; 
parce  qu'alors  i{ri  - —  n)  +  an  étant  une  très  petite 
quantité ,  les  termes  affioctés  de  ce  diviseur  acquit*' 
rent  aae  valeur  sensible* 

Or,  dans  le  premier  cas,  lïnégalité  dépendante  de 
Tai^guafteat  i  {n! t'-^nty^nt  croit  avec  une  grande  len<^ 
teur,  et  par  conséquent,  les  deux  inégalités  correSi- 
pondantes  de  m  et  de  ivl  sont  liées  entre  elles  par  le 
rapport  commun  à  toutes  les  inégalités  de  ce  genre , 
c'est-^à-dire  que  le  coefficient  de  l'inégalité  de  17/  se 
déduira  dti  eo^efteient  de  l'inégalité  de  m  en  multi- 

pliant  celui-ci  par  —      ■    ^,  En  effet  p  dans  ce  cas , 

Tn  Y  a 

il  est  évident  4jue  le3  termes  les  plus  coiosidérables 
de  l'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé^  proviendront  de  la  variation*  du  moyen 
mouvement,  à  cause  du  diviseur  [^i{n — 'O-f-n]* 

3i.. 


484  THÉORIE  ANALYTIQUE 

que  l'intégration  leur  fait  acquérir;  considérons  dam 

le  développement  de  la  fonction  R  les  termes  de  la 

forme 

-4-mW'Vcos[i(/i7— /i^+é'  — €)+'ï^-H€— «1 

L'expression  de  la  fonction  R'  relative  k  l'action  de  m 
sur  m'  renfermera  les  termes 


m'M<'Vcos[î(7î'^  —  /i^  4-«'  —  0  +  n^  +  ^  —  fi^l- 

Si  l'on  suppose  donc  i(n' —  n)  +  n  une  très  petite 
quantité,  en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  am 
à  très  peu  près 

mfdR  +  m'fd'K'  =  o. 

Et  f  par  conséquent  >  d'après  ce  que  nous  avons  yq 
au  n""  4^  f  ^^  ^^  considérant  dans  ^i^  et  J^(^'  que  les 
inégalités  qui  dépendent  de  l'argument  £(71^^ — n/)-f^, 
on  aura  entre  elles ,  à  très  peu  près ,  l'équation  de 
condition 

m  v/â/p+ m'  X^â'J'i/  ==  o. 

Prenons  pour  exemple  l'inégalité  de  Vénus  résul- 
tant de  l'action  de  la  Terre  et  dépendante  de  l'ar-^ 
gument   Zn'^t —  an' t. 

Cette  inégalité  est,  par  le  n^  96, 

— .  1  ",426900  sîn  (?in"t  —  arit  4-  5/'  —  a^  —  »'). 
En  multipliant  par  —  -—^^  = —  1,042703  soft 

mya  ' 
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coefBcieDt,  on  a  pour  Tinégalité  correspondante  de 
la  Terre 

H- 1^48785  sin  {^fft  —  a^i'«  +  5f''— 21'  —  o^y 

Le  calcul  direct  a  donné 

+  i",i5iio  sin  (5/i''«  —  2/i'«-|-5€''— ai'— «'); 

résultat  qui  diffère  peu  du  précédent. 

106.  Supposons  maintenant  que  i{n' — vz)-}-^^  soit 
une  très  petite  quantité  par  rapport  à  n  ou  à  /t'.  Il  est 
aisé  de  voir,  n^  84^  livre  II ,  qu'alors  la  partie  des  iné- 
galités de  m  et  de  m!  dépendantes  de  l'argument 
i(n't — nt)'^nt^  qui  a  pour  diviseur  i(n'— n)-f- 2/î, 
et  qui  f  par  conséquent ,  est  la  plus  considérable , 
provient  de  }a  variation  de  l'équation  du  centre  dans 
l'expression  de  la  longitude  vraie,  on  peut  donc^^^ 
dans  ce  cas  I  se  borner  à  considérer  cette  partie.  Le 
développement  de  la  fonction  R  renferme  un  termp 
de  cette  forme  : 

WLW^^^ee!  cos[i(w7 — nt+%^  — €)-(-a/i^-4!»2t — «— a']  ; 

il  en  résultera,  n"  81,  livre  II,  dans  cTe  et  S^o y  les 
inégalités  suivantes  : 


m'an 


/c  xs  T7-7 r IVKOe'  cot  Uin't  —  «t  -4.  /—  § )  -#.  «/i«  -|-  ai  —  •  — •'] , 

m'an 

eSm  =:  rr-T 7-; Mt»)/  «in  liin't  ^nt'^  i'—  •)  -f>  9/it  -f  3«  —  •  *-  •'] . 

i(n'— /i)-f- an  ^  /  1  1  j 

L'expression  de  la  longitude  dans  le  mouvement 
troublé  contient  les  deux  termes 

2^6  sin  (n^-H  —  a>)  —  2eJ'a>cos(nt  +  6  —  o)). 
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'Ëtk  verta  de$  inëgalit^  praoédeotes^  on  aura  donc 
dans  cTp  celle-ci  : 


t  («'  —  /i)  -I-  a/i 


L'expression  de  la  fonction  R^  relative  à  Faction 
de  m  sur  m'  renfermera  le  tenue 

mM^"^ec'cos  [i(nft  -^  n^  •+*  ^  -^  0  H-  rurf+aé»— ft>»^  ^' j  ; 

et  il  en  ràultera ,  par  conséquent ,  dans  /i^'  l'inéga- 
lité suivante  : 

-  ^g^'% M<Oc lin  [(i  —0  f/i't  —  /i£  +  •'—•)  -f-  n«  +  •—•] . 

Ces  deux  inégalités  du  mouvement  de  m  el  de  /» 

sont  entre  elles  dans  le  rapport  de  rri^/àé  à  m\/ae, 
en  sorte  que  la  seconde  peut  se  conclure  de  la  pre- 
mière f  en  multipliant  le  coefficient  de  celle-ci  par 

my/'ûe 

fyj^^-^  W  «tant  une  quantité  assez  petite  par  rap- 
port à  ri*  et  même  à  zi'",  on  aura  dans  cTp";  en  faisant 
£  =  4  >  uï^c  inégalité  dépendante  de  Targument 
4^'''^_37i"f  +  46'''_5g"— û)''',    et  dans  cTp"'  Tine 

illégalité  dépendante  de  l'argument « 

Zr!"t  —  irft  +  Se'" —  2e" —  a".  La  première  est ,  par 
len^97, 

—  o .  567002  sin  {fyiH^  5w'i-+-  4««'  ~  5/  — t  û/). 
En  multipliant  son  coefficient  par  ^  y  ti  -11,  il  en 
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résultera  dan*  cT^'"  h  ^uivantQ  : 


Oa  a  trouvé  par  le  calçu}  4irect 

+  0^,784404  sin  (5/i'"f  —  %n''t  +  UJ'  ^  3ê"  —  «?"}  ^ 

résultat  qui  diffère  peu  à\\  précédent. 

107.  L'inégalité  de  m  produite  par  l'action  de  m' 
et  dépendante  de  l'angle  vit  +  «'  —  a»',  résulte  de  la 
supposition  de  2=1  dfing  les  foroiules  du  n*  84  du 
second  livre.  Or ,  d'après  la  valeqr  de  [a,  €(\  ^  n®  go, 
il  est  aisé  de  voir  que  cette  inégalité  peut  prei^dre 
cette  forme 

réciproquement  l'inégalité  de  m' poduite  par  Taotion 
de  m  et  dépendante  de  l'angle  nt-^t  —  co  est  ég^}g  \ 

,  .,      T  Wj  o\  esin  (w^  -f-  € — û?). 

Ces  deux  inégalités  seront  donc  entfe  elles  4^ns  le 
rapport  de  [a,  oT^e'  à  [a',  d^^e ,  et  con^frtç  pap  le 
n*  90 ,  on  a 

(Ces  deux  inégalités  seront  entre  elles  dans  le  rapport 
de  wt  \/afri?efiL  m  \/an^^eo\x  de  m'aV  i  ma'^e,  c'est-à- 
dire  que  le  co^D^fiiçoJ  4^  U  ?ÇWa4ç  W  déj^uira  de  celui 

de  la  première,  en  multipliant  ce  dernjer  par j-^. 

L'gçtiiQp  d^  S^tiirne  s^r  Jppiter  produit,  n*  }qq^ 
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dans  le  mouvement  de  Jupiter  ^  l'inégalité 

—  9",  aSgoaô  sin  (n^t  +  i^  —  o^). 

En  la  multipliant  par r?"ô"*  ^°  aura  dans  le 

mouvement  de  Saturne  Tinëgalité 

+  i",276i97sin(n«^«4-i*^— fi>'^). 

Le  calcul  direct  a  donné 

+  1V76020  sin  (u'^^^- §"—«?"); 

ce  qui  diflere  peu  du  résultat  précédent. 

Ou  trouverait  des  relations  analogues  entre  les 
inégalités  correspondantes  des  rayons  vecteurs. 

108.  Il  résulte  du  n*  32  que  si  i'n'  ^^in  est  supposé 
une  très  petite  quantité^  l'inégalité  la  plus  sensible  de  la 
latitude  de  m  produite  par  l'action  de  m%  sera  égale  à 

^J^X»»-  sin  [,V<— (i4-i)n<+fÉ'-(H-i>+H]. 

L'inégalité  correspondante  du  mouvement  en  latitude 
de  m^  produite  par  m  serait  égale  à 

Ces  deux  inégalités  sont  entre  elles  dans  le  rapport 
de  m  \fâ  à  —  ni\/d  ^  c'est-à-dire  que  le  coefficient 
de  la  première  étant  déterminé,  en  le  multipliant  par 

—  .^JL-^  •  on  aura  celui  de  la  seconde. 

Nous  avons  déjà  vérifié ,  au  moyen  de  cette  rela- 
tion, les  inégalités  des  mouvemens  en  latitude  de 
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Jupiter  et  de  Saturne  produites  par  leur  action  ré- 
ciproque; on  peut  vérifier  de  la  même  manière 
toutes  les  inégalités  du  mouvement  en  latitude  des 
autres  planètes.  Ainsi  ^  en  supposant  £'  =  5  et  i  =1 3 , 

Faction  de  la  Terre  produit  dans  la  latitude  de  Vénus 
l'inégalité 

— 0^289097  sin {Svl't  —É^n't  4-  5e"  — 4^'  —  etT). 

En  multipliant  son  coefficient  par Z^ ,  il  en 

résultera  dans  le  mouvement  de  la  Terre  en  latitude 
l'inégalité 

o",  2 1 8043  sin  (4n''t — 5n't  +  4^'  -^  3«'  —  «0- 

En  calculant  directement  cette  inégalité^  on  a  trouvé 

o",223352  sin  {J^t—  Zn't  +hi'—5^  —  a'). 

La  différence  est  dans  les  limites  des  quantités  né-^ 
gligées. 
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CHAPITRE  XXI. 


Supplément  à  la  théorie  de  Jupiter  et  de  Saturne. 

109.  La  méthode  que  hqq^  avqos  ^uîyi^  d^p$  1^ 

chapitres  prëcédens ,  pour  déterminer  les  în^fisiit^ 
des  planète^  résultant  de  Içur  action  çiutuelle,  çt  qui 
est  fondée  sur  le  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice en  fiéne  Ofdonoiie  par  rapport  aux  pois- 
sance»  et  aux  produits  des  excentricités  çt  des  incli- 
naisons a  y  relativement  au  système  des  sept  planètes 
principales ,  toute  Faxactitade  nécessaire  lorscpe  Fûb 
a  soin  de  n'omettre  aucune  des  inégalités  qui  peu^pi^t 
devenir  sensibles.  Cependant  nous  avons  indiqué , 
n®  25  ,  comment  on  pouvait  déterminer  les  coef- 
iiciens  du  développement  en  série  de  la  fonction  per- 
turbatrice par  le  moyen  des  quadratures^  et  cette 
méthode  donne  toutes  les  inégalités  d'une  planète 
relatives  à  un  même  argument,  indépendamment  de 
la  grandeur  des  excentricités  et  des  inclinaisons ,  ce 
qui  est  un  avantage  précieux ,  parce  que  la  mé- 
thode des  développemens  en  série  laisse  toujours  la 
crainte  que  quelqu'une  des  inégalités  dépendantes  des 
puissances  supérieures  à  celles  que  l'on  a  cbnsidé- 
rées,    ne  devienne   sensible.   Nous   allons   donc  ici 
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reprendra  cet  objet;  et  comme  de  toutes  les  planètes 
Jupiter  et  Saturne  sont  celles  dont  les  perturbatioxn» 
sont  les  plus  considérables ,  nous  ferons  Inapplication 
de  cette  méthode  à  la  théorie  de  ces  deux  planètes. 
Nous  aurons  ainsi  un  moyen  de  vérifier  les  résultats 
auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  les  chapitres  VI 
et  VII,  et  cet  exemple  servira  de  direction  aux  cal- 
culateurs qui  voudraient  détermîner  de  la  même  ma- 
nière les  inégalités  des  autres  planètes* 

Si  l'on  nomme ,  comtae  dans  le  n^  ^5,9  et  ^'  les 
anomalies  moyennes  des  deux  planètes  m  eXm!  ^  en 
sorte  qu'on  ait 

qu'on  suppose  la  fonetioi:i  perturbatrice  R  relative 
à  l'action  de  w^  sur  m ,  développée  par  rapport  aux 
sinus  et  aux  cosinus  d^  ces  anomalies,  et  que  daxis  C0 
développemenl  pn  ne  considère  que  les  termes  dé»* 
pêndans  de  l'argumeat  de  la  grande  inégalité ,  om 
aura 

R  =  m'K  sin  (5(p'  —  2^).+ m%!  cds  (5(p^  —  2(p)  ^ 
et  pour  déterminer  K  et  Kf,  on  aura 

mfK  c=:  ^//y^;'  Rfin(5^  w  û<P)^^',        ' 

2w  ^  o     U  O 

Les  intégrales  doubles  devant  s'étendre  depuis 
^==0  jusqu'à   ^  =  27r,   et  depuis   ^'==0  jusqu'à 
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Les  valeurs  de  ces  intégrales  dépendront  des  quatre 
suivantes  : 

A  =  -Î-;  r^  r*'  R  cas  2^  cos  5^'iiçdç', 

2r"  J  o    %/  o 


B  =  -i-  r  ^'  r  "*'  R  sin  2Ç  sin  5^'d(pdç\ 

a»*  J  o    J  o 

C  =  J-  r  """^  r  ''  R  sin  a^  cos  5^'d(pdp' , 

2WV  O       /  o 

D  =  -^C^'  f^  R  ces  2^  sin  5^'d^^'. 

2«v  o     J  o 


(0 


Pour  calculer  ces  quatre  quantités,  on  divisera 
l'intervalle  compris  entre  les  limites  ^=o  et  (p=:2'7Cf 
ou  la  circonférence  entière,  en  un  nombre  de  parties 
assez  grand  pour  que  les  quantités  contenues  sous  le 
signe  intégral  ne  varient  pas  trop  rapidement ,  et 
qu'elles  ne  passent  pas  trop  fréquemment  d'une  va« 
leur  positive  a  une  valeur  négative,  ce  qui  rendrait 
les  quadratures  inexactes;  et  ce  nombre ,  cependant, 
sera  assez  restreint  pour  que  les  calculs  ne  devîeu- 
nent  pas  trop  pénibles.  On  a  reconnu  par  quelques 
essais  que,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  satisfe- 
rait à  ces  deux  conditions  et  l'on  obtiendrait  un  degré 
d'exactitude  suffisant,  en  supposant  par  rapport  à 
l'intégration  relative  à  ^  la  circonférence  divisée  en 
trente-deux  parties ,  et  en  seize  seulement  par  rap- 
port à  l'intégration  relative  à  <p\ 

On  fera  donc  successivement 


^=o,^=i  i'i5',^  =:aa'5o'<,^  =53*45',(p  =45%  etc, 
(p'=o,(p'=2  2*^50',  (p'=45*     ,(p'=67*3o',^'=9o*',etc., 
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et  ToD  calculera  les  valeurs  de  la  fonctîonR  correspon- 
dantes à  ces  diverses  valeurs  de  <p  et  de  ^'  prises  deux 
à  deux.  On  aura  ainsi  55  X  i7  =  56i ,  quantités  fon- 
damentales à  former;  nous  désignerons^  comme  dans 
le  n'  ^5,  par  Ro,o>  Ri,oi  R.,o,  etc.,  Ro,«,  R,,„  R.,,,  etc., 
ces  quantités,  en  supposant  ensuite,  pour  abréger, 

a=  2(1  i'i5')=:±: 22^5o',  a'  =  5(22'5o')  =  1 12*^50', 

et  en  faisant 

P^=iRo,oCos  o+R,,o  cos«4-Ra.o  cos7m..,+  i^3it,o  cosSsui,  ^ 
P',=:iRe,,cos  0+R,,,  cos«+R,,,  cosa«...+  ^Rsa.i  co832«8,  >  (a) 
etc. ,  J 

on  aura,  pour  déterminer  la  première  des  inté- 
grales (i), 

A  =  5-^  (iPoC0S0+P;C0Srt'+P>S2«t'.  .  ..+ip;gCosi6«'), 

et  les  intégrales  R,  C,  D  se  calculeront  par  des  for- 
mules semblables. 

Il  suffira  donc  de  remplacer  cos  a,  cos  2a,  etc. , 
cosa',  cos  2û(%  etc. ,  par  leurs  valeurs  dans  les  ex- 
pressions précédentes,  pour  en  déduire  très  aisément 
les  quantités  A,  R,  C,  D,  du  moment  que  les  valeurs 
numériques  des  fonctions  Ro,o^  I^i,«  f  etc. ,  seront  dé- 
terminées. 

1 10.  En  ne  considérant  que  l'action  de  m'  sur  m , 
on  a 

La  première  partie  de  cette  expression  est  celle 
qui  a  le  plus  d'influence  sur  les  grandes  inégalités  de 
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Jupiter  et  de  Saturne  y  et  dan»  les  chajntreâ  XVII  et 
XVIII  f  où  noo^  les  avons  calculées^  ncms  n'avons  pas 
eu  égard  aux  termes  dépendans  de  Tangle  Sn't — :kntf 
qui  peuvent  résulter  de  la  seconde  partie  de  la  fonc- 
tion précédente^  il  faudra  donc  également  les  négliger 
ici ,  puisque  nous  avons  l'intention  de  comparer  les 
résultats  des  chapitres  cités  à  ceux  que  nous  allons 
obtenir.  En  nommant  donc  p ,  pour  abréger,  la  dis* 
tance  mutuelle  des  deux  planètes  m  et  mf^  l'expres- 
sion de  R  deviendra  simplement 


m 


et  par  le  n*  25,  pour  déterminer  f ,  on  aura 

^  =zz r*  +  r' —  nrr  cos* ^y cos (v' —  v)  —  ar/sin* Jy cos (v' -|- v) , 

Les  angles  v  et  v'  étant  comptés  de  l'intersection  com- 
mune des  deux  orbites^  en  sorte  qu'en  nommant  n 
la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  ni  sur 
l'orbite  de  m,  ona^^sp  —  n,  et  v'ssi^' —  II, 

Conformément  à  ce  que  nous  avons  dît  n*  25, 
on  ct^mmencera  par  déterminer ,  au  moyen  des  tables 
planétaires ,  les  valeurs  du  rayon  vecteur  r  et  de  la 
longitude  v  de  Jupiter  correspondante  aux  valeurs 
successives  de  l'anomalie  moyenne  ^=:  o,  9=:i  i^i5% 
f  ^ï^i^'^So',  etc.  On  déterminera  de  la  même  maniéie 
les  valeurs  du  rayon  vecteur  r'  et  de  la  longitude  i/ 
de  Saturne  correspondantes  aux  valeurs  de  l'ano- 
malie moyenne  ^'  =  o ,  ^'=:23*5o',  ^'=:  45%  etc. 
De  tous  les  résultats  ainsi  obtenus  on  formera  un 
taUean. 
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On  calculera  les  valeurs  de  p  cortespôttdantos  nux 
diverses  combinaisons  diffërentes  qu'on  peut  former 
entre  les  valeurs  de  r  et  de  r^,  de  v  et  de  v' 
comprises  dans   ce  tableau ,    en   les  prenant   deux 

à  deux;  en  multipliant  ensuite  par  m' la  quantité  - 

quon  en  d^uira,  Oft  aura  les  valeurd  correspon- 
dantes et  successives  de  R. 

il  est  clair  que  ce  que  nous  venons  de  dire  relati- 
vement à  la  fonction  R  s^appliquerait  également  à 
toute  autre  fonction  deVivée  d'une  manière  quel- 
conque de  celle-ci.  Ainsi ,  par  exemple,  par  la  dif- 
férentiation  de  la  valeur  de  R ,  on  aura 

itR. ,  r^ — arr  ços^^ycos(t>* — y) — r/s\n*^ycos{v +v) 

^Tr  —  —  ^'  ^  -^ > 

dK  /     .        rr  sin  v  sin  v 

—  =  2771  .sm^-gy 


On  pôtUTH  donc  calculer  lés  Valeurs  de  ces  fonc- 
liôYiS  corf-espondàntes  axix  diverses  valeurs  attribuées 
ati^  anomalies  (p  et  <p*^  et  en  substituant  ces  résultats 
k  la  place  des  quantités  que  nous  avons  désignées  par 
Ro,o^  Ro,,,  etc. ,  dans  les  formules  (!2),  on  obtien- 
dra, par  des  procédés  semblables  à  ceux  indiqués 
plus  haut ,  les  valeurs  numériques  des  divers  coeffi- 
ciens  du  développetnent  en  série  des  trois  fonctions 
précédentes. 

Enfin  y  on  déterminera  comme  à  Tordinaire  les 

termes  correspondans  de  la  fonction  i^  -jr  au  moyen 
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de  réquation  générale 

On  a  d'ailleurs,  n*  4  $ 

dK  dK      ,      ,  d2i         _j  dK 

1 1 1 .  En  effectuant,  d'après  les  tables  de  M.  Bouvard 
et  à  l'aide  des  valeurs  rapportées  n*'  88  ,  la  suite  des 
opérations  que  nous  venons  d'indiquer,  on  a  trouvé , 
relativement  à  l'action  réciproque  de  Jupiter  et  Sa- 
turne, les  résultats  suivans  : 

a^K  = — 0,000942079,      a7K!  =0,0004023958, 
a^^a''j-^=^ — 0,00252078,  a*^a^j-^=o,oo262946, 


a^'  ^  =  0,00546286 ,         rt^'  ^= — o,oo3o5 186. 

Pour  comparer  ces  valeurs  à  celles  que  l'on  obtien- 
drait par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation 
fondées  sur  la  petitesse  des  excentricités  et  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  orbites  de  m'^  et  de  172%  observons 
que  9  et  ^'  représentant  les  anomalies  moyennes  de 
ces  deux  planètes ,  on  a 


En  supposant  donc ,  comme  dans  le  n**  38 , 
on  aura 
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Ou  bien  en  développant  cette  expression 

R  =  /»▼[?  cos  (5«i^  —  !•«▼)  —  F  tin  (5»^  —  a»»»)]  sin  (V  —  Of) 
.  H-  !»▼  [P  sin  (5«i^  —  a««^)  -#•  F  cot  (5«^  —  a»"}]  cos  (5^'  —  a^). 

SI  l'on  compare  cette  fonction  k  l'expression 
R  =  m^K  sin  (5p'  —  2^)  -f-  m^K'  cos  (5(p'  —  2<p) ,  que 
nous  avons  supposée  au  développement  de  R  en  sé- 
ries de  sinué  et  de  cosinus  des  anomalies  mpyennes 
(p  et  ^',  on  aura 

^'K'5=£i^Psin(5û)^— 2fi>'^)+a^P'cos(5û)^— 2r,?'^);  J  ^^ 


et  il  est  évident  qu'on  aurait  entre  les  quantités  ^"^  j-j^  $ 

,^ciK'      ^rfK       ,dK.'        ,^d?      ,^^F       ^£iP      ^^F 
^  5^v.  ^  5b^'^5â^^^^  J^'^   Ji^"^'^  dà^'^  d^^ 

des  équations  semblables. 

Nous  avons  déterminé,  dans  le  n*  lOi,  les  valeurs 
des  coefEciens  des  termes  du  développement  de  R 
relatifs  a  l'argument  de  la  grande  inégalité ,  qui  dé- 
pendent du  cube  et  de  la  cinquième  puissance  des 
excentricités  et  des  inclinaisons ,  en  réunissant  ces 
différentes  parties ,  qui  doivent  concourir  à  former 
les  coefEciens  que  nous  désignons  ici  par  n^P  et  cCY^ 
on  trouve 

a^P  =  —  0,0000595577,  «^^  =  0,0010199585. 

On  a  d'ailleurs,  d'après  les  valeurs  rapportées  n"*  88, 
5û)V —  2û)'^  =  65®26'28".  En  substituant  ces  quantités 
dans  les  équations  (3) ,  on  aura 

a^K  =  —  OjOoogSSgSô ,  a'^K'  =  0,000402768. 
Tome  III.  Sa 
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Les  diffërences  sont  dans  les  limites  qa'on  peut 
supposer  d'après  les  quantités  négligées  dans  le  cal^ 
cul  p  en  considérant  surtout  que  les  élémeus  employa 
dans  la  construction  des  tables  de  M.  Bouvard,  qui  oot 
servi  à  déterminer  les  quantités  a^¥,  à'F'  par  les 
quadratures ,  difierent  de  ceux  que  nous  avons 
adoptés. 

lia  grande  inégalité  de  Jupiter  contient  encore  la 
partie 

r     a"*  j— -  êio  (5nn  —  an'^t  -f-  5r  —  »•«▼) 

En  la  réduisant  en  nombres  d'après  les  valeurs 
précédentes  de  à^  -î-tv  ,  cC^  j^r»  >  ^^  ^^  observant 
qu'on  a 

log  Tkt; ^T' — 5  =  5,4i4o5ii^ 

eette  fonction  devient 

— .i6^5ao5sin(5/i"^— an'^^H-Sé"—  ac*") 
H-  5",8!i75cos(5/iV— 2/i'V^-5€^— as*"). 

Nous  avons  trouvé  par  le  développement  en  série  ; 
n®  loi , 

—  i6",35586sin  {^ri't—m'HJ^^g  —  2€*^) 
H-   6",o5299 cos(5n7  —  ^liyt'J^Sî^ —  26*"); 

ce  qui  diffère  peu  de  la  valeur  précédente. 

La  principale  partie  de  la  grande  inégalité  de  Sa* 
turne  est  celle-ci  : 
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Par  les  yaleors  rapportées  n*  88^  on  a 

loR  7F-r-— 7^.-= — i"  =  6,4195187. 

En  réduisant  en  nombres  la  fonction  précédente  aii 
moyen  des  valeurs  de  à'V  et  aT^  données  plus 
haut ,  on  trouvera  qu'il  en  résulte  dans  le  mouve- 
ment de  Saturne  les  inégalité  suivantes  : 

—  2685^4545  sîn  {Sri't  —  2/1-7  +  56^  —  2é"^), 
+  i6o'',g470cos(5n7  — 2n"^-|-56^  — 26'^). 

En  employant  les  valeurs  de  aT  et  aT',  calculées 
n®  loi,  on  aurait  trouvé 

—  2678^,5574  sin  (5ii7— 2/»'7 + 5f" — at «0 
4-    1 56^,407 1  cos  (5n7— 2/1*7-1-  5f"—  2^) , 

quantités  qui  différent  peu  des  précédentes. 

Enfin,  la  grande  inégalité   de  Saturne  contient 
lencore  la  partie  suivante  : 

a^^  -T —  «n  (5nn  —  WH  +  5i^  —  »!«▼)    I 
—  flt«  ^  côi  {5nH  —  îiïi«n  -f.  5t^  —  !!•«▼)  I 

Ona 

*^g  (^Cosini-  =  4>o6845i5.      ,  . 

En  réduisant  en  nomhn^  la  fonction  précédente  j^ 


é 
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dVpr^  le&  videur»  ^cC^^  ^  ^^^  calculée  par 
lei  qtiadrftteres ,  on  aura 

+  5a'^  1 5:^4  ri»  (5n^i  ~  »*^« -f^  5ir -^  2f'0 
—  i5",6a26  cos  (  ôri't  —  an'^'t  +  5f  —  aê""). 

Nous  avons  trouvé  pour  la  valeur  de  oette  même  iné- 
Çalîté 

-♦•49%59o49  rin  (Sn^t  ^  a/i'"<  -h  5#'  --  3€'^) 

qui  diffère  peu  de  la  précédente. 

Pour  donner  un  second  exemple  de  remploi  de  la 
méthode  des  quadratures  au  développement  de  la 
fonction  perturbatrice  R,  on  a  calculé  de  cette  ma- 
wère  n  et  relativement  à  l'action  de  Saturne'  sur.Ji^ 
piter,  le  premier  terme  de  ce  développement,  c'est» 
à-dire  celui  c[ui  est  indépendant  du  temps  ;  et  en 
nommant  F  ce  tctrmé,  on  a  itonvé 

d'Y  =  yn^  1,091097  ,     a'^à"^^  =  m^o,  2238874. 

En  calculant  le  même  terme  daprès  Texpression 
donnée  n^  t8,  et  en  employant  les  éiémens  qui  ont 
servi  à  déterminer  les  valeurs  précédentés/c'est-à-dfte 
les  élémens  des  tables  de  Bouvard ,  on  a  trouvé 

iff  ;;;;=  ni' h,ogi^2 .     a'W  ^  ^  m\>,!1958d6j. 

Ces  valeurs^  comme  envoi  t^  sont  presque  identique^ 

L'accord  dé$  résultats  obtenus  p^  dey  méthodes  si 
différentes ,  dans  l'une  des  parties  les  plus  impor* 
tantes  de  la  théorie  des  înégikUtëB^aBëtairoe^  «oontrc 
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que  la  méthode  des  dëveloppemens  en  séries  ordoo*^ 
nées  par  rapport  aux  puissances  asceadantes  des  ex-- 
centricités  et  des  inclinaisons^  lorsqu'on  a  soin  de 
porter  assez  loin  lés  9pproxiipations  pour  ne  négliger 
aucune  inégalité  sensible  ^  suffit  aux  besoins  actuels 
de  rAstronomie. 

1 19.  La  méthoife  des  quadratures  a  pourtant  m» 
utilité  :  c'est  la  seule  qu'on  puisse  employer  diios  1^ 
calcul  dçs  perturbations  de$  comètes  et  de$  petitiç^ 
planètes  ;  et  comme  on  vient  de  le  voir  dans  la  théorie 
des  planètes  principales   elle  peut  encore  servir  à 
d'importantes  vérifications.  U  n^  sera  donc  pas  inu- 
tile de  donner  ici  les  formules  qui  nous  semblent 
les  plus  simples  pour  Tapplication  de  cette  méthode 
à  la  détermination  desperturbationa  du  rayon  yeciefur, 
de  la  longitude  et  de  la  latitude.  Ces  formules  pour«- 
ront  d'ailleurs  être  employée»  en  d^autres  occasions. 
Pour  cela ,  reprenons  les  trois  équations  du  mou-» 
vement  troublé ,  u"*  8  7  *  livre  II  : 


de 

flX 

:^ 

d^ 

+f 

— ■ 

dK 

de 

+'f 

'  dz 

I  ISê'^-^  ^Tr'    {     (^> 


Si  Ton  prend  ponr  plan  des  "xy ,  celui  de  Tor- 
ï^  prioûtiviç  de  ^ ,  C9  qui  (>e^w^  dc^  négliger  Içs 

quantités  :»  rgg  r^-,"^  »  W  fwt  du  second  ordre^ 

puisque  z  €t  R  sont  dn  premier ,  en  combmant  entre 
elles  les  éqfoationa  précédentes^  on  trouve  aisément 
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les  deux  latérales  suivantes  : 

Si  Ton  multiplie  par  jr  la  première  de  ces  ëqua-* 
tions^  qu'on  en  retranche  la  seconde  multipliée  par  x^ 
eu  observant  que  les  coordonnées  x  etjr  se  rappor-^ 
tant   ici  au  mouvement  elliptique,  on   a/  n^  no, 

dt^ —  ^^  \/a^^(Ï"— ^  f  on  trouvera 

Cela  posé ,  on  a  pour  déterminer  les  perturbations 
du  rayon  vecteur  ^r  et  de  la  latitude  S's  de  la  pla- 
nète au-dessus  de  son  orbite  primitive ,  les  deuK 
équations  suivantes ,  n<»  89 ,  livre  II , 

d\rh   ,    firh         dK  i    ^^^ 

-.  =  0.  ) 


rfr^     ^      r3  dz 

Ces  deux  équations  sont  de  même  forme ,  et  s'inté-' 
greront  par  conséquent  de  la  même  manière.  En 
effet  y  la  première  des  équations  précédentes  se  trans- 
forme dans  la  seconde,  en  y  changeant  cTr  en  J^^, 

et  n  fd'R+r-^  en  -^;  d'où  il  suit  que,  pour 

avoir  J^r,  il  suffira  de  faire  ce  changement  dans  Tex*- 
pression  finie  de  ^s.  Or^  la  seconde  des  équations  (<;), 
p  est  autre  que  la  troisième  de^  équation;»  (a) ,  49n$ 
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laquelle   on  a  fait  z  =:  rS's  ;  en  substituant  donc 
pour  z  cette  valeur  dans  Fëquation  (Jb)  y  on  aura  la 
valeur  de  rS^s^  et  Ton  en  conclura  immédiatement 
celle  de  la  fonction  rS'r. 
Si  pour  abréger  on  fait 

z  devant  être  supposé  égal  à  zéro ,  après  la  differen- 
tiation  dans  la  valeur  de  Y . 

En  substituant  pour  x  ^X  y  leurs  valeuHs  rcosi; 
et.  rûnv y  relatives  au  mouvement  elliptique ,  on 
trouvera 

^  sin  vfr  cos  v9dt  —  cos  vfrsiavPdt       ,  *  v 

jy     sinv/rcosvP'^/^  —  cosfoi/rsinvPV/        /^x 

Il  nous  reste  à  déterminer  les  perturbations  du 
mouvement  en  longitude.  On  pourrait  les  déduire  de 
celles  du  rayon  vecteur  supposées  connues^  au  moyen 
de  la  formule  (6),  n*  8g  ^  livre  II ,  ou  plus  simple*^ 
ment  au  moyen  de  l'équation  du  mouvement  ellip- 
tique r^dif=ridt\/fJUi{i'T-e*)f  qui  donne,  n'  45f  livre  II, 

mais  il  vaut  mieux  les  calculer  par  une  formule  directe. 
Four  cela ,  reprenons  la  formule  (^)  du  n^  83',  livre  II, 


•  ■/! 


4ans  laquelle  on  suppose  A:==  VVw(i— «"*) 
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servir  alors  des  formules  du  livre  III.  Dans  tous 
les  cas,  pour  calculer  par  des  quadratures  les  ex» 
pressions  précédentes,  on  commencera  par  substi- 
tuer pour  dt  la  valeur  ,  et  pour  R  sa 

valeur  en  fonction  des  rayons  vecteurs  et  des  longi- 
tudes vraies  des  planètes  troublées  et  de  la  planète 
perturbatrice.  Eu  nommant  y  Finclinaison  mutuelle 
des  orbites  de  m  et  de  m\  et  II  la  longitude  de  leur 
commune  intersection  comptée  de  la  même  origine 
que  Tangle  v,  et  en  faisant  V  =  cos*  \  y  ces  (v'  —  v) 
-f-  sin*i7'COs(i;'+v  —  ail),  on  aura,  par  le  n*35, 


> 


lAT 


De  cette  expression  on  conclura  par  de  simples  dif- 

férentiations ,  celles  de  dK  et  de  r  j- ,  et  par  suite  les 

valeurs  des  quantités  que  nous  avons  désignées  parP 
et  P'  dans  les  formules  précédentes.  On  pourra,  par 
conséquent,  calculer  par  la  méthode  des  quadratures 
paraboliques ,  exposée  n*  ^5 ,  les  intégrales 

/i^sinvlfdv,  ff^cosvPdv ,  fr^sinvP'dVf  fi^co&vYdo^ 

ainsi  que  les  intégrales  jr^Tdv  ,  /^r*  -j-  dv  que  ces 

formules  renferment. 

Dans  la  théorie  des  planètes  {Nfîncipales,  la  petitesse 
des  excentricités  et  des  inclinaisons  mutuelles  '  des 
orbites  permet  de  développer  leurs  perturbations  en 
séries  convergentes,  et  c'est  sans  contredit  bi  mé- 
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thode  b  pins  sbnple  que  Too  poiase  cnqifejcr  pour 
obtenir  ces  peitmbatioiQs  exprimées  pir  des  suites  de 
sinus  et  de  cnsinos  d'an^^  croissuit  proportioand* 
lementan  temps,  et  en  fiwiaer  des  tables  <pn  peu went 
serrir  poor  un  temps  indéfini.  LVmploi  desfiinnnies 
preoédentes  senit  alois  moins  simple  qoe  odni  des 
etpiatioDS  diflRBrentielles  qui  déterminent  les  trais 
^variables  ^^  /v  et  /x  ;  et  c  est  pur  cette  nison  q«e 
nous  n'arons  en  besoin  qoe  de  ces  équations  dans 
la  diéorie  des  in^alités  planétaires.  Mais  lorsqu'on 
*¥ent  déterminer  les  coefficiens  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  et  de  ses  diflerences  par  la 
méthode  des  int^nJes  définies^  ainsi  que  noos  Ta-^ 
yfoos  indiqué  n*  sS,  les  formules  précédentes  sont, 
je  crois ,  les  jdus  commodes  que  Ton  puisse  em- 
ployer, dans  ce  cas,  pour  en  condure  les  valeurs  de 

En  eflfet ,  au  moyen  d'inti^rales  doubles  on  pourra 
toujours ,  comme  on  l'a  vu  nù  a5 ,  déterminer  les 
coeffidens  du  dévdoppement  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  d'angles  proportionnels  au  temps  i ,  des  fonc» 

rj-dt,et  Ton  dé ydopperait  par  con- 
séquent, de  la  même  manière,  lesfonctions/rsintfPd!e, 
frco&vPdt,  /rdavP'dt ,  /rix^vB'dt.  En  substituant 
ensuite  ces  valeurs  ainsi  exprimées  dans  les  formules 
(A) ,  (B)  et  (C) ,  et  en  mettant  pour  sin  v  et  ces  v 
leurs  valeurs  développées  en  série  des  sinus  et  cosinus 
des  multiples  de  Fanomalle  moyenne  de  la  planète  m, 
on  aura  les  expressions  des  perturbations  du  rayon 
vecteur,  de  la  longitude  et  de  la  latitude  applicables 
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longitudes  des  périhélies  ^  et  des  nœuds  de  Jupiter 
et  Saturne^  comptées  du  même  équinoice  que  les 
longitudes  moyennes  n^^t  +  c*^ ,  li't  +  «%  et  rela- 
tives à  la  même  époque  ;  les  termes  proportionnels 
au  temps  t  sont  les  variations  séculaires  de  ces  Ion* 
gîtudes  déterminées  n"**  91  et  101. 

Supposons  maintenant  que ,  pour  abr^r,  ou  re- 
présente respectivement  par  p  et  p'  les  argumens 
des  deux  grandes  inégalité  de  Jupiter  et  Saturne; 
en  sorte  qu'on  ait 

p  =s  5nn  —  !»»▼£  4-  5f^  —  ai'^  -f-  3* 40' Sg*—  t  'fi'',v]']o  —  «•  o'.ooiaâao, 

et  soit  ensuite 

A  :=     (1 187",247 — t  o",o4845+/*  OyOOOoo:i:26)siap 

—  i2",3i854  sin  ap, 
A'= — (29o6",66i— <  o'',  1 141 1+^*  o,oooooo52)sinp' 

+  2g"y'j6i56  sin  2p' 
+  30^894  sin(5n"'^— /i"^+  36^«—  e"— Sy^aS'y"), 

la  quantité  A  représentant  la  grande  inégalité  de  Ju- 
piter ^  et  la  quantité  A'  celle  de  Saturne  augmentée 
de  l'inégalité  à  longue  période  dépendante  de  l'ar- 
gument Srf^t  —  rfl  f  et  relative  à  Faction  dTJranus 
sur  Saturne. 

Ces  diverses  inégalités  doivent,  d'après  les  n*^  101 
et  loa,  être  ajoutées  aux  moyens  mouvemens  de 
Jupiter  et  Saturne ,  en  faisant  donc ,  pour  abréger. 
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On  B  yvLf  n^  65f  que  dans  tous  les  argumens  de 
Jupiter  et  de  Saturne  dans  lesquels  le  coefficient  du 
temps  n'est  pas  Stï"  —  2/1"",  ou  qui  n'en  diffèrent  pas 
de  n^"'  pour  Jupiter  et  de  tï'  pour  Saturne,  il  faut 
augmenter  les  longitudes  moyennes  7i'^/+*'^>  nV+6^ 
de  leurs  grandes  inégalités  dépendantes  de  l'angle 
Sii^t  —  271^^1.  Il  faudra  donc  substituer  dans  toutes 
les  inégalités  de  Jupiter  q  etq'k  la  place  de  w*^^  +  «'^ 
et  de  Ti't  +  g^,  excepté  dans  la  grande  inégalité  et 
dans  la  suivante  : 

161'',  149  sin  (3/z'V  —  5wV  +3g'^—  5g^+58"i  1'  34"). 

Si  l'on  veut ,  pour  plus  de  régularité ,  employer 
également  q  et  q'  a  la  place  de  n'^/ +  e'^  et  de 
Ti't  +  g^  dans  cette  dernière  inégalité ,  on  lui  don- 
nera cette  forme  : 

161",  149  sin  (  5q  —  Sq'  —  3A  +  5M  +  58M  i'  54") , 

A  et  A'  étant,  par  ce  qui  précède,  les  deux  grandes 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  développant 
la  quantité  précédente,  on  aura 

161",  149  sin  (3î  —  Sq'  —  58°  1 1'  34") 
_  (SA  — 5A')  161^149 cos(5ç«^—5î^-|-58Mi'34'9, 

En  n'ayant  égard  dans  les  valeurs  de  A  et  A'  qu'aux 
deux  grandes  inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne, 
on  a  à  très  peu  près 

3 A  — 5A'=  18095% 046  sin  (5/i^<— an'^H  5i^— 2i'^+3"39'45'')  5 

d'où  l'on  conclura 
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-(5A— 5A0  i6i",  i49  cas  (5^—  5q'-h  58-i  l'^') 
f     sînCSç-Sg'+Sn^/— an'  ^^-+-6 1  «5 1 'ig^ 


:— 7^o686 


On  peut ,  sans  erreur  sensible  »  substituer  dans  ces 
deux  dernières  inégalités  ^  et  q'  à  la  place  de  n^H^î" 
et  de  nH  +  f  ^  ;  la  première  se  confond  alors  avec 
le  premier  terme  de  Féquation  du  centre  de  Jupi- 
ter ^  la  seconde  devient  égale  à 

7",o686  sin  {5q  —  loq' +  54«  3o'  55")- 
En  la  réunissant  à  la  suivante 

—  5^7808  sin  (5q  —  109'+ 54«  5o'  55'0  , 
on  aura  celle^n 

5",  2870  sin  {5q  —  107'  +  54*  5o'  55''). 

On  pourra  ainsi  substituer  q  et  q'  au  lieu  de  n^^t  -f-  ê'^ 
et  de  nH  + 1 ^  dans  toutes  les  inégalités  de  Jupiter, 
abstraction  faite  de  la  grande  inégalité. 

Il  faut  de  même ,  d'après  ce  qu'on  a  vn  ,  n*  65, 
changer  n'V  +  é'^  en  q  et  ri't  +  ^^  en  ^  dans 
toutes  les  inégalités  de  Saturne,  excepté  dans  la 
grande  in^alité  et  dans  la  suivante  : 

—  644^955  sin  {2n'H  —  4nV  +  Sg*  54'  4''). 
On  peut  donner  à  cette  inégalité  cette  forme  : 
—  644^955  sin  (29 — 4^'  -  aA + 4A'  -h  59^  34'  4"). 
En  développant  cette  fonction ,  on  a 
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644",953  sin  (29  —  4y'  +  69»  54'4") 

(aA  —  4A')  644",953  cos  (2g  —  4g'  +  Sg»  34'  4"). 

Ea  substitnant  pour  A  et  A'  les  parties  de  leurs 
valeurs  relatives  à  l'argument  Sri't  —  ^n^^t ,  on  trou-- 
vera,  à  très  peu  près, 

(2  A  —  4AO  644",955  cos  (29  —  4q'  +  59^  34'  4'0. , 
/     sîa(25f — 45f'+  5n7t  — 2W»  V+ 5^^ — 2«'^ 

=  2i''8qo)  -4- 63«  1 2' 56'0 

'  ^ j — sin(25f— 4^' —  5/2V+2n' V — 5g^+2g'^l 

1  +55*  55' 32"). 

On  peut  y  dans  ces  deux  dernières  inégalités,  subs- 
tituer q  et  q'  k  la  place  de  n'^t  +  g'^  et  de  n7t  -{'f;  la 
première  se  confond  alors  avec  Téquation  du  centre 
de  Saturne ,  et  la  seconde  devient 

—  21^890  sin  {4q  —  9î'  +  55«  55'  52"). 

Eh  réunissant  cette  inégalité  à  la  suivante ,  trouvée 
n"  102 , 

8'',766  sin  (4y  —  gy'  +  55*  55'  32") , 
on  aura  celle-ci 

—  i3",  124 sin  {4q  —  9ç'+  55« 55' 32"). 

On  pourra  donc  maintenant  substituer  ^  et  ^'  à  la 
place  de  w'V  +  «'^  et  de  ri't  +  g^  dans  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  en  longitude  et  en  latitude  de 
Jupiter  et  de  Saturne ,  à  l'exception  des  grandes  iné- 
galités de  ces  deux  j^anètes. 

Si  l'on  suppose  la  precQSsion  annuelle  des  équinoxes 

35.- 
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de  5o'',2335oy  la  longitude  vraie  v'"  de  Jupiter  dam 
sou  orbite,  comptée  de  l'équiooxe  moyen  et  rapportée 
au  minuit  qui  sépare  le  3i  décembre  1799  du  1*' jan- 
Tier  1800^  sera  donnée  par  la  formule  suivante  : 

(i986a*,8o  4-  t  o',63a4i)  sin    (</  —  ««^ 

h      (5î;7*,55  -f-  t  o*,o38o7)  sin  3(V  —  •»▼) 

♦/•▼=^+l5o>a35<H-^4-        (a4^9a  H-  t  oVoa4o)  «in  3(^  —  ««Ô 

h  (i*,i9  -f.  t  o'^oooiG)  sin  4(7  —  •«▼)! 

h  (o^oô  sin  5(^  —  •«▼) 

—  84^,63  sin  (  <7  —    ^  —  i-G') 
rh  aog",!©  sin  (2^  —  a^  —  i»  10') 
U-     i6^,3î  sia  3(<7  —  q') 
-h      3",75  «n  4(7  -  ^; 
|-f-      i*,69  sin  (5^  —  V  +  la»  "O 

k      o*,4i  sin  6(4y  —  ^ 
.-f-      o^iô  lin  7(<7  —  9') 

f     (i3a*,39 -I-  «  o^o67)«in(ç— a4îf'^ia«>iie'-f. tiS'','j)s 

'l-h   17V9  •»"  (î»<7  —  4/  -f-  570  la')  I 

I4-     3*,a9  sin  (5*7  — lo*/  -f-  54«  3(/)  J 

f      (83''45— f  o'',oo5>in(av-3^— 6oo54'+«  a7',i)  ) 
l  —     i*,58  sin  (47 ^ôq'-h S^o aô')  / 

-Ki6i^i54'<o%ooi4>in(3y^5/-h68«i  l'-K  45',3i) 

—  i5',a8  sin  (3^  —  4^^  _  61045^ 

4-  îa'',a7  sin  (3^  —  a^'  ^    9*  35') 

-f-     9".5o  sin  (3/—    q   ^-  69045') 

H-  1 1 ',05  0in  (ç'-f-  43»5éO—  5',44  8in(9^'+  4305?) 

+  ii*,ia  sin  (4^  —  5^  4.  5g.  ^y^ 

—  5*,i3  sin  (a<7  —    </'  —  17»  50 
-f     i*,ai  sin  (ig  —  3^'  —    3»  aS^ 

—  o^SS  sin  (&sr  —  6^  —  65«  ^ 
+     o*,74  sin  (/   +    7   4-  67»  4') 

-  I^I4  sin  (ésf  —  9-)  ^ 
♦-  o*^  sin  a(7  —  q")  l 
f-     oVSsin  3(7  — 9").  j 

On  a  réuni  sous  une  même  parenthèse  les  iné- 
galités qui  peuvent  être  comprises  dans  une  même 
table.  La  réduction  à  l'écliptique  se  fera  par  les  mé- 
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Ihodes  ordinaires  ;  elle  est  égale  à 

Le  rayon  vecteur  r'^  de  Jupiter  sera  déterminé  par 
la  formule  suivante  : 

r«^  =  5,308760  +  t  o,oooo384 

—  (oya5o358  4-  t  0,0007964)  cos  (q  —  •«▼) 
I—  (0,006022  '+'  t  o,oooo384)  C08  2(^  —  •«▼) 
I —  (o,oooai8  '+'  t  0,0000021}  cos  3{q  —  a»**) 

—  (0,000093  -f-  t  0,000000)    cos  4(7  —  «»"^) 

0,000647  co«    (q  —  q^) 


r  0,000047  co«  [q  —  7')  \ 
< —  0,002771  cos  2(7  —  ^9  l 
' —  0,000289  cos  3(7  —  7Ô     J 


—  0,000272  cos  (  ^  — .  2^'  —  35*490 

—  0,000919  cos  (27  —  3^'  —  67*  550 

—  0,002020  cos  (37  —  5q'  -f»  58*  "f) 
-I-  o,ooo238  cos  (3<7  —  4^^  —  ^'*  'O 

—  0,000129  ^^*  P7  ■"■  ^t'  "~  12*40 

—  o, 000065  cos  (</'  -f-  290  i30  -H  0,000074  c<^  (^9'  +  iioiO* 

—  0,000292  cos  (5<7'—  27  —  i5*  330 
-I-  0,000091  cos  (5^' —  47  +  i4*^30' 

Enfin  y  pour  déterminer  la  latitude  de  Jaj^ter  au-* 
dessus  de  l'écliptique  vraie,  on  aura 

J's'^  =  (i^  19'  a'',7  —  1 0^,22606)  sin  (i^^—  a'^) 
+   o",635i  sin  (  î  —  2q'  —  55*  54') 
+    i",07ii  sin  {2q  —  5q'  —  53*54') 
+  ii",5986  sin  (5g  —  5q'  +  5o*26') 
-   o",9978  sin  (q'  +  55^  54')- 

En  rassemblant  de  même  ^es  différentes  inégalités 
déterminées  chapitre  YIII ,  on  aurf  pour  la  longitude 
faéliocentrique  de  Saturne  la  formule  suivante  : 


5i8  THÉORIE  ANALYTIQUE 

l'V  =  ^  -f-  t  So^'yiaSSo 

(a3I54^4o  —  t  i',îi783)  sin    {if  —  ii^) 
1^-     (8ii*,96  —  t  o*,o90i)  im  «(q/  -- 
(39'',48  —  t  o',oo66)  sia  \<f 
•         (**>'9  —  ^  o^,ooo5)  «n  4(7^ 
îi9^,4o  sin    (<7  —  /  ^  770  4^) 

-  31^89  sin  3(7  —  7O 
G'jôS  sin  3(7  —  q') 

+  <  —      »^99  «jn  4(<7  —  ^ 
o*',7i  sîn  5(7  —  <f) 

-  ©•,a7  sin  6(7  —  7^) 

-  o*,ia  iîn  7(7  —  7O 

—  (4i4*,83  ^-«©•,oaa7)  sin  (7  —  îk/'  —  i3«  5/  +  «t3',89) 

—  (65a%59  —  f  o,o38i7)  sin  («7  —  47*  +  59»34'  —  t  ^".'fi} 

—  {V^fiQ  —  t  o,ooo366)sin  {Itf  ^    7   +7804'  —  «  34^^) 

—  !i4%37  sin  (37  —  37'  -f-  ao«  450 
+    ii'^4sia(7  -f  84«36} 

—  i3^ia,  sin  (47  —  97'  -f  55»  55') 
-f-  4^966 sin  (37  -  47^  -  6i*  45^) 
-f-  3^o6  sin  (27  —  t'  +  3o»  45') 
-f  a',97  sin  (37  —  St'  +  59*  W) 
H-  i^Ai  "n  (4^  —  57'  —  6i»  57^) 
+  ©•,53  sin  (57  —  67'  —  6i«530 

—  io*,07  sin    (7*  —  7*) 
-f  i5',73  sin  a(7'  -  7-) 
-^     a%o6  sin  (3/  «-  37'— 69*  6") 
^-      o%34  sin  4(7^  -  7") 

+  io*,7i  sin    {tf  —  a7*  -f»  73'  uQ 

H-  «9''»65  sift  («7'  —  37"  -f  1140^310 
-f      i»,65  sin  (3/  —  V—  89*  «0 
-f      i',48sin  (7^  — 4a«360. 

La  rëdactîoa  à  l'ëcliptique  est  égale  à 

—  97^85  sin  {29^  —  aa^). 

Le  rayon  vecteur  de  Saturne  sera  donné  par  la  for- 
mule suivante  ; 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.         Si^ 

r^  =  9,557777  —  t  0,0000167 

'—  (0,534988  -f-  t  0,00001966)  coi  (q'   —  m^) 
,—  (o,oi5oo5  -f-  t  0,00000167)  cos  1(7'  —  »▼) 

—  (0,000634  4"  t  0,00000011)  cos  3(^  —  •▼) 

—  o,oooo3s  co«  4(^  ""  •^) 

—  0,000339  cof  (<f'  —  lo»  %V) 


r  0,00763  co»  (ç'  —  <7  —  4**  '5')  1 
J-f-  0,00140  cos  2(7'  —  ^)  f 
'-^  o.ooo3l  cos  3f</  — •  £#)        ^ 


-I-  . 

.-f-  o,ooo34  cos  3(9^  —  q) 

•+•  0,0054^  cos  (^  —  «^  —  II*  lo') 

-4-  (0,01479 —  i  0,000000734)  cos  (2<7  —  4*/'"f*.59** ai8'—  £ 63'',ï4) 

—  0,00119  cos  (3^'  ""  ^  —  90°  la') 

—  o,ooi55  cos  (3^'  —  îi<7  -f.  38055') 

—  o,oooai  cos  (3^  —  4^"~  61°  a3') 
-f-  0,00095  cos  (5<7'  —  aqr  -f-  33^3 a') 
-f-  0,00016  cos  (</  —  ^**) 
^  0,00043  cos  2(7'  —  ^") 

—  0,00066  cos  (a^  —  39"  +  a3^44')« 


Enfin  y  la  latitade  de  Saturne  au-dessus  de  Té- 
cliptlque  vraie,  sera  donnée  par  la  formule  suivante  i^ 

s^  =  (3*a9'5o^5  —  ^o",i55i57)sin(i^^— a^) 
,     f       3'',  18  sin  {2q'  —    q  +  55* 54')) 
1+  9^5i  sin  {4q'  —  aç  —  6o*a40J 
+  o",55  sin  (2q  —  59'  —  55«  54') 
4-  i",8i  sin  (  ç  +  55*  54') 
—  0^,67  sin  {2q  —  5q"  ~  54*^  8'). 

Les  expressions  précédentes  différent  peu  des  for- 
mules employées  par  M.  Bouvard  dans  la  construction 
de  ses  tables  de  Jupiter  et  de  Saturne^  formules  qui 
représentent  avec  beaucoup  de  précision  les  obser- 
vations de  Bradlejr  et  Maskelîne,  qui  ont  servi  a 
corriger  les  élémens  du  mouvement  elliptique.  La 
plus  grande  erreur  ne  s'élève  qu'à  12"  pour  Jupiter, 
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et  les  écarts  entre  les  résultats  du  calcul  et  de  l'ob- 
servation sont  beaucoup  moindres  relativement  à  Sa- 
turne,  tandis  qu'il  y  a  5o  ans  les  erreurs  des  meil- 
leures tables  de  cette  dernière  planète  s'élevaient 
quelquefois  à  22^  Laplace  s'est  assuré  aussi  que  ces 
formules,  qui  représentent,  avec  toute  l'exactitude 
qu'on  peut  désirer,  les  observations  modernes, 
représentent  également  bien  les  observations  de 
Flamsteed  ,  celles  des  Arabes  et  les  observations  an- 
ciennes rapportées  par  Ptolémée.  Nous  ne  pouvions 
donc  pas  espérer  de  trouver  dans  la  théorie  de  Jupiter  et 
Saturne  aucune  inégalité  considérable  qui  n'eût  point 
encore  été  calculée.  Le  nouvel  examen  que  je  viens  de 
faire  des  perturbations  de  ces  deux  planètes,  ne  m'a  in- 
diqué de  rectification  importante  à  faire  aux  valeurs 
calculées  par  Laplace,  que  dans  la  partie  du  coeffi- 
cient de  la  grande  inégalité  qui  dépend  du  carré 
des  forces  perturbatrices.  11  serait  à  désirer  cepen- 
dant qu'on  comparât  de  nouveau  les  formules  ainsi 
rectifiées  aux  104  oppositions  de  Jupiter  et  Saturne 
qui  servent  de  base  aux  nouvelles  tables  de  M.  Bou- 
vard ;  les  corrections  qui  en  résulteraient  pour  les 
élémens  des  orbites  elliptiques,  seraient  sans  doute 
insensibles  :  mais  cette  comparaison  pourrait  indiquer, 
comme  on  l'a  dît  n®  87,  pour  la  masse  de  Jupiter 
employée  par  Laplace,  et  qui  est  à  peu  près  celle 
qu'avait  donnée  Newton ,  une  correction  qui  rappro- 
cherait sa  valeur  de  celle  qui  résulte  du  calcul  des 
inégalités  des  petites  planètes  et  des  clongations  des 
satellites  observées  par  M.  Airy. 
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CHAPITRE  XXII. 


Formation  des  Tables  astronomiques  par  la  compa- 
raison des  observations  et  de  la  théorie.  Détermina^ 
tion  du  plan  invariable.  Conclusion  de  la  théorie 
des  inégalités  planétaires. 

II 4-  Nous  allons  nous  occuper  ici  de  la  construc- 
tion des  tables  planétaires,  et  montrer  comment,  par 
le  concours  des  observations  et  des  formules  de  la 
théorie,  on  peut  s  élever,  de  siècle  en  siècle,  à  la  con- 
naissance plus  exacte  de  tous  les  mouvemens  célestes. 
Nous  entrerons,  à  cet  égard,  dans  quelques  détails 
qui  paraîtront  peut-être  superflus  aux  astronomes 
qui  s'occupent  spécialement  de  cet  objet ,  mais  qui 
nous  semblent  nécessaires  pour  montrer  aux  jeunes 
géomètres  qui  étudient  la  théorie  du  système  du 
inonde ,  et  auxquels  cet  ouvrage  est  surtout  destiné , 
combien  la  détermination  théorique  des  inégalités 
séculaires  et  périodiques  des  mouvemens  planétaires, 
a  d'influence  sur  les.  valeurs  des  élémens  d'où  dépen- 
dent les  tables  astronomiques ,  et  combien  il  importe 
par  conséquent  de  la  perfectionner  de  plus  en  plus , . 
pour  donner  à  ces  tables  toute  la  précision  que  les 
observations  comportent. 

Dans  rétat  actuel  de  l'Astronomie,  on   doit  re- 
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garder  les  masses  des  planètes  et  les  élémens  de 
leurs  orbites  comme  à  peu  près  connuâ  ,  et  ils 
n^ont  besoin  que  de  légères  corrections  qu'on  déter- 
minera à  mesure  que  les  bonnes  observations  se  mul- 
tiplieront. Les  inégalités  séculaires  sont  propres  sur- 
tout à  faire  connaître  les  valeurs  exactes  des  masses^ 
et  les  coefEciens  indéterminés  que  nous  avons  laissés 
subsister  dans  nos  formules ,  et  qui  représentent  les 
corrections  dont  les  masses  que  nous  avons  adop- 
tées sont  encore  susceptibles,  seraient  aisément  dé- 
terminées, si  Ton  avait  les  valeurs  précises  de  ces 
inégalités  pour  des  époques  fixées.  Malheureu- 
sement les  observations  anciennes  sont  trop  incor- 
rectes ,  et  les  modernes  trop  rapprochées ,  pour 
qu'on  puisse  déterminer  de  cette  manière  les  masses 
planétaires  ;  et  en  attendant  que  les  variations  sécu- 
laires se  soient  par  la  suite  des  temps  suffisamment 
développées ,  on  est  obligé  d'employer ,  à  leur  dé- 
faut, les  inégalités  périodiques  résultant  d'un  grand 
nombre  d'observations,  et  de  déterminer  les  correc- 
tions des  masses  comme  celles  des  autres  élémens 
du  mouvement  elliptique. 

Pour  cela ,  on  réunira  un  grand  nombre  d'ob- 
servations faites  avec  de  bons  instrumens ,  par  des 
observateurs  habiles,  et  embrassant  le  plus  grand 
intervalle  qu'il  se  pourra.  Chaque  observatioîi  don- 
nera la  longitude  et  la  latitude  géocentriques  de  la 
planète  pour  une  époque  connue.  On  convertira 
d'abord  cette  longitude  et  cette  latitude,  corrigées  de 
l'aberration  et  de  la  nutation,  en  longitude  et  en 
latitude  héliocentrique ,  c'est-à-dire  vues  du  centre 
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du  Soleil^  parles  formules  connues,  et  Ton  effec* 
tuera  les  mêmes  opérations  sur  toutes  les  observa- 
tioDS  dont  on  veut  faire  usage.  Ensuite,  au  moyen 
des  tables  provisoires  qui  résultent  des  formules  pré- 
cédentes, disposées  comme  on  Ta  vu  n"*  107,  on  calcu- 
lera les  longitudes  et  les  latitudes  correspondantes 
aux  mêmes  époques.  Si  ces  tables  étaient  exactes  et 
les  observations  d'une  rigoureuse  précision ,  les  va- 
leurs résultantes  de  l'observation  et  du  calcul  de- 
vraient être  identiquement  les  mêmes;  les  différences 
seront  donc  Terreur  des  tables ,  puisque  l'on  suppose 
que  Ton  peut  compter  sur  les  observations.  En  fai- 
sant, par  conséquent,  varier  d'une  très  petite  quantité 
chacun  des  élémens  de  l'orbite  elliptique ,  ainsi  que 
les  valeurs  des  masses  perturbatrices ,  dans  l'expres- 
sion de  la  longitude  et  de  la  latitude  de  la  planète ,  et 
en  égalant  les  variations  qui  en  résulteront  aux  diffé- 
rences entre  les  longitudes  et  les  latitudes  observées 
et  calculées  par  les  formules  de  la  théorie ,  on  aura 
autant  d'équations  de  condition  entre  les  corrections 
qu'on  a  fait  subir  aux  élémens  elliptiques  de  la  pla- 
nète et  aux  masses  perturbatrices.  Gomme  ces  équa- 
tions seront  toujours  en  beaucoup  plus  grand  nombre 
que  les  inconnues  qu'elles  renferment ,  on  les  com- 
binera entre  elles  par  la  méthode  des  moindres  carrés, 
de  manière  à  réduire  leur  nombre  à  celui  des  incon- 
nues ,  et  en  les  résolvant  par  les  méthodes  ordinaires 
d'élimination ,  on  en  déduira  les  valeurs  de  ces  quan- 
tités. On  aura  ainsi  le  moyen  le  plus  exact  que  l'on 
puisse  employer,  dans  l'état  de  perfectionnement 
qu'a  atteint  l'Astronomie  théorique  et  pratique,  pour 
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arriver,  par  des  corrections  successives,  à  la  dëtermi- 
nation  exacte  des  masses  et  des  ëlëmens  des  orbes 
des  planètes. 

Soit  donc  Y  h  longitude  heliocentrique  de  m  dé- 
duite de  l'observation ,  et  Y  cette  même  longitude 
calculée  par  le  moyen  des  formules  précédentes ,  ou 
des  tables  provisoires  qu'on  en  aura  déduites ,  et  soit 
cTV  la  variation  de  Y  résultant  des  corrections  de 
chacun  des  élémens  qui  entrent  dans  son  expression , 
la  comparaison  des  longitudes  observées  et  calculées 
donnera  Y  =  Y'  +  cTY ,  et  par  conséquent 

cTY  =  Y'  —  Y. 

Si  Ton  désigne  par  P,  P'',  etc. ,  les  perturbations 
qu'éprouve  la  planète  m  par  l'action  des  planètes  mf, 
m%  etc. ,  en  vertu  des  formules  du  mouvement  trou- 
blé, on  aura 

y=nt+î'\-2eS\n(nt+€—a))+mT+m!T"+eic.y 

en  n'ayant  égard,  pour  plus  de  simplicité,  qu'au 
premier  terme  de  l'équation  du  centre,  parce  que 
les  corrections  qui  résulteraient  de  la  considération 
des  autres  termes,  seraient  absolument  insensibles.  De 
même,  on  ne  conservera  dans  F,  F',  etc.,  que  les  iné- 
galités affectées  des  coefBciens  les  plus  considérables. 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  la  caractéristique  ^ 
cette  expression ,  en  faisant  varier  les  constantes  du 
mouve  ment  elliptique  et  les  masses  perturbatrices  m', 
iw'',  etc.,  que  pour  abréger  on  fasse  p=/i^.-f-  6  —  a», 
on  aura 
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cl  par  conséquent ,  entre  les  variations  tj^n^  J'ê,  etc.^ 
on  aura  l'équation  de  condition  suivante  : 

Chaque  observation  donnera  une  équation  sem- 
blable, et  la  résolution  de  toutes  ces  équations 
combinées  par  la  méthode  des  moindres  carrés ,  fera 
connaître  les  valeurs  des  corrections  indéterminées  Jii, 
^e,  J'e,  J'co ,  et  celles  des  masses  perturbatrices  mf, 
m",  etc. 

Les  observations  de  la  latitude  fourniront  des 
équations  .semblables,  qui  serviront  à  corriger  les 
deux  autres  élémens  de  l'orbe  elliptique,  c'est-à- 
dire  ceux  d'où  dépend  sa  position  dans  l'espace.  En 
effet,  si  Ton  nomme  (p  l'inclinaison  de  l'orbite  de  m 
à  réc]iptique  fixe,  cl  la  longitude  de  son  nœud  as- 
cendant, et  S  le  sinus  de  la  latitude,  on  aura 
S  =  sin  (p  sin  (V  —  a)  ;  en  dlfférentiant  par  consé- 
quent par  rapport  kt^eiket,  on.  aura 

cTS  =  J^  ^  cos  ^  sin  ( V —  a)  —  S'a  sin  ^  cos( V —  a). 

Si  donc  on  nomme  S' le  sinus  de  la  latitude  obser- 
vée ,  et  S  le  sinus  de  la  latitude  calculée  par  les 
formules  du  mouvement  elliptique,  on  aura 

<r^cos^sin(V — ci) — cTa  sin  (p  cos (V — a)=S' — S, 

et  chaque  observation  de  la  latitude  fournira  une 
équation  semblable.  En  appliquant  à  ces  équations 
la  méthode  des  moindres  carrés,  il  sera  Êicile  d'en 
tirer  les  valeurs  des  corrections  cTtp  et  cTci,  de  ma- 
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nière  à  satis&ire  le  plus  exactement  possible  à  Ten* 
semble  des  observations. 

Avec  les  élcmens  elliptiques  et  les  masses  pertur- 
batrices ainsi  corrigées ,  on  construira  de  nouvelles 
tables  du  mouvement  de  la  planète  qui  auront  toute 
la  précision  que  comportent  les  observations  que 
Ton  a  employées.  Chacune  de  celles  qu'on  fera  dans 
la  suite ,  comparée  aux  résultats  de  ces  tables ,  four- 
nira de  nouvelles  ^nations  de  condition  que  Ton 
ajoutera  aux  premières;  et  lorsque  le  temps  aura 
permis  d'en  rassembler  un  assez  grand  nombre ,  en 
combinant  entre  elles  les  équations  de  condition , 
tant  anciennes  que  modernes  ,  on  déterminera  une 
seconde  fois  les  corrections  des  masses  et  des  élé- 
mens  elliptiques  avec  lesquels  on  construira  de  nou- 
velles tables  plus  exactes  que  les  premières.  En  con- 
tinuant de  la  même  manière ,  et  en  répétant  cette 
opération  à  des  intervalles  de  dix  ou  vingt  ans  ^  on 
parviendra,  par  des  approximations  successives,  à 
donner  aux  tables  astronomiques  et  aux  élémens 
qui  servent  à  les  établir  le  plus  haut  degré  de  pré- 
cision. 

Cest  de  cette  manière  qu'ont  déjà  été  conduites 
deux  fois  depuis  trente  ans,  les  tables  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus ,  que  l'on  peut  regarder,  pour 
l'ordre  et  la  clarté,  comme  un  modèle  en  ce  genre. 
Ces  tables,  celles  des  deux  premières  planètes  du 
moins,  représentent  avec  un  grand  degré  d'exao- 
titude  toutes  les  observations  modernes.  Cependant  il 
est  probable  que  l'on  pourrait  ajouter  encore  à  leur 
précision ,  en  rectifiant  quelques  parties  de  la  grande 
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inégalité  de  Jupiter  et  de  Saturne,  omises  par  Laplace, 
ou  qui  ont  été  prises  avec  un  signe  contraire.  Il  se* 
rait  surtout  à  désirer ,  comme  je  l'ai  dit,  qu'on  reprit 
sous  ce  point  de  vue  la  discussion  des  équations  de 
condition  qu'a  fournies  la  comparaison  de  la  théorie 
et  des  observations ,  pour  s'assurer  si  les  corrections 
nouvelles  qui  en  résulteront,  ne  donneraient  pas  à  la 
masse  de  Jupiter  une  valeur  plus  concordante  avec 
celle  qu'on  a  conclue  des  élongations  de  ses  satel*- 
lites,  d'après  les  observations  les  plus  récentes,  et 
celle  qui  résulte  des  perturbations  que  cause  cette 
planète  dans  les  mouvemens  de  Gérés,  Jnnoa  et 
Vesta. 

Les  tables  dlJranus  qui  avaient ,  lors  de  leur  for- 
mation ,  toute  la  précision  de  celles  de  Jupiter  et  de 
Saturne,  ne  représentent  déjà  plus,  dit-on ,  que  très 
imparfaitement  les  observations  actuelles,  si  rappro- 
chées cependant  de  cette  époque.  Il  faut  Tattribuer  sans 
doute  à  ce  que  les  observations  faites  avant  que  cet  astre 
ne  fiit  rangé  parmi  les  planètes,  n'ont  pu  être  employées 
dans  la  construction  des  tables ,  à  cause  de  leur  peu  de 
précision ,  et  que  celles  qui  ont  été  faites  depuis  1 781 
n'étaient  pas  encore  alors  assez  nombreuses.  On  a 
cra  aussi  qu'il  serait  possible  que  cette  planète ,  qui 
s'éloigne  à  de  si  grandes  distances  du  Soleil ,  dans 
les  espaces  oii  nos  meilleures  lunettes  ne  peuvent  la 
suivre,  rencontrât  quelque  planète  inconnue  qui 
causerait  dans  sa  marche  des  perturbations  sensi- 
bles. Mais  ce  sont  là  des  suppositions  qu'il  ne  sera 
permis  de  discuter  qu'après  un  intervalle  de  temps 
assez  considérable  pour  qu'on  ait  pu  réunir  un  grand 
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nombre  d'observations  et  former  de  nouvelles  tables 
de  la  planète.  On  s'assurera  alors  si  ces  tables,  plus 
exactes  que  les  premières,  sont  encore  insuffisantes 
pour  repr^nter  ses  mouvemens. 

Il 5.  Nous  avons  donné,  dans  le  n*  79,  livre  U, 
les  formules  qui  déterminent  la  position  du  plan  in- 
variable du  système  du  monde ,  c'est-à-dire  du  plan 
qui  reste  toujours  parallèle  à  lui-même  pendant  toute 
la  durée  du  mouvement,  et  nous  avons  indiqué 
Tusage  qu'en  pourraient  faire  les  astronomes ,  pour 
reconnaître  dans  tous  les  siècles  les  déplacemens  des 
orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouvemens 
propres  des  étoiles  qui  nous  sont  généralement  incon- 
nus. Si  Ton  nomme  y  l'inclinaison  du  plan  inva- 
riable à  l'écliptique  fixé  de  1800,  et  II  la  longitude 
de  son  nœud  ascendant  sur  ce  plan ,  on  a ,  par  le 
numéro  cité, 


tang  y  sin  n 


___^   Tm^a{i  —  c')  sin^  sin 


ZLm1^a{i — e')co8v        , 


in  m    ^ 


tang^cosn  =  ^    y  -  .^  .  ^ A 

le  signe  2  représentant  la  somme  de  tons  les  termes 
semblables  relatifs  aux  planètes  m',  m',  etc.  En  subs- 
tituant pour  chacune  d'elles ,  dans  ces  formules ,  a  la 
place  de  m,  a,  e,(peta,  leurs  valeurs  données  n*  88, 
on  a  trouvé 

n  =  io3«  8' 45", 

y  z=z       !•  54'  16''. 
En  remplaçant  ensuite  e ,  9  et  «  par  leurs  valeurs 
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relatives  à  rëdiptiqae  fibce,  calculées  pour  l'époque 

de  2OO0    d'après  les  formules   du  n*  91 ,    on    a 

trouvé 

n  =  io5«   8'5o", 

y  =       i*34'i5". 

Ces  valeurs  s'écartent  peu  des  précédentes  ;  les  pe- 
tites différences  viennent  sans  doute  des  corrections 
dont  peuvent  encore  avoir  besoin  les  variations  sécu- 
laires des  excentricités  et  des  nœuds  des  orbes  pla- 
nétaires. Il  faut  observer  cependant  que  la  différence 
entre  les  deux  résultats  est  cinq  fois  plus  grande 
sur  la  longitude  du  nœud  que  sur  l'inclinaison  ^  ce 
qui  tient  à  ce  que  l'inclinaison  y  du  plan  invariable 
sur  l'écliptique  étant  peu  considérable  ,  les  numéra- 
teurs des  équations  (i)  sont  tous  deux  de  très  pe- 
tites quantités;  en  sorte  que  la  valeur  de  tanglT 
étant  donnée  par  la  formule 

tang  n  =  .^  ■= — , 

il  en  résulte  nécessairement  que  de  très  petites  diffé- 
rences dans  les  quantités  Zm  \/a{i  —  e*  )  sin  usinât  e 

Zm  \/a{i  -—  e*  )  sin  ^cos« ,  peuvent  en  produire  de 
considérables  dans  la  valeur  de  tang  n ,  et  par  suite 
dans  celle  de  Cingle  FI.  La  même  remarque  s'ap- 
plique dans  la  théorie  des  perturbations  des  pla- 
nètes et  des  comètes ,  a\kX  formules  qui  donnent  la 
position  de  l'orbite  troublée  par  rapport  à  l'orbite 
primitive. 

On  doit  donc  regarder  comme  parfaitement  éta- 
ToME  IIL  34 
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blie  la  .fij^ité  du  plaa  invariable.  Cependant,  dao^ 
un  chapitre  consaïu'ë  spécialement  à  montrer  les  se- 
cours que  la  théorie  peut  fournir  à   FAstronomie 
pratique,  nous  devons  restreindre  les  idées  peut-élre 
exagérées  que  Ton  pourrait  se  former  de  l'utilité  de 
ce  plan  de  direction  constante ,  pour  la  détermina- 
tion des  mouvemens  célestes.  En  effet ,  pour  que  la 
considération  du  plan  invariable  eût  des  avantages 
réels,  il  faudrait  qu'on  pût  déduire,  pour  une  épo- 
que quelconque,  des  données  fournies  par  Tobserva- 
tion ,  la  position  de  Torbite  de  chaque  planète  rela- 
tivement à  ce  plan.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu; 
ainsi,  par  exemple,   au  moyen  des  équations  (i)^ 
on  détermine  bien  la  position  du  plan  invariable  sur 
lecliptique,  à  un  instant  donné;  mais  pour  en  con- 
clure réciproquement  la  position  de  Técliplique  rap- 
portée au  même  plan,  et  pouvoir  la  comparer  à  celle 
qu'avait  cette  même  écliptique  à  une  autre    époque 
quelconque ,  il  £aiudrait  .qu'il  existât  sur  le  plan  in- 
variable une  di^oite  fixe  d'où  les  longitudes  fussent 
comptées.  En  considérant  alors  le  triangle  sphérique 
compris  entre  liai  droite  fixe ,  la  ligne  des  équinoxe$ 
et  l'intersection  de  l'écliptique  et  du  plan  invariable, 
triangle  dans  lequel  '  on  connaîtrait  l'aigle  y  formé 
par  les  deux  plans ,    le  côté  n   compris  entre  h 
ligne  des  équinoxes  et  leur  ^intersection  commune, 
et  le  côté  compris  entre  cette  même  ligne  et  la  droite 
fixe ,  on  déterminerait  à  chaque  époque  l'inelinaison 
de  récliptiqpe  sur  le  plan  itlVariable  et  la  lOiigitude 
de  ses  nœuds  par  rapport  à  une  origine  fixe;  sa  po- 
sition serait,  par  conséquent,  entièrement  détermi- 
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née.    Nous  avoDS  vu ,   n*  22  ,  livre  I ,  qu'en  fai- 
llit abstractoin   de   toute  attraction  étrangère ,  et 
en  nayant  égard  qu'à  l'action  mutuelle  des  corps 
qui  le  composent^  le  centre  de  gravité  du  système 
solaire   était   emporté    dans   l'espace   d'un   mouve- 
ment rectiligne  et  uniforme.  M.  Poisson  a  proposé 
d'adopter  la  projection  sur  le  plan  invariable  de  la 
droite  que  décrit  ce  centre,  pour  la  ligne  fixe  d'où 
les  longitudes  sont  comptées.  Et  en  effet ,  cette  ligne 
et  ce  plan   sont  peut-être  les  deux  seules  choses 
invariables  que   nous  connaissions  dans  la  nature. 
Mais  pour   réaliser  cette  idée ,  il  faudrait    que    la 
direction  du  centre  de  gravité  du  système  solaire  fût 
dès  à  présent  bien  déterminée  par  l'observation  ou 
par  les  données  qui  en  résultent,  et  facile  à  retrou- 
ver à  chacune  des  époques  futures  où  Ton   voudra 
faire  usage  du  plan  invariable;  c'est  ce  qui  n'a  pas 
lien  et  ce  qu'on  pourrait  tout  au  plus  espérer  des 
progrès  de  la  science ,  dans  un  avenir  très  éloigné. 

lie  plan  invariable  aujourd'hui  peut  donc  faire 
<x>nnaitre  simplement  les  variations  d'inclinaisons  des 
orbes  planétaires  sur  ce  plan  ;  mais  quand  bien  même 
on  arriverait  à  trouver  une  droite  fixe  qui  put  servir  à 
déterminer  exactement  les  variations  de  leurs  noeuds v 
toutes  les  difficultés  ne  seraient  pas  levées.  En  effet  > 
ce  qui  surtout  importe  aux  astronomes ,  c'est  d'avoir 
les  variations  de  l'écliptique  vraie  par  rapport  à  un 
plan  immuable,  puisque  c'est  à  l'écliptique  qu'ils 
rapportent  tous  les  mouvemens  célestes  ;  or,  comme 
l'inclinaison  du  plan  invariable  sur  Técliptique  fixe  est 
très  petite,  il  en  résulte,  comme  on  l'a  vu,  que  la  lozH 

54.. 
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gîtude  de  leur  intersection  commune^  et  par  suite ,  la 
longitude  du  nœud  de  Técliptique  fixe  ou  mobile  sur 
le  plan  invariable  qui  s'en  déduit ,  ne  peuvent  jamais 
être  déterminées  avec  une  précision  rigoureuse.  Ain- 
si ,  de  légères  erreurs  dans  les  observations ,  ou 
même  celles  qui  résultent  des  quantités  négligées 
dans  les  approximations  d'où  se  déduisent  les  élé- 
mens  du  mouvement  elliptique ,  en  produiront  de 
considérables  dans  le  rapport  de  deux  quantités 
2.mv/a(i — e*)sînÇsina  et  2inv/a(i — e^jsin^cosa, 
et  par  suite,  le  nœud  de  l'écliptique  sur  le  plan  fixe 
paraîtra  avoir  beaucoup  varié ,  sans  que  ce  nœud 
ait  subi  des  déplacemens  considérables. 

Heureuseraenl ,  dans  l'état  actuel  de  rAstronomici 
la  considération  du  plan  invariable  est  peu  nécessaire; 
son  utilité  pourrait  se  faire  sentir,  si ,  après  Tune  de  ces 
grandes  catastrophes  qui  bouleversent  quelquefois  les 
sociétés  humaines,  la  culture  des  sciences  venant  à  être 
interrompue  pendant  plusieurs  siècles,  à  l'époque  où 
la  civilisation  se  ranimerait,  on  voulait  connaître  les 
véritables  déplaceraens  qu'ont  subis  dans  l'intervalle 
les  orbes  planétaires,  indépendamment  des  mouve- 
mens  propres  qu'ont  pu  avoir  les  étoiles.  Mais  lors- 
que des  observations  faites  avec  la  précision  qu'elles 
ont  aujourd'hui,  formeront  une  longue  série  de  phéno- 
mènes dont  la  suite  n'est  jamais  interrompue,  les  mon- 
veraens  de  l'écliptique  et  des  équinoxes  pourront  se 
déduire  directement  de  la  théorie  et  de  l'observation, 
avec  toute  la  précision  nécessaire  pour  que  le  secours 
du  plan  invariable  devienne  tout-à-faît  superflu.  On 
ne  voit  pas,  en  effet,  que  jusqu'ici  les  astronomes 
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en  aient  fait  aucun  usage.  Cependant^  la  découv^te 
du  plan  ini^ariable  f  par  Laplace ,  n'en  doit  pas  moins 
être  regardée  comme  un  beau  théorème  d  analyse ^ 
déduit  des  lois  primordiales  du  mouvement,  et  les 
formules  qui  le  déterminent  forment  entre  les  varia- 
tions séculaires  des  élémens  elliptiques  des  orbes  pla- 
nétaires, de  nouvelles  équations  de  condition  qui 
servent  à  vérifier  leurs  valeurs. 

II 6.  Les  variations  séculaires  des  élémens  ellipti- 
ques, en  se  développant  par  la  suite  des  temps,  fourni- 
ront le  moyen  le  plus  exact  pour  déterminer  les  cor- 
rections que  doivent  subir  les  masses  des  planètes.  Les 
valeurs  que  nous  leur  avons  supposées ,  déduites  de 
la  comparaison  d'un  grand  nombre  d'observations 
aux  formules  de  la  théorie,  peuvent  être  déjà  regar- 
dées comme  très  approchées ,  et  sont  ce  que  l'on 
peut  attendre  de  plus  exact  dans  l'état  actuel  de  la 
science.  La  masse  de  Mercure,  déterminée  d'qne 
manière  empirique,  laisse  seule  beaucoup  d'incer- 
titude ;  mais  cette  masse  est  si  peu  considérable ,  et 
les  effets  qu'elle  produit  sur  les  mouvemens  des  autres 
planètes  sont  si  peu  sensibles,  qu'il  ne  peut  résultée 
de  son  incorrection  que  de  très  légères  différences 
dans  la  théorie  des  inégalités  du  système  planétaii^. 

Les  observations  de  la  plus  grande  élongation  du 
quatrième  satellite  de  Jupiter  faites  par  M.  Airy  dans 
ces  derniers  temps ,  ont  considérablement  augmenté 
la  masse  de  cette  planète,  déduite  des  élongations  du 
même  satellite  observées  par  Pound^  contemporain 
de  NcYTlon,  et  les  seules  qu'on  eut  employées  jus- 
qu'ici pour  déterminer  la  valeur  de  cette  masses  II 
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était  à  désirer  que  ces  observations  fussent  yérifiees 
avec  le  plus  grand  soin  ;  nous  avons  appris  que 
M.  Arago  s^en  occupe  en  ce  moment  ^  et  les  résul- 
tats  satisfaisans  qu'on  a  droit  d^attendre  d'un  obser* 
vateur  si  habile ,  seront  d'un  heureux  augure  pour  la 
nouvelle  direction  qu'il  vient  d'imprimer  à  l'Observa- 
toire royal  de  Paris. 

Espérons  que  M.  Arago  étendra  ses  recherches  aux 
élongations  des  satellites  de  Saturne  et  dIJranus; 
nous  savons  que  leur  observation  est  beaucoup  fdos 
difficile  que  celle  des  élongations  des  satellites  de 
Jupiter  ;  mais  c'est  là  un  point  délicat  sur  lequel  les 
géomètres  ont  appelé  depuis  long-temps  l'attention 
des  astronomes ,  et  qui  ne  peut  rester  plus  long-temps 
indécis. 

L'observation  des  petites  planètes  mérite  aussi  de 
fixer  l'attention  de  nos  astronomes.  Nous  avons  été 
devancés  y  sur  cet  objet,  par  les  savans  de  Tautre 
côté  du  Rhin ,  et  ils  ont  déjà  recueilli  un  assez  grand 
nombre  d'observations  exactes ,  pour  pouvoir  les 
comparer  aux  inégalités  déduites  de  la  théorie.  Le 
'  premier  avantage  qu'ils  en  ont  retiré,  est  une  correc- 
tion importante  dans  la  masse  de  Jupiter,  que  l'on 
avait  adoptée  depuis  Newton. 

Mais  en  même  temps  que  l'Astronomie  pratique 
va  remonter  parmi  nous  au  rang  qu'elle  a  jadis 
occupe ,  et  que  des  obstacles  dépendans  des  localités 
avaient  pu  seuls  lui  faire  perdre  un  moment,  nous 
ne  devons  pas  oublier  de  rappeler  qu'il  est  un  héri-- 
tage  que  les  fondateurs  du  Bureau  des  Longitudes 
ont  4égué.  à  leurs  successeurs,  et  qui   ne  doit  pas. 
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péricliter  en  leurs  mains  ;  c'est  le  dépôt  de  nos  tables 
astronomiques.  Nous  avons  de  très  bonnes  tabler  des 
mouvemens  de  Jupiter  et  Saturne  ;  les  tables  dllra-^ 
nus  y  de  Vénus ,  de  Mars,  de  Mercure  laissent  à  dé^ 
sirer.  Mais  avant  tout ,  et  comme  base  des  autres  tra- 
Taux ,  les  tables  du  Soleil ,  calculées  par  Delambre  p 
doivent  être  reprises  ;  nous  devons  à  notre  honneur  de 
ne  pas  nous  laisser  gagner  de  vitesse  sur  ce  point.  Pour 
effectuer  cette  entreprise,  le  Bureau  des  Longitudes  de 
France  ne  manque  ni  dé  calculateurs  habiles,  ni  de  sa- 
vans  géomètres  pour  les  diriger  ;  les  tables  anciennes 
serviront  à  en  construire  de  nouvelles  plus  exactes  que 
les  premières.  «  Ainsi  les  travaux  des  astronomes,  en 
s'ajoutant  sans  cesse  à  ceux  des  astronomes  précédons  y 
donneront  enfin  le  plus  haut  degré  de  précision  aux 
tables  astronomiques  et  aux  valeurs  dont  elles  dé-* 
pendent  {*).  » 

Quant  k  nous,  nous  terminerons  ici  ce  que  nous 
ayions  à  dire  sur  la  partie  de  la  théorie  du  système  du 
monde  qui  traite  des  inégalités  planétaires*  Ce  sujet 
nous  a  déjà  fait  dépasser  les  limites  que  nous  nous 
étions  prescrites,  mais  sa  haute  importance  exigeait  ce 
sacrifice.  Nous  avons  exposé ,  dans  la  théorie  des  per** 
turbations  des  planètes,  les  méthodes  les  plus  ingé-* 
nieuses  que  les  géomètres  aient  inventées  pour  les 
déterminer;  nous  avons  donné  ensuite  les  expressions 
numériques  de  toutes  les  inégalités  sensibles  qui 
peuvent  en  résulter  dans  les  mouvemens  célestes , 
en  employant  les  élémens  elliptiques ,  et  les  valeurs 

(*)  Mécanique  céleste,  livre  X.  * 


636  THÉORIE  ANALYTIQUE 

des  masses  les  plus  concordantes  avec  les  obserralioiis. 
L'exiurtitade  avec  laquelle  ces  formules  représentent 
les  plus  anciennes  observations  qui  nous  soient  par- 
venues f  montre  que  les  mouvemens  planétaires  ne 
sont  soumis  à  Finfluence  d'aucun  corps  étranger  au 
système  solaire,  et  que  la  stabilité  de  ce  système  est 
sous  ce  rapport  parfaitement  assuré.  '  La  grande  loi 
de  l'attraction  universelle  suffit  à  tout  ;  il  n'y  a  pas 
une  inégalité  des  mouvemens  célestes  qui  n'en  dé- 
rive avec  une  admirable  précision;  et  lorsque,  dans 
ces  mouvemens^  quelques  anomalies  étranges ,  qui 
semblaient  échapper  à  toute  explication ,  ont  fait 
douter  quelquefois  de  son  exactitude  ou  de  sa  gêné-' 
ralité ,  on  a  bientôt  reconnu  que  le  défaut  des  mé- 
thodes ou  insuffisance  des  approximations  avaient 
seuls  empêché  d'en  reconnaître  d'abord  les  causes, 
simples  et  naturelles.  U  n'y  a  pas  long-temps  enoorei. 
quelques  géomètres ,  pour  expliquer  la  différence  des 
valeurs  de  la  masse  de  Jupiter ,  déduites  du  calcul 
des  inégalités  des  petites  planètes  et  des  équations  fon- 
damentales des  tables  de  M.  Bouvard,  avaient  supposé 
que  l'attraction  mutuelle  des  planètes  ne  dépend  pas 
seulement  de  leurs  masses  et  de  leurs  distances  ,  mais 
encore  de  la  substance  du  corps  sur  lequel  elle 
s'exerce,  et  qu'ainsi  il  était  nécessaire  d'employer 
pour  Jupiter  une  masse  différente  dans  le  calcul  des 
inégalités  de  Saturne  et  dans  celui  des  inégalités  de 
Pallas,  Junon,  Cérès  et  Yesta.  Mais  les  observa- 
tions de  M.  Airy ,  en  montrant  que  l'attraction  de 
^  Jupiter  sur  ses  satellites  est  la  même  que  celle  qu'il 
exerce  sur  les  petites  planètes,  a  déjà  en  partie  ré-^ 
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fate  cette  assertion,  et  le  nouveau  travail  dont  s'oc- 
cupe M.  Bouvard,  ne  laissera  bientôt  certainement 
aucun  doute  à  cet  égard.  Nous  ne  serons  donc  pas 
obliges  de  renoncer  à  cette  admirable  simplicité  qui 
est  l'un  des  caractères  distinctifs  de  la  grande  loi  dé- 
couverte par  Newton.  L'action  de  la  gravité;  en  rai- 
son directe  des  masses  et  inverse  du  carré  des  dis- 
tances, est  la  même  sur  tous  les  corps  ^  quelle  que 
soit  leur  nature;  elle  rend  compte  de  toutes  les  iné- 
galités du  mouvement  des  planètes  et  des  satellites  ; 
elle  s'applique  avec  la  même  précision  à  la  déter- 
mination des  perturbations  des  comètes ,  quoiqu'elles 
semblent  composées  de  substances  particulières;  en- 
fin ,  si  l'on  en  croit  les  idées  ingénieuses  de  Laplace 
sur  l'origine  du  système  planétaire,  cette  loi  est. 
Tunique  agent  qu'ait  employé  la  suprême  intelli- 
gence dans  la  création  du  monde  physique.  Ainsi, 
seule  elle  a  présidé  à  sa  formation ,  comme  seule 
elle  suffit  aujourd'hui  à  ses  mouvemens  et  à  sa 
conservation. 


FIN  DU  TROISIÈME  VOLUME; 


«^« 


fVt^^ts  u$->  ^r^'  <t 


-ijîi  ¥^'ï  •  afiii|àTl Wtetf ^iB^'IÏUiK»  :fï^55f ,  ^ lin /    v, 

tient  A  ce  que  cette  fonction,  ne  d^p^iid  ^  comme  q^  l'a  ta» 
que  des  distances  mutuelles  de  m  et  m',  et  de  leur  distance  à 
l'origine  des  coordonnées ,  et  doit  être  par  conséquent  abso- 
lument indépendante  des  axes  auxquels  elles  sont  rappor- 
tées. 

En  effet,  soient  comme  dans  le  n**  i ,  chapitre  i**,  or,  /*,  2^ 
les  coordonnées  rectangulaires  <l#  m  celatites  à  des  axes  quel* 
conques,  soient  x  yj\  %  les  coordonnées  de  m',  faisons 


w'tèa^r^^m^^^'pèm^Hkxè:  ' 


iî"t':anTft>i^  ?'r>^CK,ftiu'>  "fnsîh'iî^'^-' 


et  désignons  par  v  et  a^'  les  longitudes  des  deux  planètes  m 
et  ml  comptées  respectivement  dans  leurs  orbites ,  à  partir  de 
leur  intersection  avec  le  plan  fixe  que  nous  supposerons  être 
celui  des  coordonnées  x  et  j*. 
En  nommant  1  Tinclinaison  de  l'orbite  de  m  sur  le  plao 
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fixe  9  et  S  la  longitude  de  son  nœud  ascendant ,  on  aura 

X  =  rcosScosi;—  r  sintfcosisini;, 
jr  z=  r  sin  4 cos v  -j-  rcosâ  cos *  sin  v, 
z  =  rsin  tsini;. 

En  nommant  S'  et  H  ce  que  deviennent  4  et  i  par  rapport 
à  m%  on  aura  de  même 

x'  =  r  cos^'cosv' —  /sinfl'  cosj^sinv^ 
y  =  i^sinô'  cost;'  +  r  cosi'  cos  Tsin  v', 
z    =  r  sm  r  sm  t> . 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  de  p*,  on 
trouve 

^•=:r'+'^' — 2r/cos(/ — 9)cost;cost;' — 2rr'cosMin(<'-*)sînvco8v' 
+  arr'  cos  t  sin  (  ô'  —  fl)  cos  v  sin  v' 
—  arK[cos  i  cos  {  cos(  6' — 8)  -f-  md  sin  i*]  sin  v  sin  v  . 

On  voit  déjà  par  cette  expression ,  qui  ne  contient  que  Tare 
6^—9  compris  entre  les  nœuds  des  deux  orbites,  que  ^  et  par 
conséquent  la  fonction  R ,  sont  indépendantes  de  la  droite 
d'où  les  longitudes  sont  comptées  sur  le  plan  fixe. 

Pour  introduire  dans  la  fonction  précédente  les  constantes 
qui  fixent  la  position  de  la  commune  intersection  des  deux 
orbites,  j'observe  que  les  angles  v  et  v  étant  comptas  des  nœuds 
des  orbites  de  m  et  de  m'  sur  le  plan  fixe>  si  l'on  nomme  H, 
la  longitude  de  leur  commune  intersection  comptée  sur  le 
plan  de  la  première  ^  et  n^  cette  même  longitude  comptée 
sur  l'orbite  de  m',  qu'on  désigne  par  v  et  v  les  longitudes  des 
deux  planètes  comptées  de  cette  même  droite  et  sur  les  plana 
de  leurs  orbites  respectives,  on  aura 

v  =  i/  +  n  —  9,    v'  =  /  +  n'  —  6'. 

Si  l'on  substitue  pour  t;  ett/  leurs  valeurs  dans  l'expressioui 
de  p*^  on  aura 
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^*ssr*+i^»--ar/Cco<r-4)coi(ir-r)-cu«l'»ioir-a>iiiCIl'-^)1co^ 

4-aiy[cM(r-a>iiiiir-r}4<o«^«o(r-4)c«,Tr-«o]^ 

—  arr'{[cOi£coii'coi(l'— 6)-#-iâOÎiinfn  sio  (IT  —  §0 

-4- cott  nn (r  —  0)co»(ir  —  r}}  «o  (i' -4-n  » i)  cotp' 

'^vH  l^coêfcotf  cot(6^— |)-f>siBitiB  ^oot(Il'— §0 

—  eo«ÎMi(jr— 0)im(ll' — r}}  sin  (p-f-n^i)  dni/. 

G>iittdéroD8  le  triangle  sphëriqae  compris  entre  les  plani 
des  orbites  de  m  et  m' ,  et  le  plan  fixe  ;  nommons  I  Tîn- 
dinaison  mutaelle  des  deux  premiers  plans  :  n  —  S  ,  n'  —  1^, 
et  O'— 8,  seront  les  trois  côtés  de  ce  triangle ,  et  i8o*— T, 
»et  I  les  angles  respectiTement  opposés  k  chacun  d'eux.  Par 
les  formules  de  la  Trigonométrie  sphérique ,  on  aura 

cos  (n  —  6)  =cos(l'— l)cos(rr— O— cos*'8in(e'— 5)sin(n'— fl'), 
coslsin(n  -  0)=cos(a'— «)rin(lf — /)+cosrsin(l'— 6)cos(lf — 0  > 
cosiirâ(n--0)=sin(d'---l)cos(lf — l')+cosrcos(l'— A)sin(ir— S") , 
rinfsin(n— 4)s=:  ttn  i^  sin  (If — O , 

cos  I  =s  cosicos  î  +  sin»  sin  Tcos  (l'  —  S) , 
cos(n'— 40  scosCI^'OcosCn — 9)  4- cositinCS'— l)sin(n— 0- 

En  rertn  de  ces  relations,  le  coefficient  de, ^ 

»-  2f/  cos  (v  +  n — 8)  cos  v\  dans  Texpresûon  de  f  * ,  se  réduit 
k  cos(n — 0  *  le  coefficient  du  terme  '•^%rr^MHy-\-Ti — S)8in  /, 

se  réduit  k  cos I sin  (n  —  8) ,  lecoefficient  du  terme 

—  v¥  sin  (i^-f-  n  —  8)  cos  /  peut  s*écrire  ainsi 

cos  i[sin(r  —  6)  cos  (iT  —  O  +  cosTcosC*'—  8)rin(n'  —  8^)] 

+  sinisini'sin  (n' —  6^9 

qui  y  en  vertu  des  relations  précédentes  devient 

cos'isin(n— 8)  4- sin*  »sin(n  —  0) ,  ou  simplement  sin(a —  6). 

Enfin ,  le  coefficient  du  dernier  terme  de  la  même  fonction, 
multiplié  par  cos  (I'— 9) ,  peut  prendre  cette  forme 

[cos  icosi*  +  sini  sinTcosCl'—  6)]  cos  (II'  —  O 

— cosi8in(l'— e)[cos(y— *)sin(n'— r)+cos*'sin(8'-e)cos(n'-»')], 
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ou  bien 

cosI[cos(n'  — 0  —  co8i8m(9'— 9)8in  (n— 0]- 

En  substituant  pour  cos(n'  — -  S')  sa  valeur ,  et  divisant  par 
CCS  (V  —  d)  le  résultat ,  on  voit  que  le  coefficient  cherché  se 
réduit  à  cos  I  cos(n  — -  6). 

On  aura  donc  ainsi 

^•  =  ^^4-  r'* — ^rr'co8(n— *)cos(«^+n— 9)cosf' 
+  2rr  cosi sin(n—  fl) cos(i'+n— 9)sinf' 

—  2rr'  sin(n —  9)sin(i'  +  n  —  fl)cos/ 

—  2rr'  cos  1  cos  (n — 6)  sinCt^-f-Il  —  9)  sin  / . 

Ou  en  réduisant 

p*  =  r*  4"  '''*  •"  2r/cos  V  cos  v  —  nrr  cos  I  sin  v  sin  «/. 

On  voit  que  cette  valeur  ne  dépend  plus  que  de  l'incli- 
naison mutuelle  des  deux  orbites ,  et  de  la  position  respecUye 
de  m  et  de  m'  relativement  à  leur  commune  intersection* 
Cette  expression  est  identique  avec  celle  que  nous  avons 
trouvée  n^  i.  Si  au  lieu  de  compter  les  longitudes  de  la 
commune  intersection  des  deux  orbites ,  on  voulait  leur  don- 
ner une  origine  quelconque  j  il  suffirait  de  retrancher  de  i^ 
et  /  les  angles  n  et  n'  qui  expriment  la  longitude  de  cette 
intersection,  comptée  respectivement  sur  les  plans  de  chacune 
des  orbites. 
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NOTE  U. 

Sur  les  formules  qui  déterminent  les  variations  de 
Tinelinaison  et  des  nœuds.  (F'ojez  page  24*) 

On  peut  arriver  d*une  autre  manière  aux  formules  du  n°  4} 
livre  VI. 
En  effets  fiedsons 

x=srco8(i^ — a),  yssrûu{y — «)co8fy  x=r8in(i^ — «)sin^, 
j/=/cos(f/— «0,  y=/8in(/— «)cô8^',  *  =r'sin(i^— et')8in^', 

les  angles  m  eX.  à  désignant  les  longitudes  de  l'intersection 
commune  des  deux  orbites  comptées  respectivement  Taiie 
sur  le  plan  de  Torbite  de  m ,  l'autre  sur  le  plan  de  Torbite 
de  m'. 

Si  l'orbite  de  m  est  supposée  très  peu  inclinée  au  plan  fixe 
des  X  et  des  Xy  ^^  qu'on  néglige  le  carré  de  l'inclinaison  f  de 
ces  deux  plans  y  les  coordonnées  x  et  j*  seront  indépendantes 
de  ip,  et  si  l'on  fait 

p  ss  sinfsinee,      q  es  sinfco8«; 
d^où  l'on  conclut 

*  *      *  I 

X 


on  aura  simplement 


JR  dK 

-r-  =  —  r  cos  i>  -r-  , 
dp  dz 

dK  dK 

dq  dz 


(I) 


En  différentiant  la  valeur  de  R,  et  en  faisant  dans  la 
différentielle  x  =r  o ,  ce  qui  est  permis  ^lorsqu'on  prend, 
comme  nous  le  ferons ,  pour  plan  de  projecUon  celui  de  l'or- 
bite  primitive  de  m,  et  qu'on  néglige    le   carré  des  forces 
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perturbatrices^  on  a 

dK 


71  =  "^'  \J  ^TO' 


Si  Ton  nomme  y  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  orbites  à 
l'instant  que  Ton  choisit  pour  e'poque ,  et  JI  la  longitude 
de  leurs  nœuds,  en  prenant  le  plan  de  l'orbite  de  m  pour 
le  plan  fixe  auquel  on  rapporte  les  mouvemens  des  deux  pla-~ 
nètes ,  on  aura  y:=  9'  et  «=:  «^  ssIl.  Par  conséquent 

z'  =  /  sin  (i''  —  IT)  sin  y. 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  -=- ,  et  qu'ensuite  on 
remplace  -j-  par  sa  valeur  dans  les  équations  (i) ,  on  aura 

^=.^  m'(p— p)rr' fiiny8in(/-.n)cos*.,        - 

oR  //  I  I  \     ,  .        ,    ,.j    .     .   • 

dq  \f^       r^J 

Maintenant >  par  la  substitution  de  la  valeur  de  V,  on  a, 
n*»  I,  page  4, 

^'=r*+/* — arr'cosCi''— i')cos*îy —  2rr'cos(i''  +  v — 2n)sîn'Jy. 

Ou  a  d'ailleurs 

/.       r'  +  i^'-A 

d'où  l'on  tire 

^       ;,  .„      rfR    di^d^    £/R    *m4    iiLk^df 

On  a  d  ailleurs 3- = -j-  -j-,   j-  =  rr--7-,  ;T=-=is-j-    1^; 
,         dv        4f   d\^^   dy       4f  dr/     dQi        df  dU^ 


on  trouvéi^  ainsi 


.-  I 
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^  =  îim' (^  -  p^g)  rr' «n«  i >  tîn  (•  +  P- an). 

Maintenant,  si  Ton  multiplie  la  première  de  tes  valeurs  p&r 

tang^ycosn,  la  seconde  par  -, ,  la  troisième  par   sinll, 

et  qu'on  les  ajoute  ;  qu'on  multiplie  ensuite  la  première 
par  tang  ^  ^  sin  n ,  la  seconde  par  -. —  ,  la  troisième  par 
-*cos  II  y  et  qu'on,  les  ajoute',  on  trouvera 


on  aura  par  conséquent 

dK  dK       „  .  /    I     ^  ,   ,        .      dR\   . 

-=-  =  —  -3-cosn+(-: — -j?i+  tang|>  -r-)smn. 
dq  dy  ^  \8inydn  ^*  ^  dv J 

Par  les  formules  du  n®  44  9  ^^^^^  ^  t  <>^  ^ 

On  aura  donc  enfin 
.  andt    ndK  .        .  /  i    JR  ,  .    dR\     Jl 
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On  fera  coïncider  ces  formules  avec  celles  du  n°  4  9  ^^  ob- 
servant que  les  longitudes  sont ,  dans  ce  numéro  ^  suppo- 
sées comptées  de  l'intersection  des  deux  orbites,  ce  qui  donne 
n  =  o  ;  qu'à  la  variable  v  on  a  substitué  la  variable  a  dé- 
terminée par  l'équation    i — cosyss^lx* ,   ce    qui    donne 

dK  ,    dK  ,         j,  .,.        dK      dK  ,  dK 

-T—  =  cos  iy-T-j  et  qu  on  a  d  ailleurs  -7-  =  -r-  +  -7-. 
dy  ^^  dx^       ^  dv        dt  ^  dm 


..  \ 


Tome  III.  35 
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NOTE  m. 

Sur  les  fenctions  elliptiques,  {f^o/ez  page  87.  ) 

Si  Ton  fait  x  =  sïn^jjr^sz  ttn  ^',  la  diffiérentielle  de  Téqna- 
lion  (  C  )  deviendra 

dx fuIr 

Soit  x  =  ^-r===  ,  ce  qui  donne 
ï/i— cV 

^'j-4  —  0«*'  +  c"j:«ix»  +  X*  =  0.  (2) 

En  différentiant  celte  équation  on  trouve 

jrdjr dx 

ou  bien  en  substituant  pour  x  sa  valeur 


Si  Ton  multiplie  par  /w  les  deux  membres  de  cette  équation, 
en  vertu  de  l'équation  (i)  on  aura 

dx fi^dx 

Mais  de  Téquation  (2)  on  tire 

2^y»  =  ^*  +  c'\r»  —  V^C^*  +  c'^x*)*  —  4^*a:" . 
Par  conséquent 

<2r  dx 


Si  l'on  compare  les  dénominateurs  dans  les  deux  membres, 


on  aura 


C  ♦  =  C'/«^ ,       2  —  C  ^  z=:  ■■■■         — ^ —  ; 
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d'où  l'on  tire 


r=^> 


e'^aV/^ 


j/c  1  -f-c 

On  aura  donc  ainsi  pour  ^  et  c'  des  valeurs  réelles ,  et 
l'équation  (i)  pourra  toujours  être  satisfaite.  Si  pour  x  et  j* 
on  substitue  leurs  valeurs  dans  Texpression  de  x ,  on  aura 

fi  sin  ^'  cos  (b'  ^       2  V/  c  c 

valeurs  qui   satisferont   à  l'équation  (C) ,  n®  2a  ,  ainsi  que 
nous  l'avons  supposé. 
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NOTE  IV. 

Sur  la  stabilité  du  système  planétaire.  {J^oy.  p.  227.) 

On  a  eulrc  les  excentricités  et  les  tangentes  des  ÎDclinaisons 
des  orbes  planétaires  les  équations  de  condition  suivantes  : 


é'm  y/ a  +  e'-'m  {/Ti  +  e^^m"  \/ a'  +  etc.  =  C , 

tanj;'^m  \/ â+tan(;''^W  V/â^4  tang^'^m"  v/â*+etc.  =^C. , 


{a). 


Lagrangc ,  dans  le  n**  102  de  la  section  VII  de  la  Mécanique 
analj'Uque,  dit  :  «  Il  suit  de  là  que  si  les  excentricités  des  or- 
bite<;  (el  par  conséquent  les  tan{;entes  des  inclinaisons) 
qui  appartiennent  à  dos  masses  très  grandes  sont  une  fois 
très  petites,  elles  le  seront  toujours,  ce  qui  est  le  cas  de 
Jupiter  et  de  Saturne  ;  mais  celles  qui  appartiennent  à  des 
maspcs  très  petites  pourront  croître  jusqu'à  Tu  ni  té  et  au-delà, 
et  l'on  ne  pourra  déterminer  leurs  véritables  limites  que  par 
l'intq^ration  des  é(|Liatious  différentielles  qui  les  déterminent.  » 

Cette  remarque,  que  j'ai  développée  avec  détail  n®  56, 
paraît  avoir  été  mal  saisie  par  Laplace,  qu'il  est  si  rare  de  trou- 
ver en  défaut.  En  effet,  après  l'avoir  reproduite  dans  le  n°2, 
livre  XV  de  la  Mécanique  céleste,  il  ajoute  :  a  Lagrange  en 
conclut  que  l'on  ne  peut  être  alors  assuré  que  les  excentricités 
conferveront  toujours  une  petite  valeur  qu'e/i  résols/ant  Véquo» 
tion  algébrique  qui  détermine  les  coejfficiens  du  temps  dans  les 
sinus  et  cosinus  des  expressions  de  e  sin  « ,  e  cos  « ,  e'  sin  tt\  etc., 
et  en  s* assurant  que  les  racines  de  cette  équation  sont  toutes 
réelles.  Mais  si  ce  grand  géomètre  eût  considéré  ce  que  j'ai  dit 
dans  le  n®  5^  du  livre  II  de  la  Mécanique  céleste,  il  aurait  vu 
que  sans  recourir  à  cette  résolution  je  démontrais  que  les  ra- 
cines sont  toutes  réelles  et  inégales.  » 

Or,  d'après  la  manière  dont  Laplace  traduit  l'observation  de 
Lagrange ,  il  est  évident  qu'il  n'en  a  pas  apprécié  toute  la  por- 
tée. Ei^  effet,  Lagrange  ne  dit  pas  qu'il  suffise  |  pour  que  les  ex- 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  549 

centricités  et  les  inclinaisons  soient  toujours  très  petites,  que 
l'équation  dont  il  est  question  ait  toutes  ses  racines  réelles  ; 
mais  bien  qu'il  faillut  que  les  valeurs  des  excentricités  et  des  in- 
clinaisons, données  par  Vinté(!;ration  des  formules  différea- 
tielles  qui  les  déterminent,  demeurent  toujours  très  petites,  ce 
qui  exige  que  la  seconde  condition  énoncée  u^  56,  livre  YI, 
soit  aussi  satisfaite ,  comme  nous  l'avons  fait  voir  dans  le  nu- 
méro cité.  La  réfutation  de  Laplace  tombe  donc  à  faux  ,  puis- 
qu'elle ne  s'applique  pas  à  l'observation  de  Lagrange  prise 
dans  son  véritable  sens.  ' 

Quant  au  passage  de  la  Mécanique  céleste  cité  par  Laplace  , 
nous  en  avons  reproduit  l'esprit  dans  le  n°  65  du  livre  II  ; 
mais  puisque  l'occasion  s'en  présente ,  nous  ferons  sur  ce  sujet 
une  observation.  Si  l'on  relit  avec  attention  le  passage  cité  de 
la  Mécanique  céleste ,  et  qu'on  se  demande  ensuite  quelles 
sont  les  vraies  conséquences  qu'on  en  doit  tirer,  on  conclura  „ 
il  me  semble ,  que  pour  satisfaire  aux  équations  de  condi-* 
tion  {a) ,  l'équation  que  nous  avons  désignée  par  X  =  o  dans 
le  n^  56,  livre  YI ,  doit  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et 
inégales ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  que  pour  que  les  ex- 
centricités et  les  inclinaisons  ne  puissent  pas  croître  indéfini- 
ment, il  faut  que  cette  condition  soit  nécessairement  satis- 
faite \  or ,  n'est-ce  pas  ce  que  l'on  sait  d'avance  par  la  forme 
même  des  valeurs  des  excentricités  et  des  inclinaisons,  et  n'est- 
ce  pas  une  espèce  de  cercle  vicieux  dans  lequel  on  tourne  sans 
rien  prouver?  C'est  seulement,  selon  moi,  de  l'équation  algé- 
brique X  =  o  que  l'on  peut  déduire  la  preuve  que  la  première 
des  conditions  nécessaires  à  la  stabilité  du  système  planétaire 
est  satisfaite  ;  et,  ce  qui  serait  à  désirer,  c'est  que  par  la  seule 
inspection  de  la  formation  analytique  de  cette  équation,  on 
pût  démontrer  la  réalité  et  l'inégalité  de  ses  racines  ;  mais  cela 
paraît  très  difficile  lorsqu'on  considère  à  la  fois  le  système  des 
sept  planètes  principales ,  et  jusqu'à  ce  qu'on  y  soit  parvenu , 
la  résolution  numérique  de  cette  équation  est  le  seul  moyen  de 
s'assurer  de  la  réalité  de  ses  racines ,  comme  je  l'ai  fait  n^  92 
du  livre  VI  , 


r 
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NOTE  V.  (Foir  page  548.) 

Mtigfmu  mmnmmenê  sidévaux  dtê  pUtnkêo^  peur  une  mmée 
jmUennôéB  365i^,  wa  mmleun  de  a,  n%  etc. 

I|ercnir9, , . .  •  n  qn  fi38ibi6^^ 

Yéniu 1^  ?Fïaio664i4m 

IiaTeiTQ«.v«.  !!*■=■  1095977,37 

Man ii*=    GBgofii.^a 

lapitcr.  •••««,  n'^aa    iQ9aS6^% 

Satmiia n^  m     4399|S»Mfe    • 

Uianiia,»^...  »^««3i      i54aSy49 

d'où  l'^on  a  eondv  : 

Disumceê  mqyennes  des  plenhei  uu  Sdeff  eu  demi^granctÊ 

tuées  de  leurs  orbites* 


Maïauw •  a»  0,38709888 

Yéraa^  «•«••  ^  is  e,7a3a9ftaB 
La  TiBirak.  • .  •  eP  t=^  lyooooaooâi 

Mara. d^  sa  i  ySaSSgaio 

Jupiter «^^a=  5  ^  201 155»4 

Saturne.  ••••  a^  sz  9,537973aa 
Uranus «^^3019, 1825174^ 

Telles  flijcmt  les  yalewa  dea  moyens  I^o^TÇlne^^  et  ^09  di^ 
tances  moyeimea  qui  résultent  des  tables  astro^o^iiqujç^  le« 
plus  récentes  ;  ce  sont  celles  qu'on  aurait  dû  eoiploy^r  dans 
le  calcul  des  perturbations  plauëtaires  ;  QMua  eip  Iççl  çoxor 
parant  aux  valeurs  que  nous  avons  s^doptée^  u®  38»  on  voit 
qu'il  n'en  peut  provenir  dans  les  résultats  a^ctt^e  àiSéjswa^ 
sensible.  Les  valeurs  des.a^utres  élén^ens  des^ojcbitea  eUiptiques» 
relatifs  à  l'année  i9qq  9  que  nou9  avpus  ipîx^  pQur  éipoqoq, 
u*ont  besoin  d'aucuu  changçujtent. 
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NOTES  DIVERSES 


Sur  la  comète  de  1 759. 

L'époque  qui  s'approche  du  retour  de  cette  comète  à  9on 
périhélie  donne  un  intérêt  pour  ainsi  dire  de  circonstance  à  sa 
théorie.  Quelques  géomètres  se  sont  étonnés  que  les  élémens 
de  l'orbite  pour  i835,  que  j'ai  donnés  n°  47  ^u  \i^Te  III ,  ne 
coïncidassent  pas  avec  ceux  que  j'ai  présentés  dans  la  Connais' 
sance  des  Tems  pour  i833  ;  mais  ils  ont  sans  doute  oublié  que 
les  résultats  rapportés  dans  le  livre  III  sont  ceux  qu^a  obte- 
nus M.  Damoiseau,  comme  je  l'ai  annoncé  n*  4'»  Vi^X^  âté, 
tandis  que  dans  la  Connaissance  des  Tems  j*ai  présenté  ceux 
de  mes  propres  calculs.  Ce  qui  m'a  engagé  à  recourir  au  tmrail 
de  M.  Damoiseau  pour  les  exemples  numériques  qne  je  Tonhiis 
donner,  c'est  que  cet  astronome  avait  adopl«  la  diviaton^e^tfa- 
gésimale  du  cercle ,  que  j'ai  suivie  dans  t^Hit  U  court  de  cet  oie- 
vrage ,  tandis  que  dans  mon  mémoire  sur  ce  sujet  j'ai  préféré, 
pour  la  commodité  du  calcul,  la  division  décimale.  Ce  mémoire 
va  enfin  paraître  dans  la  collection  de  l'Académie  des  Sciences, 
tome  YI  {^Savans  étrangers)  ;  j'en  ai  extrsvit  les  résultats  ^ui- 
vans ,  convertis  en  secondes  sexagésimales,  et  qui  proviennent 
des  dernières  corrections  que  j'ai  fait  subir  aux  masses  pertur- 
batrices, et  des  altérations  relatives  à  Tactiou  de  la  Terre ,  aue 
je  n'avais  considérée  qu'à  partir  du  périhélie  de  1769,  et  dont 
l'influence  sur  la  comète  pendant  les  trois  mois  qui  ont  pré- 
cédé ce  passage  ,  quoique  moins  forte  que  celle  qu'elle  a  exer- 
cée pendant  les  trois  mois  qui  l'ont  suivi ,  sera  pourtant  as«ez 
sensible,  sur  la  durée  de  la  période  actuelle,  pour  qu'ion  €fn 
tienne  compte.  Il  faut  rectifier,  sur  ce  point,  ce  que  j'ai  dit 
dans  la  note  Y  du  tome  II  de  cet  ouvrage. 

En  partant  des  élémens  résultant  de  la  discussion  des  ob- 
servations de   1682  et  de  t^Sg,   faîte  avec  grand  soin  par 
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Burckhardt  (^ ,  et  en  employant  pour  les  niasses  de  Jupiter, 
Saturne  et  Uranus  les  valeurs  que  nous  avons  adoptées  n®  87, 
lirre  VI ,  j'ai  trouvé  par  le  calcul  des  perturbations  que  la  co- 
mète a  subies  dans  l'intervalle  des  passages  de  1682  et  1769  i- 

AhitHiouê  de  ranomalie  AltératioDs  da  moyen 

moyenne.  moufement  diame. 

TP +  I70Io^48  +  o%336854 

J) +   393176  +0,028336 

Â +   339,20  +0,013963 

$ »  — .  o,oo65o2 

+  17743,44  +  0,372651 

Le  moyen  mouvement  au  périhélie  de  1682  aura  pour  ex- 

pression  = nommant    donc  n,   on  aura 

*'  27937 

11= 45*^,75496  ;  et  en  nommant  Jt'=7i  4-  ^'^  le  moyen  mou- 
vement diurne  au  périhélie  de  1759,  on  aura  n!  =  ^6",i!i']6i, 

Le  calcul  des  perturbations  pendant  la  période  de  1 769  jus- 
qu'au prochain  retour  m'a  donné  ensuite  : 

AïléiAtïoiu  de  Panomalie  Alte'rations  dn  moyen 

moyenne.  mouYement  diome. 

TP +  I356^94  +  o^397844I 

T) +  ï979>27  —  0,0889308 

A +  129,23  +0,0091954 

S +  721,47  +0,0258207 

+  4286,91  +  0,3439294 

En  nommant  T^  l'intervalle  entre  le  passage  au  périhélie  de 
1 759  et  le  prochain  retour  au  même  point  de  son  orbite ,  ou 
aura 


(^j  Connaissance  des  Tenu  pour  1819^ 
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ce  qui,  à  compter  du  12,6  mars  1759 ,  origine  de  la  période, 
répond  au  12,6  novembre  i835,  ou  bien  au  i3,i  novembre,  le 
jour  étant  compté  de  minuit. 

M.  Damoiseau  a  fixé  ce  passage  au  4^82  novembre  i835.  Je 
me  suis  assuré  qu'en  introduisant  dans  ses  calculs  les  correc- 
tions nécessaires  pour  ramener  les  valeurs  des  masses  qu'il  a 
employées  à  celles  qui  sont  aujourd'hui  généralement  adop- 
tées, il  n'en  résulterait  aucune  altération  notable  dans  les  ré- 
sultats. La  différence  de  8  jours  qui  existe  entre  nous  tient 
donc  uniquement  a  celle  des  élémens  elliptiques  dont  nous 
sommes  partis ,  et  à  la  marche  des  calculs. 

Le  moyen  mouvement  diurne  à  l'instant  du  passage  sera  de 
46'',i276i  +  o", 343929=  ^&'j^'ji53g,  et  le  demi-grand  axe 
correspondant  1 7^,99755. 

Pour  déterminer  les  autres  élémens  de  l'orbite  elliptique  à 
la  même  époque ,  le  calcul  des  perturbations  pendant  l'inter- 
valle de  1 759  jusqu'au  prochain  retour  m'a  donné  : 

Altérations  de  V excentricité,  du  périhélie  et  des  variables  qui 
déterminent  l'inclinaison  et  la  longitude  du  nœud. 

lit                        2<r«  sin  f  sin  d                   sia  ^  cos  0 

TP... —  0,00035796  —  SSo^iS  •       —  0,00073447  ^~  0,0034^49^ 

ï>...-f-  o, 00034304  —    84,55  —  OjOooio^io  —  o, 00030874 

jfi... —  o,ooooa658  —    33,ii  — 0,00000766  -f- 0,00002593 

—  o, 00004 i5o        —  957,84  —  0,00084623  —  0,00370777 

L'excentricité  de  l'orbite,  d'après  les  élémens  que  nous 
avons  adoptés,  en  1769,  était  0,9675571  ;  on  aura  donc  pour 
l'excentricité  en  i835,   0,9675571 — 0,0000415  =  0,9675156. 

Les  valeurs  de  sin  ç  sin  0  et  sin  ^  cos  0  supposent  que 
l'on  a  pris  pour  plan  fijfe  celui  de  l'orbite  de  la  comète 
en  1759.  On  en  tire,  pour  l'inclinaison  et  pour  la  longitude  du 
nœud  ascendant  de  l'orbite  mobile  sur  ce  plan, 

9  ==  l2'64^      6  =  i670  8'36". 


^  ; 
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La  petitesse  des  valeurs  de  sin  ^  sin  d  et  sin  ç  cos  ô  fait  que  la 
valeur  de  l'angle  9  peut  laisser  beaucoup  d'incertitude.  (  Fbir 
ce  que  nous  avons  dit  à  cet  égard  n°  1 15 ,  livre  VI.  ) 

On  a  d'ailleurs  pour  le  luouv^nent  direct  da  pérUiélit:  par 
rapport  aux  fixes ., 

2^1.  =  ^  957%84  ; 

d'oùy  en  considérant  le  triangle  intercepté  sur  laspbère  cékttf, 
entre  l'orbite  de  la  comète  en  1 759,  son  orbite  ivoublëe  et  Vé- 
cUptique  vraie,  on  conclura  pour  i835  : 

Inclinaison  de  l'orbite  de  la  comète  à  l'édiptique.    19°  44'  ^' 

Mouvement  direct  du  nœud  ascendant 35,44 

Distance  du  nœud  ascendant  au  périhélie.  ......  ai49«   i  «4^ 

En  ajoutant  à  l'altération  du  nœud  1^4'^'  pour  la  précession 
des  équinoxes  dans  l'intervalle  de  76  ans,  on  aura  sa  variation 
par  rapport  à  l'équinoxe  mobile.  La  longitude  du  nœud  en  i  <]  Sg 
était  53° 5o'  i  r*  ;  elle  sera  donc  au  prochain  passage  55®  3o';  et 
en  réunissant  les  résultats  précédens,  on  formera  le  tableau 
suivant  des  élémens  de  Torbite  de  la  coniLète  à  son  retour  au 
périhélie  de  i835. 

Élémens  de  la  comète  en  i835. 

Instant  du  passage  au  périhélie ,  i3  novembre  i835. 

Demi-grand  axe i  ^ ,  997^5 

Excentricité o  «96751 56 

Lieu  du  périhélie  sur  l'orbite.  • 3o4°  3i'  4^'' 

Longitude  du  nœud  ascendant. . . , 55. 3o' 

Inclinaison  de  l'orbite  à  l'édiptique I7»44*^ 

Sens  du  mouvement ,  rétnograde.» 

C'est  d'après  ces  élémens  que  M.  Bouvard  a  coDsttrwt 
l'éphéméride  qui  se  trouve  dans  la  Connaissance  des  7Vm# 
pour  1837. 
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Du  plan  invariable  du  système  du  monde. 

Nous  ne  comptions  pas  revenir  sur  cet  objet ,  mais  une  note 
insérée  par  M.  Poinsot  dans  la  6*  édition  de  ses  Élémens  de 
Statique,  prouve  qu'il  ne  fait  aucun  compte  des  observa- 
tions qu'ont  provoquées  les  objections  élevées  par  lui  contre 
la  théorie  du  plan  im^ariable  selon  Laplace  ;  il  est  donc  néces- 
saire de  rappeler  encore  une  fois  toutes  les  raisons  qui  nous 
forcent  à  persister  dans  notre  opinion  {*), 

Sans  nous  arrêter  aux  argumens  de  nos  adversaires,  que 
nous  pourrions  appeler  purement  spéculatifs,  attachons- 
nous  à  ceux  qui  peuvent  se  traduire  en  nombres,  car  ce  sont 
les  seuls  qui  soient  sans  réplique  dans  de  pareilles  discussions  : 
mettons  d'abord  de  notre  côté  l'autorité  des  chiffres;  la 
question  sera  bientôt  tranchée. 

«  Je  vais ,  dit  M.  Poinsot  en  parlant  du  plan  invariable  de 
Laplace ,  montrer  que  ce  plan  invariable  varie,  que  sa  varia- 
tion n'est  pas  extrêmement  petite ,  comme  on  pourrait  croire, 
mais  qu'elle  est  du  même  ordre  que  la  précession  des  équi- 
noxes ,  mouvement  sensible  dans  le  ciel ,  etc. 

»  Pour  faire  voir  sans  calcul ,  de  la  manière  la  plus  évidente, 
ce  défaut  des  formules  de  M.  Laplace,  il  D*y  a  qu'à  l'appliquer 
au  cas  le  plus  simple  de  tou&,  celui  ou  le  système  ne  serait 
composé  que  de  deux  corps. 

i>  Ne  considérons  donc  que  la  Terre  et  le  Soleil ,  et  sappo- 


{^)  Il  doit  être  bien  entendu  quHl  n^t  ici  qiiettioii  qac  de  la  thëorie  da  plan 
invariable,  et  cela  ne  change  rien  à  ce  qne  nous  avons  dit  n^  1 15,  livre  VI,  rela- 
tivement à  son  milite  pratique.  Noos  n'examinerons  pa%  noi»  plos  la  question 
sous  le  rapport  des  difficultés  astronomiques  que  présenterait  la  détermina- 
tion du  plan  que  Ton  a  proposé  de  substituer  au  plan  invariable  de  Laplace.  * 
Celui-ci  est  toujours  facile  à  retrouver;  la  position  du  plan  maximum  des 
aires  dépend  au  contraire  de  quanciti«  qui  nous  seront  toujours  înconBoes.. 
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sons  même ,  afin  de  rendre  la  cbose  plus  manifeste ,  que  le 
Soleil  soit  parfaitement  sphe'rique,  qu'il  ne  tourne  pas  sur  son 
axe ,  et  que  son  centre  agisse  exactement  comme  un  point  où 
toute  la  masse  serait  concentrée. 

»  Par  les  formules  de  M.  Laplace,  il  est  évident  que  le  plan 
invariable  serait  le  plan  même  de  Torbite  de  la  Terre ,  ou  ce 
qu'on  appelle  le  plan  de  Vécliptique,  de  sorte  que  ce  plan  se- 
rait immobile  ou  toujours  parallèle  à  lui-même  dans  respace. 
Or,  je  dis  que  dans  ce  cas  les  nœuds  de  TeVlip tique  sur  un  plan 
fixe  varieraient  d'une  manière  très  sensible.  » 

J'ai  cité  l'objection  tout  entière  pour  qu'on  ne  puisse  pas 
m'accuser  d'en  avoir  affaibli  la  valeur.  Je  pourrais ,  pour 
toute  réponse ,  renvoyer  au  n*  86  du  livre  VI ,  où  cette  ob- 
jection avait  été  comme  devinée,  mais  puisqu'on  insiste,  in- 
sistons. 

En  conservant  toutes  les  notations  du  n*^  cité  et  en  n'ayant 
égard  qu'à  l'action  du  Soleil  sur  la  Terre ,  re{}ardée  comme 
un  ellipsoïde  homogène,  en  nommant  ç  et  Çi'  les  inclinaisons 
respectives  de  l'écliplique  et  de  l'équateur  sur  un  plan  fixe 
quelconque,  é  et  6'  les  longitudes  de  leurs  nœuds  sur  le  même 
plan,  les  équations  (3),  n^  86,  donneront 

m\/a{i — e*)  cos^  +  C#cos^'=/,  J 

m\/a{i  —  e*)  sin^cosd  —  C^sin^'cosÔ' = /',    >    (i) 
m  t/û  (1  —  e*)  sin  (p  sin  ô  —  C^  sin  ^'  sin  ô'  =  /'.    ) 

Supposons  que  le  plan  fixe  passe  par  l'intersection  com« 
mune  de  l'équateur  et  de  l'écliplique  ou  par  la  ligne  des  équi- 
noxes ,  et  qu'il  partage  l'angle  ^  +  ^'  que  forment  entre  eux 
ces  deux  plans,  de  manière  qu'on  ait 

m[/a{i  — e")  sin  ç  —  Cm  sin  ç'  =  o.       (2) 

Les  deux  dernières  équations  (i)  donneront  ô  =:  ô',  et  par  suite 
/=o,  r=zzOy  c'est-d-dire  que  le  plan  dont  il  s'agit  sera 
le  plan  maximum  des  aires  ou  le  plan  rigoureusement  in- 
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variable  dans  le  système  que  nous  considérons;  et  si  l'on 
nomme  y  =  ç  +  ^^  l'obliquité  de  l'écliptique,  en  élevant  au 
carré  l'équation  (2)  et  la  première  des  équations  (i),  et  en  les 
ajoutant  on  en  tirera 


COS  y  = 


7.m\/a{\  —  e")C^ 


Si  l'on  néglige  le  carré  de  l'excentricité  e  de  l'orbe  terres- 
tre ,  le  second  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  une  cons- 
tante; l'obliquité  de  l'écliptique  ne  variera  donc  pas;  et 
comme  les  équations  (i)  et  (2)  donnent  encore 

Z»  -f.  m'^aU  —  e«)  —  CV 

cos  a>  = ; -^ , 

^  2ma(i  —  e*)/  ' 

COS^    :=  ; ^-7 :, 

2ma{i — e')l 

les  angles  ^  et  ç'  seront  également  constans.  Ainsi  donc,  dans 
ce  cas,  l'inclinaison  de  l'équatcur  et  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  et  leur  inclinaison  mutuelle  seront  constantes,  et  ces  trois 
plans  auront  toujours  une  intersection  commune.  Cette  in- 
tersection ne  sera  pas  fixe ,  mais  dans  son  mouvement  elle  ne 
quittera  pas  le  plan  maximum  des  aires  et  ce  mouvement  sera 
uniforme.  Il  est  facile  de  se  représenter  le  mouvement  d'un 
pareil  système  en  imaginant  que  les  pôles  de  l'équateur  et  de 
l'écliptique  tournent  autour  du  pôle  du  plan  principal  de 
projection,  de  manière  à  ce  que  la  ligne  des  équinoxes  demeure 
toujours  sur  ce  plan  ;  cependant  le  plan  de  l'écliptique  res- 
tera toujours  très  peu  incliné  au  plan  fixe  ,  et  par  conséquent 
à  très  peu  près  parallèle  à  lui-même.  En  effet,  en  négligeant 

le  carré  de  e,  et  en  observant  qu'on  a  [/az=za*ny  n  étant  le 
moyen  mouvement  de  la  Terre  dans  son  orbite,  Téquation  (a) 
donne 

mà^n  sin  ^  =  G«»  sin  p\ 
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En  nommant  D  le  rayon  de  réquaieur,  on  à  G  =:ît|mD*, 
et  par  le  ^  86,  lirre  VI ,  on  a 


^-- —  =  o,oooooo253qq. 


En  supposant  donc  ^'^=  sS*  27'  So'',  on  trouve  que  Tangle  f 
est  moindre  que  o',02og;  on  peut  donc  supposer  que  le  plan 
de  Técliptique  se  confond  avec  le  plan  principal  de  projec- 
tion ,  et  comme  Tinclinaison  mutuelle  de  ces  deux  plans  est 
constante ,  leur  identité'  se  maintiendra  toujours. 

Maintenant,  si  l'on  considère  le  cas  général,  réquation  (2), 
en  la  difTérentiant,  donnera  à  très  peu  près 

ma*n  v/ 1 —  e*  tlp  =  Cm  cos  ^'i)p'. 

En  substituant  pour  C  sa  valeur,  et  en  supposant,  comme  pré- 
cédemment ,  ç'  =  23®  27'  So^y  cette  équation  donne 

J'ç  =  0,0000002829^^'. 

Il  s'en  faut  donc  beaucoup  que ,  comme  l'assure  M.  Poinsot, 
les  variations  du  plan  invariable  soient  alors  du  naième  ordre 
que  les  variations  de  l'équateur.  ISous  avons  trouvé  ,  n®  98, 
]6'  16''  pour  la  variation  de  l'obliquité  de  l'écliptique  depuis 
le  temps  dllippar que  jusqu'au  commencement  de  ce  siècle; 
en  supposant  donc  ^'^'  =  976'',  on  aura 

^^  =  o", 00022739. 

Ainsi  en  1928  ans  ,  rincUnaison  de  l'écliptique  sur  le  plan 
fixe  n'aurait  pas  varié  de  2  dix -millièmes  de  seconde;  on 
peut  donc  la  regarder  comme  insensible  ,  et  considérer,  dans 
ce  cas  ,  le  plan  de  l'écliptique  comme  invariable,  conformé- 
ment à  la  théorie  de  Laplace. 


/ 
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Quant  aux  observations  de  M.  Poinsot  relativeaient  au 
mouvement  des  nœuds ,  comme  on  a,  d'après  les  équa- 
tions (i),  S=  0',  il  est  clair  que  le  nœud  de  Técliptique  aura 
sur  le  plan  fixe  le  même  mouvement  que  l'e'quateur,  eu  sorte 
que  leur  intersection  commune  demeurera  toujours  sur  ce 
plan  -,  mais  cela  n'implique  pas  contradiction  ,  puisqu'une  va- 
riation très  légère  dans  l'inclinaison  mutuelle  de  deux  plans, 
supposée  très  petite,  peut  en  produire  de  considérables  dans  la 
position  de  leur  commune  intersection. 

Le  second  exemple  choisi  par  M.  Poinsot  pour  mettre  en 
défaut  la  théorie  de  Laplace ,  consiste  à  supposer  que  le  sys- 
tème est  formé  du  Soleil,  de  la  Terre  et  de  la  Lune,  considérés 
comme  des  points  massifs.  Dans  ce  cas ,  le  plan  invariable ,  se- 
lon les  idées  de  ce  grand  géomètre ,  est  celui  que  décrit  le 
centre  commun  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la  Lune ,  ce  qui 
diffère  peu  du  plan  de  l'écliptique.  Montrons  qu'en  effet  ce 
plan  coïncide  toujours,  à  très  peu  près,  avec  le  plan  maximum 
des  aires  décrites  par  les  centres  de  gravité  de  la  Terre  et  de  la 
Lune.  Il  est  clair  que  ce  système  revient  à  celui  de  deux  pla- 
nètes m  et  m'  réagissant  l'une  sur  l'autre,  que  nous  avons 
considéré  n®  55,  livre  II,  et  le  plan  inrariable  sera  déterminé 
par  les  équations  (i)  ,dan8  lesquelles  il  suffira  de  changer G«  en 

m'  \/af{i — O ,  m'  étant  la  masse  de  la  Lune ,  a'  et  e'  le  demi- 
grand  axe  et  l'excentricité  de  son  orbite  autour  de  la  Terre. 
Si  l'on  nomme  donc  ^  et  ^'  les  inclinaisons  respectives  de  l'é- 
cliptique et  de  l'orbite  lunaire  sur  le  plan  maximum  des  aires, 
on  aura 

m  V/û(i— e^  sin  p  =  m'  \/a^{i—e'')  sin  q>\       (3) 
Or  on  a,  à  très  peu  près , 

^  =  74.946,      \/^  =  20. 
En  négligeant  donc  les  carrés  des  excentricités  c  et  €%  et  en 
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supposant  p'^S^S^  38*,  qui  est  rioclinaison  de  Torbite  lu- 
naire h  l'écliptique  ,  on  trouvera  que  Tangle  ^  ne  s'e'lève  pas 
k  17,",  En  differentiant  l'équation  (3),  on  aura,  à  très  peu 
près ,  __ 

.  m'\/a  ,    .  , 

d'où  Ton  conclut ,  d'après  les  valeurs  précédentes  , 

^  =  0,00066446^'; 

et  comme  rinclinaison  moyenne  de  l'orbe  lunaire  sur  l'éclip- 
tique vraie  est  constante ,  malgré  le  mouvement  séculaire  de 
l'écliptique,  si  l'on  suppose  ^"^'  =  976",  valeur  supérieure  à 
celle  qu'on  peut  supposer  à  la  variation  de  l'orbe  lunaire  sur 
un  plan  fixe,  depuis  le  temps  d'Hipparque  jusqu'à  nos  jours, 
on  trouve  ^^  —  o",64  pour  la  variation  de  l'orbe  terrestre  en 
1928  ans  :  ce  plan  peut  donc  être  considéré  comme  invariahU 
dans  le  système  que  nous  considérons. 

Quant  aux  nœuds  de  l'écliptique  sur  le  plan  maximum  des 
aires,  on  a  6  =  6',  et  d'après  les  équations  (i),  le  nœud  ascen- 
dant de  l'orbe  lunaire  co'incide  avec  le  nœud  descendant  de  l'é- 
cliptique, et  réciproquement;  par  conséquent,  comme  le 
mouvement  du  nœud  de  l'orbe  lunaire  sur  l'écliptique  fixe  est 
d'environ  19®  par  an ,  il  est  clair  que  l'intersection  des  plans 
dt'S  orbites  de  la  Terre  et  de  la  Lune  aura  sur  le  plan  maxi" 
mum  des  aires  un  mouvement  très  rapide,  ce  qui  n'empêchera 
|)as  le  plan  de  l'écliptique  de  rester  toujours  à  très  peu  près 
parallèle  à  lui-même,  et  de  remplir,  par  conséquent ,  la  seule 
condition  qui  caractérise  le  plan  invariable  (*). 


(^)  On  ne  doit  pat  oublier  qaMl  ne  s^agit  ici  qoe  d*un  cm  particulier  qai  ett 
•ao«  uppliration  dans  le  système  du  monde.  Laplace  en  calculant,  n*  39, 
livre  VII,  les  incgaiitcs  lunaires  dues  à  la  non-sphériciié  de  la  Terre,  trouve  qne 
•ou  influence  sur  les  dcplaremen*  de  Torhitc  de  la  Lune  serait  d'augmenter 
de  o,oooooo'iG38)r/(  le  mouvement  rétrograde  des  nœuds ,  nt  c'tant  le  mâjen 
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On  conçoit,  eu  effet,  que  dans  les  deux  systèmes  que  nous 
venons  de  considérer,  comme  on  a  y  ^=  ^  -f-  ^',  et  par  suite 
^y  =  Z;^  -)-  /)p',  si  i"^  est  une  assez  petite  quantité  pour  qu'on 
puisse  la  négliger  par  rapport  à  i^\  on  aura  simplement 
i^z=.^^y  c'est-à-dire  que  les  variations  de  Téquateur  dans  le 
premier  cas ,  et  celle  de  l'orbe  lunaire  dans  le  second ,  par 
rapport  au  plan  invariable  tel  qu'il  résulte  de  la  théorie  de 
Laplace ,  seront  les  mêmes  que  celles  de  ces  deux  plans  par 
rapport  à  un  troisième  plan  qui  serait  rigoureusement  fixe  ;  les 
différences  seront  absolument  insensibles.  Or,  ce  grand  géo- 
mètre n'a  jamais  prétendu  autre  chose  ;  l'invariabilité  du  plan 
irn^ariable  tel  qu'il  le  définît  n**  62  du  livre  II  de  la  Mé^ 
conique  céleste,  comme  les  inégalités  de  tous  les  mouveniens 
planétaires,  n'est  qu'approchée  et  exacte  qu'autant  qu'on 
néglige  dans  le  mouvement  de  translation  les  perturbations  ré- 
sultantes de  la  forme  et  des  dimensions  des  corps  célestes. 
Dans  le  n®  21  du  livre  P',  Laplace  a  donné  la  théorie  géné- 
rale du  plan  invariable  pour  un  système  de  corps  quelconques 
réagissant  les  uns  sur  les  autres  ;  il  en  a  fait  Tapplicatlou  au 
système  du  monde  dans  le  livre  II ,  en  profitant  de  tous  les 
avantages  qu'offrait  sa  constitution  pour  faciliter  le  calcul  des 
mouvemens  planétaires ,  question  assez  difficile  pour  qu'on  ne 
cherche  pas  sans  nécessité  à  la  compliquer. 

Les  équations  (i)  nous  montrent  encore  que  quand  bien 
même  les  seconds  termes  des  premiers  membres  seraient  com- 
parables et  mêmes  supérieurs  aux  premiers,  ce  qui  aurait  lieu^ 
par  exemple ,  si  les  aires  que  ces  termes  représentent  prove- 
naient de  la  rotation  du  Soleil ,  on  pourrait  encore  prendre 
l'écliptique  pour  le  plan  invariable  du  système ,  bien  que  par 
sa  position  il  différât  sensiblement ,  dans  ce  cas ,  du  plan 
maximum  des  aires. 


mouvement  de  la  Lune  dans  son  orbite.  Cette  quantité  est  absolument 
insensible ,  et  à  plus  forte  raison  par  conséquent  la  non  splicriciié  de  la 
Terre  ne  peut  avoir  sur  la  position  du  plan  invariable  uucune  action  ap- 
préciable. Le  même  résultat  a  lien  par  rapport  h  Pcllipticité  du  Soleil , 
comme  nous   Pavons  vu  n^  79  ,  livre  VI. 

Tome  III.  36 
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Cette  obaenratkni,  d'après  ee  qaî  a  été  dit  n*  86,  \Wte  VI, 
B*apas  besoin  de  développement.  Mais,  disent  n^sadversail^. 
i\  êaîste  done  selon  tous  plusieurs  plans  itiiràriables  Ans  it 
sjalèiiie  planétaire  ?  Pourquoi  non ,  eela  tlépend  eh^rement 
de  sa  constitution.  Supposons,  en  effet,  (i{ue  Japîter,-  Saturaé 
at  Uranus  forment  un  système  à  part,  sur  lequel  les  axttteê 
planètes  n'aient  aucane  influence ,  comme  cela  a  déjà  lieu , 
à  (très  peu  près,  dans  le  système  solaire.  Eh  bien  !  n-y  avnrail-tl 
pas  trois  plans  invariables  dans  un  pareil  système  ,  celui  qui  a 
lien  dans  le  système  particulier  des  trois  i^nètes  consid»^ 
isolement ,  eelui  qui  à  lieu  pour  l'eilèembte  du  sy^itètne ,  et  lé 
plaa  maximum  des  aires. 

il  est  donc  évident  que  les  objections  présentées  contre  la 
théorie  du  plan  invariable  de  Laplace  liennent  à  des  considé- 
rations tout-à-ftdt  fautives  et  à  la  Confusion  que  ron  a  faite 
des  variations  des  inclinaisons  et  deè  ncfeuds.  Sans  doute, 
géométriquement  parlant ,  l'intersection  de  deux  plans  ingag- 
nables est  elle-même  invariable  ;  mais  on  peut  toujours  sup^ 
poser,  «t  c'est  le  cas  de  la  nature ,  que  la  position  de  l'bn 
de  ces  plans  subisse  des  variation^  assez  petites  pofir  qti^il 
reste  toujours  sensiblement  parallèle  à  f Ui^mèiWe ,  tandis  que 
ses  nœuds  sur  le  plan  qui  est  rigoureusementBxe,  ^roilTeàtdes 
déplacemens  considérablcB. 

Mais  là  véritable  défaut  de  Targumentation  de  iras  adver- 
s»res ,  et  nous  l'avons  déjà  remarqué  ailleuré ,  Ment  de  te 
qu'ils  veulent  traiter  par  des  méthodes  rigout*euses  la  théorfe 
du  systième  du  monde,  qui  n'est  au  fait  qti'un  grand  problème 
d'approximation  ;  c'est  pour  cela  que  ce  pit>MèiÉie  ae  refuse 
aux  méthodes  synthétiques ,  et  qu'il  reati^e  dans  le  domaine 
de  l'analyse;  et  si  ce  puissant  auxiliaire  de  l'esprit  bummh  n'est, 
comme  on  l'a  osé  dire ,  qu'un  instrument ,  tm  cohvietidra  du 
moins  que  c'en  est  un  bien  précieux  que  celui  qui  nous  a  livré 
la  clé  du  mécanisme  des  cieux ,  et  qui  nous  éclaire  sur  tant 
d'erreurs  où  les  simples  notions  de  la  Géométrie  nous  auraient 
infailliblement  conduits. 
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Concluons  donc  de  cette  discussion  ,  à  laquelle  nom  avons 
donné  quelque  développement  pour  n'être  pas  forcé  d'y  revenir, 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  d'apporter  aucune  modiâcation  dans  la 
the'orie  du  plan  im>ariable  présentée  par  Laplace  ;  c'est  as^ec 
raison  et  surtout  avec  connaissance  de  cause  qu'il  a  fait  abstrac- 
tion des  quantités  qu'il  a  négligées  dans  sa  détermination  ;  ces 
quantités  sont  du  même  ordre  que  celles  qu'on  néglige  ordi- 
nairement dans  la  théorie  des  inégalités  planétaires ,  et  que  le 
calcul ,  comme  l'observation  ^  autorise  à  regarder  comme  ab- 
solument insensibles. 
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